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Vorwort. 



Als ich von der Verlagsbuchhandlung von B, 6r. Teubner in Leipzig 
die dankenswerte Aufforderung erhielt, im Anschluß an die Enzyklo- 
pädie der mathematischen Wissenschaften ein Lehrbuch über die 
Theorie der Flächen zweiter Ordnung zu verfassen, schien es mir von 
vornherein unerläßlich, die Lehre von den räumlichen Gebilden erster 
Ordnung als Einleitung vorauszuschicken in ähnlicher Weise, wie es 
0. Hesse in seinen Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes 
getan hat. Bei der Ausarbeitung machte es sich indessen immer 
mehr fühlbar, daß gerade dieser Teil der räumlichen Geometrie ohne 
Anschluß an die Geometrie der niederen Mannigfaltigkeiten keine 
lückenlose Darstellung finden konnte (vgl. besonders §§ 65 — 69 des 
Textes). 

Daher entschloß ich mich in einer besonderen Monographie eine 
analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene 
zu entwerfen, welche in einheitlicher und vergleichender Darstellung die 
Grundlehren der Koordinatengeometrie in den verschiedenen Mannig- 
faltigkeiten umfaßt. 

Nach dem Plane von JS. G, Teuhners Sammlung von Lehrbüchern 
auf dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften versucht das Buch 
mit einer systematischen Anordnung des Stoffes und mit Hinweisen 
auf die historische Entwicklung der Methoden vor allem den Cha- 
rakter eines Lehrbuchs zu verbinden. 

Den Hauptinhalt bildet die Erklärung und der Gebrauch der ver- 
schiedenen Koordinatensysteme, die im ersten Abschnitt für die Punkt- 
reihe and den Strahlbüschel, im zweiten für die Ebene und im dritten 
für den Raum, sowie für den EbenenbüscheJ und das Bündel behandelt 
werden. Wie das Inhaltsverzeichnis näher erkennen läßt, wird in 
jedem einzelnen Abschnitte, im wesentlichen dem historischen Gange 
folgend, von dem Begriff der Cartesischen Koordinaten unter Her- 
vorhebung der einzelnen Schritte der Weiterentwicklung bis zu den 
projektiven Koordinaten übergegangen und an den Gebilden erster 
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IV Vorwort. 

Ordnung die Anwendung der verschiedenen Koordinaten gezeigt. Da- 
bei ist weniger eine erschöpfende Behandlung als eine Übersicht über 
die für den Gebrauch wichtigsten Begriffe und Methoden angestrebt. 
Als EinigungspunJct der gesamten Entwicklung, dessen Bedeutung 
(vgl. § 64) zugleich die Zusammenfassung des Stoffes in eine Mono- 
graphie rechtfertigt, ist das Stichwort „Lineare Gleichungen und lineare 
Transformation" zu betrachten. Auch die teilweise außerhalb des 
Rahmens der Gebilde erster Ordnung liegenden Entwicklungen der 
§§ 70 — 72 sind deshalb dem Buche angereiht, weil sie eine unmittel- 
bare Anwendung der linearen Transformation ausmachen. 

Innerhalb dieser Anordnung ist der Charakter der Monographie 
bis ins Einzelne durchgeführt, indem jeder Artikel unter einer be- 
sonderen Überschrift eine bestimmte Aufgabe behandelt. Dadurch 
ßoU es neben der systematischen Aufeinanderfolge der gesamten Ent- 
wicklung tunlichst erreicht werden, auch jeden einzelnen Artikel aus 
dem Zusammenhange heraus verständlich zu machen. In diesem Sinne 
sind auch die zahlreichen einfachen Figuren aufzufassen, die, jede in 
der Regel nur für einen einzigen Artikel bestimmt, hauptsächlich 
einer schnellen Übersicht über die jedesmal in Frage kommenden 
Begriffe und Benennungen dienen sollen. 

Als Lehrbuch bietet das Werk eine für sich allein verständliche 
Einleitung in die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes 
und ist in erster Linie als Handbuch zu den akademischen Vor- 
lesungen und Übungen gedacht. Es legt deshalb gerade auf manche 
Dinge Nachdruck, die beim mündlichen Vortrag aus Mangel an Zeit 
und Raum naturgemäß zurücktreten müssen: auf die ausführliche 
Fassung der Definitionen und Lehrsätze; auf die vollständige Auf- 
stellung häufig gebrauchter Formelsysteme auch in verschiedenen Be- 
zeichnungsweisen (vgl. z. B. § 63, (1) und (25); § 51 und § 61); end- 
lich auf die Vergleichung verwandter und analoger Betrachtungen und 
Formeln auseinanderliegender Kapitel (z. B. § 25, 7 und § 62, 4), die 
teils durch beständige Verweise im Text, teils durch die Anmerkungen 
erleichtert werden soll. 

Die Anmerkungen selbst stehen außerhalb der systematischen Ent- 
wicklung. Die beiden ersten enthalten eine Zusammenstellung der- 
jenigen Sätze über Determinanten und lineare Gleichungen, welche 
die überall wiederkehrenden analytischen Hilfsmittel für die Betrach- 
tungen des Textes ausmachen. Diese Sätze sind zwar ohne Beweise, 
aber in ausführlicher und für die unmittelbare Anwendung fertiger 
Form, und zwar für die drei hauptsächlich in Betracht kommenden 
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Vorwort. V 

Anzahlen der Elemente besonders angegeben. Die übrigen Anmer- 
kungen enthalten neben Quellenangaben auch vergleichende Über- 
sichten über die verschiedenen Teile des Buches. Da für die Quellen- 
angaben neuere geschichtliche Werke, sowie die Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften vorliegen, so konnte vielfach auf diese 
Bezug genommen werden. 

Das neben dorn Inhaltsverzeichnis beigegebene Begister soll das 
leichte Auffinden der behandelten Gegenstände nach den Stichworten 
gewährleisten. 

Der Verlagsbuchhandlung von Teubner habe ich nicht nur für 
die Anregung zu diesem Buche, sondern auch für ihr stets bereit- 
williges Entgegenkommen beim Druck und für die Ausstattung des 
Buches meinen besten Dank auszusprechen. 

Rostock, 17. September 1905. Staude. 
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L Abschnitt. 
Die gerade Linie nnd der Strahlbüschel. 

§ 1. Die gemeine Koordinate des Punktes. 

1. Begriff der Strecke. Zwei Punkte Ä und B einer geraden 
Linie {geraden PunJctreihe) begrenzen auf ihr eine Strecke (Fig. la), 
die mit AB oder BÄ bezeichnet werden kann.^) 

Indem wir jedoch die beiden Punkte Ä und B nicht unter- 
schiedslos als Grenzpunkte der Strecke ansehen, sondern den einen 
Punkt Ä als ihren Anfangspunkt von dem . „ 

andern B als ihren Endpunkt unterschei- ^^ ° ° 

den, legen wir der Strecke einen be- 
stimmten DurcMaufungssinn (Fortschrei- j)j d^ ^ 

tungs-, Schiebungssinn) bei, der von Ä 

nach B hinführt. Wir deuten ihn (Fig. Ib) . A 



durch eine an den Endpunkt B gesetzte ^, ^ 

Bf eilspitze und in der entsprechenden Be- 
zeichnung AB durch die Reihenfolge der Buchstaben an. Unter BA 
verstehen wir dann die von denselben Punkten (Fig. Ic) begrenzte 
Strecke mit umgekehrtem Durchlauf ungssinn. 

2. Die absolute Länge der Strecke. Die absolute Länge (Grröße) 
AB der Strecke AB (die absolute Enifeimung der Punkte A und B 
voneinander) ist durch die Anzahl der Längeneinheiten bestimmt, die 
auf die Strecke gehen.^) Sie ist unabhängig vom Durchlaufungssinn, also: 

(1) BÄ = AB. 

3. Die gerichtete G-erade. Einen der beiden einander entgegen- 
gesetzten Durchlaufungssinne der unbegrenzten geraden Linie nennen 

wir den positiven, den andern den ne- ^ 

gaiiven Durchlaufungssinn der Geraden. ^. ^ 

Den positiven, bei horizontaler Lage 

der Geraden in der Regel den nach rechts, machen wir durch einen 
der Geraden beigesetzten Pfeil (Fig. 2) kenntlich und nennen, diese 
alsdann eine gerichtete Gerade,^) • 

Staude, analyt. Geometrie. 1 
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2 § 1, 4-6. 

4. Die relative Länge einer Strecke auf einer gerichteten Ge- 
raden. Liegt nun die Strecke AB in einer gerichteten Geraden 
(Fig, 3), so verstehen wir unter der (relativen) Länge AB der Strecke^) 
(der Entfernung oder dem Abstahde des Punktes B vom Punkte A) 
eine Zahl, die ihrem absoluten Beträge nach gleich AB, übrigens aber 

jl jß positiv oder negativ sein soll, je nach- 

dem der JDurchlaufungssinn der Strecke 
(vgl- § Ij 1) ^i^ dem positiven oder mit 

dem negativen Burchlaufungssinn der Geraden (vgl. § 1, 3) übereinstimmt. 

Daher ist für dieselben beiden Punkte A, B stets'): 

(2) BA^-AB oder AB + BA^O, 

5. Die Strecken dreier Punkte. Drei auf einer gerichteten Ge- 
raden liegende Punkte A, B, C (Fig. 4) begrenzen drei Strecken. 
Zwischen diesen besteht, in welcher Anordnung auch die drei Punkte 
auf der Geraden liegen mögen, immer die Beziehung^): 

(3) BC+CA + AB = 0, 



-^ 



Fig. 4. Fig. 5. 

6. Die gemeine Koordinate des Punktes. In einer gerichteten 
Geraden sei ein fester Punkt angenommen (Fig. 5). Er teilt die 
Gerade in zwei Schenkel (Halbstrahlen, Halbachsen), von denen der 
dem positiven Durchlaufungssinne folgende der positive, der andere der 
negative Schenkel genannt wird. 

Jeder beliebige Punkt P der Geraden hat nach § 1, 4 von dem 
festen Punkte einen bestimmten Abstand: 

(4) X = OP, 

der die (gemeine) Koordinate (das Bestimmungsstück) des Punktes P 
heißt.«) 

Der feste Punkt heißt Koordinatenanfangspunkt. Er bildet 
zusammen mit dem festgesetzten Durchlaufungssinne der Geraden und 
der gewählten Längeneinheit das Koordinatensystem, auf welches sich 
die Koordinate x bezieht. 

Bei gegebenem Koordinatensystem gehört zu jedem Punkte P der 
Geraden eine einzige bestimmte Koordinate x und zu jeder als Ko- 
ordinate gegebenen positiven oder negativen Zahl x ein einziger be- 
stimmter Punkt* der Geraden. ^^) 
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7. Besondere Koordinatenbeziehungen. Der Punkt selbst 
hat die Koordinate rr = 0; alle Punkte P auf dem positiven Schenkel 
haben positive, alle auf dem negativen Schenkel negative Koordinaten. 
Zwei Punkte mit entgegengesetzt gleichen Koordinaten x = a und 
X = — a haben dieselbe absolute Entfernung von (Fig. 6). 

O ^ ^' ^ 

o ::— o — o >• o o ""$7 — 

X'-a X'O X'+a x x 

Fig. 6. Fig. 7. 

8. Darstellung der Länge einer Strecke durch die Koordinaten - 
der Endpunkte. Sind x und x die Koordinaten zweier Punkte P 
und P' auf der Geraden (Fig. 7), so ist nach (3) und (2): 

Vr = OY - OP 
oder nach (4): 

(5) PP' = x' --X, 

Die Länge der Strecke PP' oder die Entfernung des Punktes P' vom 
Punkte P ist also gleich der Differenz der Koordinaten von P' und P. 

9. Strecken zwischen vier Funkten. In der identischen Gleichung: 

{x^-x^) {x^ — x^ + {x^ — x^) {x^-x^ + (x^—x^) {x^-x;) = 

seien x^y x^, x^, x^ die Koordinaten von vier Punkten Ay B, C, D 
(Fig. 8). Mit Rücksicht auf (5) folgt daher, daß die Strecken zwischen 
vier beliebigen Punkten Ä, B, C, D einer Geraden stets die Be- 
ziehung erfüllen"): 

(6) BCäD + CÄ'BD + ÄBCD = 0. 

4 B C JD 0' P ^ ^ 

X^ X^ X^ X^ X'X^ X,X 

Fig. 8. Fig. 9. 

10. Die Transformation der Koordinaten. Zwei in derselben 
ungerichteten Geraden liegende Koordinatensysteme haben zwei be- 
liebige Anfangspunkte und 0'; je nachdem alsdann der zugehörige 
Durchlaufungssinn (vgl. §1,6) für beide Kooi-dinatensysteme gleich 
(Fig. 9) oder entgegengesetzt gerichtet ist, heißen diese gleichsinnig oder 
ungleichsinnig (gleich oder ungleich orientiert).^^) Wir gehen von einem 
Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte und mit gegebenem 
Durchlaufungssinne (Fig. 9) aus. Von einem neuen gleichsinnigen 
Koordinatensystem sei der Anfangspunkt 0' durch seine Koordinate 
X ^ Xq im alten System gegeben. Sind dann x = OP und x' = O'P 
die Koordinaten eines und desselben Punktes P in beiden Systemen, 
so ist nach (3) und (2): 

!♦ 
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4 § 1, 11. § 2, 1. 

Zwischen alter und neuer Koordinate des Punktes P besteht daher die 
Gleichung: 

(7) x = Xq + x\ 

Wäre das neue System mit dem alten ungleichsinnig, so würde sie 

lauten: 

(7') x = x^ — x' , 

11. Die Gleichung des Punktes. Statt die Koordinate eines 
Punktes unmittelbar anzugeben, kann man eine Gleichung von der 
Form: 

(8) ^ic + 5 = 

geben, deren Auflösung nach x in: 

(9) ^ = -J 

die Koordinate selbst liefert. Man nennt (8) die Gleichung des 
Punktes, 

13« Die Gleichungen zweier Punkte. Zwei durch ihre Glei- 
chungen: 

(10) A^x + J5, = 0, A^x + jBa = 

gegebene Punkte fallen zusammen oder sind getrennt, je nachdem die 
Determinante (vgl. Anm. 1, 1, (1)): 

verschwindet oder nicht verschwindet. 



(11) = 



§ 2. Die gemeine Koordinate des StraUes. 

1. Winkel zweier gerichteten Geraden. Zwei in einem Punkte 
S sich schneidende gerichtete (vgl. § 1, 3) Geraden (gerichtete Strahlen) 
a und b begrenzen mit ihren von S ausgehenden positiven Schenkeln 
(vgl. § 1, 6) zwei bestimmte Winkel ab (Fig. 10), einen konkaven und 
einen konvexen?) Indem wir die beiden positiven Schenkel nicht unter- 
schiedslos als die Schenkel eines solchen Winkels ab ansehen, sondern 
den Schenkel a als Anfangsschenkel von dem Schenkel b als End- 
schenkel unterscheiden, legen wir dem Winkel einen bestimmten Drehungs- 
sinn bei, in welchem der Schenkel a durch Drehung um S über den 
Winkel hinweg nach dem Schenkel b hingeführt wird. Wir deuten 



Digitized by 



Google 



2, 2—4. 



•diesen Drehungssinn sowohl bei dem konkaven als auch bei dem 
konvexen Winkel durch einen von a nach 6 hinweisenden Pfeilbogen 
(Fig. 10) an. 

2. Die absolnte Größe des Winkels. Die absolute Größe ah 
des Winkels der gerichteten Geraden a und b wird durch die absolute 
Länge AB (vgl. § 1, 2) des Kreisbogens bestimmt (Fig. 11), der um 
S mit dem Radius 1 zwischen den Schenkeln des Winkels beschrieben 
ist.*) Daher hat man stets: 

(1) ha = ah. 

Wenn ä die absolute Größe des konkaven Winkels ah ist, so ist die 
absolute Größe des konvexen Winkels ah: 



(2) Si = 2;r — ä (0 ^ « ^ Jr). 

Beide haben denselben Kosinus, aber entgegengesetzte Sinus und 
Tangenten: 

(3) cosäi = cosä; sina^ = — sin«; tgä^ == — tgä. 

3. Der gerichtete Strahlbüschel. Alle durch S gehenden (ge- 
richteten oder ungerichteten, vgl. § 2, 7 und 11) Strahlen bilden einen 






Fig. 10. 



Fig. 11. 



Fig. 12. 



Strdhlhüschd}^) Einen der beiden einander entgegengesetzten Drehungs- 
sinne um den Punkt S, das Zentrum (den Mittelpunkt) des Strahl- 
büschels, nennen wir den positiven, den andern den negativen Drehungs- 
sinn des Büschels, Den positiven, in der Regel den der Bewegung 
des Uhrzeigers entgegengesetzten, machen wir durch einen um S ge- 
legten Pfeilbogen (Fig. 12) kenntlich und nennen den Büschel nun- 
mehr einen gerichteten StrahlhüscheV) 

4« Eelative Größe des Winkela zweier gerichteten Geraden im 
gerichteten Strahlbüschel. Gehören die Schenkel des Winkels ah 
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(Fig. 13) einem gerichteten Büschel an, so verstehen wir unter der 
{relativen) Größe ah des Winkels der gerichteten Geraden h gegen die 
gerichtete Gerade a, eine Zahl, die ihrem absoluten 
Betrage nach gleich ab, übrigens aber positiv oder 
negativ ist, je nachdem der Drehungssinn des Winkels 
(vgl. § 2, 1) mit dem positiven oder mit dem negativen 
Drehungssinn des Strahlhüschels (vgl. § 2, 3) überein- 
stimmt Daher ist stets: 
(4) ba = — ab oder ab + ha ^0, 

\ Wenn 

Fig. 13. ' (5) a = aa {6 = ±1) 

die relative Größe des konkaven Winkels ab ist (in Fig. 13 ist 
a = + 1), so ist die relative Größe des konvexen Winkels (vgl. (2)) stets: 

(6) a^ = — £cc^ = — £(27t—a), 

da die Drehungssinne beider Winkel entgegengesetzt sind. Nach (5) 
ergibt sich aber aus (6): 

(7) a^ = a — s '27t. 

Sehen wir daher von — £-2;c (wie überhaupt von Vielfachen von 2n) 
ab, so haben der konkave und der konvexe Winkel ab (sowie der in 
seinem Drehungssinne noch um weitere volle Umdrehungen veränderte 
Winkel) dieselbe relative Größe. Wir können also schlechthin von 
der relativen Größe des Winkels ab der Geraden b gegen die Gerade 
a sprechen**), ohne den konkaven und den konvexen Winkel zu unter- 
scheiden. 

Die Formel (4) gilt auch für diese Auffassung, aber nur bis auf 
Vielfache von 2;r. Im Gegensatz zu (3) wird nach (7) auch: 



(8) 




ik* 



Fig. 14. 



cosai = cosa, sin «j = sin«; tg«! = tgct. 

Für die Funktion Kosinus, für die nach (5) auch 
cos« = cosä wird, ist es überall gleichgültig, ob 
man den konvexen oder konkaven Winkel, sei es 
in absoluter, sei es in relativer Größe, benutzt. 

5. Winkel zweier ungerichteten Geraden im 
gerichteten Strahlbüsohel. Ändert man bei gleich- 
bleibendem Drehungssinne des Strahlbüschels die 
Pfeilspitze einer der Geraden a und b (etwa a in a* 
Fig. 14), so ändert sich die relative Größe des 
Winkels ab stets um jt oder — 7t = x — 27t 
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(in Fig. 14 ist a ^ a^ cc^ = — (2 7t — u), a^ ^ — {n — a), 

Daher ist die {relative) Größe a = a6 des Winkds der ungerichteten 
Geraden b gegen die ungerichtete Gerade a (Fig. 15) nur bis auf Viel- 
fauche von n bestimmt Dagegen ist tga eindeutig bestimmt. 

Man erhalt a, indem man einen Schenkel von a bis zum Zu- 
sammenfall mit einem Schenkel von 6 um S dreht, die absolute Größe 
des überstrichenen Winkels nimmt und das Zeichen + oder — gibt, 
je nachdem man im positiven oder negativen Sinne des Büschels ge- 
dreht hat. 

6. Die Winkel von drei durch einen Funkt gehenden ge- 
richteten Geraden. Drei einem gerichteten Büschel mit dem Zentrum 
S angehörige gerichtete Geraden a, &, c (Fig. 16) begrenzen drei 

9>-f 





^"^ 







^o 



f=^ 



Fig. 15. 



Fig. 16. 



Fig. 17 



Winkel. Zwischen diesen besteht, in welcher Anordnung auch die 
drei Geraden durch S gehen mögen, bis auf Vielfache von 2jr immer 
die Beziehung*^): 

(9) &c + ca + a6 = 0. 

7. Die gemeine Koordinate im Büschel gerichteter Strahlen. 
Alle durch einen Punkt S gehenden gerichteten Geraden (gerichteten 
Strahlen) bilden einen Büschel gerichteter Strahlen, Einen festen Strahl 
o des gerichtet gedachten Büschels (Fig. 17) wählen wir als Anfangs- 
strahl. Jeder beliebige Strahl p des Büschels bildet dann einen be- 
stimmten Winkel: 

(10) 9? = 02) 

gegen den Anfangsstrahl o. Dieser Winkel heißt die Koordinate (der 
Bichtungswinlcel) des Strahles p. 

Der gerichtete Anfangsstrahl o zusammen mit dem Drehungssinne 
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des Büschels bildet das Koordinatensystem. Bei gegebenem Koordinaten- 
system gehört nach § 4, 4 zu jedem gerichteten Strahl p des Büschels 
eine bis auf Vielfache von 2n: bestimmte Koordinate tp und umgekehrt 
zu jeder als Koordinate gegebenen Zahl q) ein bestimmter gerichteter 
Strahl des Büschels.^<>) 

8« Besondere Koordinatenbeziehungen. Der Strahl o, der in 
Fig. 17 nach rechts läuft, hat die Koordinate y = 0, der zu o senk- 
recht nach oben laufende 9> = — , der nach links laufende tp ^ n, der 



senkrecht nach unten laufende 



(p ^ -—. Je zwei Strahlen tp und 
(f ±7C fallen mit entgegengesetzten Pfeilspitzen ineinander. 

9. Darstellung des Winkels zweier Strahlen durch ihre Ko- 




^o 



....--.... 




/ 



Fig. 18. 



Fig. 19. 



ordinaten. Sind q) und (p' die Koordinaten zweier Strahlen p und 
p (Fig. 18), so ist nach (9): 

pp = op — op 
und daher nach (10): 

(11) pp =(p'-(p 
(vgl. § 1, (o)). 

10. Die Transformation der Koordinaten. Zur Transformation 
auf ein neues gleichsinniges Koordinatensystem (vgl. § 1, 10), dessen 
Anfangsstrahl o' im alten System die Koordinate 9 = 9?o ^^^? dient die 
Formel (Fig. 19): 

(12) 9 = 9o + 9^'. 

11. Die gemeine Koordinate im Büschel ungerichteter Strahlen. 
Alle durch einen Punkt S gehenden ungerichteten Geraden (ungerichteten 

^p Strahlen) bilden einen Büschel ungerich- 
teter Strahlen (ßtraMbüschel schlechthin). 
Einen festen Strahl des gerichtet ge- 
dachten Büschels (Fig. 20) wählen wir 
als Änfangsstrahl, Jeder beliebige Strahl 
Fig. 20. p des Büschels bildet dann nach § 2, 5 
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einen bis auf Vielfache von % bestimmten Winkel (p = op gegen den 
Anfangsstrahl o. Zu jedem Strahl p gehört daher ein einziger Wert von 

(13) tg9) = tgöp. 

Wir nennen ig(p die Koordinate des Strahles p. 

Bei gegebenem Koordinatensystem, bestehend aus dem ungerich- 
teten Anfangsstrahl o und dem Drehungssinne des Büschels, gehört 
auch zu jeder als Koordinate tg^? gegebenen Zahl ein bestimmter un- 
gerichteter Strahl p. Um ihn zu erhalten, hat man nach § 2, 5 einen 
der positiven oder negativen Winkel 9, die zu gegebenem tg(p ge- 
hören, auszuwählen und den Anfangsstrahl in dem dem Vorzeichen 
von (p entsprechenden Sinne so weit um S zu drehen, daß einer der 
Schenkel von den Winkel 9? nach seiner absoluten Größe beschreibt. 

13« Die Gleichnng des nngerichteten Strahles im gerichteten 
Büschel. Statt die Koordinate tg(p eines ungerichteten Strahles un- 
mittelbar anzugeben, kann man auch eine Gleichung von der Form: 

(14) Ä + Big(p = 

geben, deren Auflösung nach tgg) die Koordinate selbst liefert. Man 
nennt (14) die Gleichung des Strahles im Büschel ungerichteter Strahlen 
(vgl. §'1, 11). 

§ 3. Das einfache und doppelte Teilungsverhältnis 
auf der geraden Linie. 

1. Begriff des Teilungsverhältnisses. Ist P1P2 ©ine Strecke und 
P irgend ein Punkt auf einer gerichteten Geraden (vgl. § 1, 3), so 
ist (Fig. 21): p p p 

(1) ?'| = l ^ S—^-^) 

^ ^ P« P Fig. 21. 

das Verhältnis y nach welchem die Strecke P^Pz 'vom Punkte P geteilt 
wird}^) Es ist hei gegebenen festen Punkten P^ Pg für jeden Punkt P 
eindeutig bestimmt 

Da es bei einer gleichzeitigen Umkehr der Vorzeichen der beiden 
Strecken P^P und P2P sich nicht ändert, ist es von dem für die Ge- 
rade festgesetzten Durchlaufungssinne unabhängig (dies ist in Fig. 21 
durch Einklammern der Pfeilspitze angedeutet). 

3« Darstellung des Teilungsverhältnisses in Koordinaten. Sind 
x^, x^y X die Koordinaten der Punkte P^, Pg, P (Fig. 22) aus 
§ 1, 6, so ist das in (1) definierte n B T^ T 

Teilungsverhältnis nach § 1, (5) in der -° ^ J J ^ 

Form: rig. 22. 
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(2) ^ = S^ 

dargestelk. Umgekelirt ergibt sich bei gegebenem 1 für die Ko- 
ordinate des Punktes P: 

(3) X = ""^-^^^ . 

Er ist hei gegebenen festen Funkten P^, P^ für jeden Wert von k ein- 
deutig bestimmt 

3. Verteilung der Werte von A. Das Teilungsverhattnis A in 
(1) ist nach § 1, 4 positiv oder negativ, je nachdem P außerhalb oder 
innerhalb der Strecke P^P^ liegt (Fig. 23). Den Werten A = und 
A = cx) entsprechen die Punkte Pj und Pg selbst; dem Werte A = — 1 

j ^^ der Mittelpunkt Jf der Strecke P^P^, 

■^ für den somit nach (3): 

(4) x^'^-^- 

Der Mittelpunkt M teilt die Gerade in 
zwei Schenkel. Der eine Schenkel enthält die Punkte P, für die 
P^ < P^ (vgl. § 1, 2) ist, der andere die Punkte, für die P~P < P^ 
ist. Für jene ist der absolute Wert X < 1, für diese > 1. 

4. Der unendlich ferne Punkt der Geraden. Dem Werte A = 1 
würde nach (3) der Wert x = oo entsprechen. Auch das Strecken- 
verhältnis P^PiP^P in (1) nähert sich immermehr dem Werte 1, 
wenn der Punkt P weiter und weiter nach links oder rechts hin auf 
der Geraden sich entfernt. 

Wir nehmen daher ,fiinen unendlich fernen Punkt'^ P^ der Geraden 
an^'), der dem Werte A ^ 1 (x = oo) entspricht. 

Alsdann gehört ausnahmslos zu jedem Werte des TeHungsverhält- 
nisses X ein und nur ein Punkt der Geraden^ wie auch zu jedem Punkte 
ein Wert A. 

5. Begriff des DoppelverhÄltnisses. Sind auf der Geraden vier 
beliebige Punkte P^P2P^P4, (Fig. 24) gegeben, so nennt man das Ver- 
hältnis der beiden Teilungsverhältnisse, nach welchen die Strecke PiP^ 
von den Punkten Pg und P4 geteilt wird (vgl. (1)), nämlich: 

P P P R ^i?8 

^ ^ ^— ^ f,,^ A _ ^3 _ AP» _ 5l^ P^. 

W ^ - X.- p^p^ " p^p^ ' p^p^ 

Fig. 24. * ^^ * » ^ .* 

das doppelte Teilungsverhältnis, nach dem die Strecke P1P2 von den 
Punkten Pg und P4 geteilt wird, oder kurz das Doppelverhältnis^^) 



Digitized by 



Google 



§ 3j 6-7. 11 

der viel* Funkte Pj, Pg, Pj, P^. Es ist, wie das einfache Teilungs Ver- 
hältnis, vom Durchlaufungssinne der Geraden unabhängig. 

Man bezeichnet es auch kurz mit dem Symbol: 
(6) 8 = {P,P,F,P,) 

womit zugleich auf die Abhängigkeit von der Reihenfolge der vier 
Punkte hingewiesen werden soll. 

Vier Funkte einer Geraden haben, in einer bestimmten Reihenfolge 
genommen, ein völlig bestimmtes Doppelverhältnis. 

6. DarsteUtmg des DoppelverhältnisBes in Koordinaten. In 
den Koordinaten x^, x^,x^, x^ der vier Punkte P^, F^, F^, F^ (Fig. 25) 
ausgedrückt, ist nach § 1, (5): 

(7) s = p^J'Ap-^ ■ -^ — i — I ?^ 

(«2 ^«; (^1 — ^4} j,.g 25. 

Da diese Gleichung in der Form: 

(8) {x^ —x^ {x^ -x^-8 {x^ — x^) {x^ -x^) = 

in bezug auf jede der vier Koordinaten linear ist, so folgt: 

Es gibt stets einen und nur einen vierten Funkt, der mit drei ge- 
gebenen Funkten ein einer bestimmten Reihenfolge der vier Funkte ent- 
sprecJiendes Doppelverhältnis von gegebenem Werte S bildet 

7. Abhängigkeit des Doppelverhältnisses von der Reihenfolge 
der vier Fonkte. Das Doppelverhältnis ist eine unsymmetrische 
Funktion der vier Punkte, die bei manchen Vertauschungen der vier 
Punkte sich nicht ändert, bei andern aber sich ändert. Um dies fest- 
zustellen, bezeichnen wir die Punkte P^, F^, P3, P4 zur Abkürzung 
mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 und haben nach (5) und (6) zunächst: 

(9) (1234)=^:|* = d. 
Man erkennt nun (vgl. § 1, (2)) sofort, daß: 

(10) (2143) = ?i^| = d, 

(11) (3412) -g-S = ^' 

(12) (4321) = g^;; = d. 

Das Doppelverhältnis (9) bleibt also ungeändert, wenn man, die beiden 
vom 1. und 2. Punkt und vom 3. und 4. Punkt gebildeten Paare ins 
Auge fassend, 

entweder die beiden Punkte jedes Paares je untereinander 
vertauscht, 

oder die beiden Paare untereinander vertauscht, 

oder beides zugleich vornimmt. 



(13) 
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Dagegen ist ersichtlicli nach (9): 

14 • 23 



24 . 13 (1234) 



(14) (1243) 

Ferner ist nach § 1, (6): 

23 . 14 + 31 . 24 + 12 . 34 = 0, 



13 ' 24 
23 . 14 



12 

32" 



34 
14 



==0, 



(15) (1324) = 1 - (1234) = 1 - d\ 

Weiter ergibt sich aus (14) mit beiderseitiger Vertauschung von 2 
und 3 und aus (15): 

(^^) (^^^^) ^ (1324) =" ni7l234) = 1^^ ' 

dann aus (15) und (14): 

(17) (1423) = 1 - (1243) = 1 - _4^- = 1 - -i = ^ 

und aus (14) und (17): 

(18) 



ri432^ - -i- - _(1234)_ _ _±_ 

^ ^ (1423) (1234)— 1 d—1 



Da sich hiermit jedes der fünf Doppelverhältnisse (14) bis (18) duich 
das ursprüngliche Doppelverhältnis (9) darstellt und dieses bei den 
Vertauschungen (13) ungeändert bleibt, so gilt dasselbe auch von den 
fünf Doppelverhältnissen (14) bis (18). 

Die dm 24 Permutationen der vier Punkte entsprechenden Doppel- 
Verhältnisse haben dalier folgende Werie^^): 

(1234) = (2143) = (3412) = (4321) = d, 
(1243) = (2134) = (4312) = (3421) = |, 
(1324) = (8142) = (2413) = (4231) = 1 - cJ, 
(1342) = (3124) = (4213) = (2431) = j^, 
(1423) = (4132) = (2314) = (3241) = ^, 
(1432) = (4123) = (3214) = (2341) = y^^ • 

8. Zusammenfall von zwei Punkten. Daß von den vier Punkten 
Pj, Pg, Pg, P^ zwei zusammenfallen, kann auf sechs Weisen ge- 
schehen: Für Pi==P3 oder P^^-P^ wird nach (5) d = 0; für P^ = P^ 
oder P3 = P^ wird d = 1; für Ps == P3 oder P^ = P^ wird d = 00. 
In jedem dieser drei Fälle fallen die sechs Werte (19) paarweise in 
die drei Werte 0, 1, cx) zusammen. 



(19) 
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§ 3, 9^10. 13 

Wenn umgekehrt d einen der Werte 0, 1, oo hat, fallen nach 
(8) wenigstens zwei der vier Punkte P^, P,, Pj, P^ zusammen. 

9. Begriff und Bedingung harmonisoher Punktpaare. Vier 
Punkte P^, P2, P^, P4 heißen vier harmonische Punkte, wenn das Doppel- 
Verhältnis (5) den Wert — 1 hat^), also: 

(20) d = (P,P,P,P,) = ^ = J^:5J^ = -JjLlJ|. = _i 

oder: 

(21) JI' + fI' = 0; a, + a, = o 

-^S -*8 -^2 -^4 

oder auch (Fig. 24): 

(22) P,P,:P,P,^P,P,:P,P, 
oder nach § 1, (3): 

(23) P,P, - P,P, : P,P, - P,P, = P,P,: P,P,. 

Die sechs Werte (19) werden in diesem Falle paarweise gleich^^), 
und zwar: 

(24) .J = | = -l, l-* = ^ = 2, j-^= 



d — 1 ^ 1 ^ _ 1 

-1 "~ Y 



Das Doppelverhältnis (20) behält also, den beiden ersten Zeilen (19) 
entsprechend, den Wert — 1 bei, wenn die beiden Paare P^, Pg und 
Pg, P^ je ungetrennt erhalten bleiben, und nur die beiden Punkte 
eines Paares oder die beiden Paare untereinander vertauscht, bezüg- 
lich diese beiden Vertauschungen beliebig kombiniert werden. Infolge- 
dessen nennt man die den Bedingungen (20), (21), (22) oder (23) 
entsprechenden Punktpaare P^, Pg und Pg, P^ ^wei Paare harmonischer 
Punkte oder sagt: Die Punktpaare P^, P^ iind Pg, P^ sind gtteinander 
Jiarmonisch, 

In den Koordinaten (Fig. 25) lautet die Bedingung zweier har- 
monischen Punktpaare x^, x^ und x^, x^ nach (8): 

K -^s) (^2 — ^4) + (^1-^4) (^2-^3) == 0, 
oder: 

(25) X^OO^ — ^ (^1 + X^) (X^ + X^) + ^8^4 = 0. 

Ist von zwei harmonischen Punktpaaren das eine Paar x^, x^ und ein 
Punkt a?8 des andern gegeben, so ist der vierte Punkt x^ eindeutig 
bestimmt (vgl. § 3, 6). 

10. Lage harmonisoher Punktpaare. Nach (21) haben X^ und 
A4 verschiedenes Vorzeichen, woraus nach § 3, 3 folgt, daß der eine 
der Punkte Pg und P^ innerhalb, der 

andere außerhalb der Strecke P^P^ ^ ^ -S -^ P 4 

liegt oder (Fig. 26): Fig^e. 
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14 § 3, 11. § 4, 1. 

I. Zivei Faare harmonischer PimJite trennen sich gegenseitig. 

Ist in (21) ^8 = ± 1? so ist ^^ = +1, so daß nach §3,3 und 4 
folgt: 

IL Zu den Endpunkten Pj, P^ ^^wer Strecke liegen der Mittelpunkt 
2£ und der unendlich ferne Punkt P« harmonisch. 

Nach (21) sind X^ und A^ ihrem absoluten Werte nach gleich, 
woraus nach § 3, 3 folgt, daß Pg und P^ beide links oder beide rechts 
von M liegen oder: 

IIL Von zwei Paaren harmonischer Punkte liegen die beiden 
Punkte Pg, P4 des einen Paares stets auf derselben Seite des Mittelpunktes 
des andern Paares P^P^ (Fig. 26). 

Wird in (21) A3 = oder cx), so wird auch A4 = oder oo: 

IV. Wenn bei vier harmonischen Punkten P^, Pg, P3, P^ der 
Punkt P3 mit P^ oder Pg zusammenfällt j so fällt gleichzeitig auch P^ 

bezüglich mit P^ oder Pg zusammen. 

— ^ ^ 5-*— <l *^ Schließlich ergibt sich aus der Be- 

Fig. 27. Ziehung (21) der Satz: 

V. Bei festen P^ und Pg bewegen 
sich P3 und P^ ungleichlaufend. Geht nämlich P3 nach rechts (Fig. 27) 
von Pi über M nach Pg, so geht P^ nach links von P^ über P^ 
nach Pg. 

II. Vorkommen des unendlich fernen Punktes im Doppel- 
verhältnis. Wenn in der allgemeinen Formel (5) für das Doppel- 
verhältnis P4 = Pgo und damit nach § 3, 4 A^ = 1 wird, so kommt sie auf 

(26) d^(P,P,P,P^) = ^^ 

zurück. Entsprechend gibt die Formel (7) mit x^^^oo: 

Das Doppelverhältnis geht daher in das einfache Teilungsverhältnis über. 

§ 4. Das einfache und doppelte Teilungsverhältnis im Strahlbüschel. 

1« Innere und äußere Winkelfläche zweier Strahlen. Zwei ge- 
richtete Strahlen p^ und p^ teilen die Ebene in vier Gebiete, deren 
jedes entweder von einem positiven und einem negativen Schenkel 
oder von zwei gleichnamigen Schenkeln der beiden Strahlen p^ und 
p^ begrenzt wird. Die beiden letzteren Gebiete (in Fig. 28 schraffiert) 
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§ 4, 2-3. 15 

wollen wir als innere, die ersteren als äußere Winkelfläche der Strahlen 
2\ und p^ bezeichnen.^^) 

Sind hiernach die ungerichteten Strahlen p^ und jPg und die innere 
Winkelfläche (Fig. 29) gegeben, so wird dadurch das Paar der Pfeil- 
spitzen von p^ und p^ zweideutig bestimmt, da die beiden positiven 
Schenkel entweder das eine (Fig. 29*) oder das andere (B^ig. 29**) 
der beiden Gebiete der inneren Winkelfläche begrenzen können. 

2. Begriff des einfachen TeiliingsverhältniBses. Sind in einem 
Büschel gerichteter Strahlen mit bestimmtem Drehungssinne zwei Strahlen 






Fig. 28. Pig. 29. Fig. 80. 

p^ und p^ gegeben (Fig. 30), so sind die Winkel eines beliebigen dritten 
Strahles p gegen p^ und p^ nach § 2, 4 bis auf Vielfache von 2% 
eindeutig bestimmt, und damit auch das Sinusverhältnis^^): 

(1) ^r^ = X. 

Wir nennen es kurz das Verhältnis, nach welchem der Strahl p dmi 
Winkel der Strahlen p^ und p^ teilt. 

Es ist nach § 2, 4 negativ oder positiv, je nachdem p in der 
inneren oder äußeren Winkelfläche von p^ und 2k liegt. Für p^ und 
p^ selbst ist es A = und X = oo. 

Es ist von dem (in Fig. 30 deshalb eingeklammerten) Drehungs- 
sinne des Büschels unabhängig (vgl. § 3, 1), da die Umkehr desselben 
beide Winkel p^p und p^p im Vorzeichen ändert. 

3. Abhängigkeit des Teilnngsverhältnisses von den Pfeilspitzen 
der Schenkel. Da nach § 2, 5 ein Winkel sich um % ändert, wenn 
die Pfeilspitze des einen Schenkels umgekehrt wird, so bleibt k un- 
geändert, sowohl wenn die Pfeilspitze von p, als auch wenn die Pfeil- 
spitzen von p^ und p^ beide gleichzeitig umgekehrt werden. Es kommt 
daher auf die Pfeilspitze von p und nach § 4, 1 auf die von p^ und p^ 
nicht an, wenn nur die innere Winkelfläche erhalten bleibt. 
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4, 4—5. 



Sind zwei gerichtete Strahlen jh, p% {oder zwei ungerichtete Strahlen 
Pi > P2 ^'^^ '^^^'^ innere Winkelfläche) gegeben, so teilt jeder durch ihren 
Schnittpunkt gehende ungerichtete Strahl p (Fig. 31) den Winkd jener 
beiden in einem bestimmten Teilungsverhältnisse, dessen 
ffPj Wert positiv oder negativ ist, je nachdem p in der 

äußeren oder inneren Winkel- 
fläche liegt. 

4. Darstellung des Tei- 
lungsverhältnlsses durchKo- 
ordinaten. 13ehufs Darstel- 
lung von X durch Koordinaten 
legen wir zunächst (Fig. 32) 
ein Koordinatensystem der ge- 
richteten Strahlen zugrunde 
(vgl. § 2, 7). Sind (p^, <p^, (p die Koordinaten von p^, p^y P in bezug 
auf dieses, so wird aus (1) mit Rücksicht auf § 2, (11): 
sin (qp — qpj ) sin qp cos qpj — cos q> sin q>^ 





Fig. 81. 



Fig. 82. 



A = 



sin (qp — qpj) sin qp cos qpj — cos qp sin qp^ 
. ^ cosqpi tgqp — tgqpt 



oder: 

^ ^ cosqpj tgqp — tgqp^ 

Durch Auflösen nach tgg? folgt: 

. - cos qpj , 

(3) tgcp^-^^— ^-^^ . 

^ ^ °^ ^ ^ cos qp, 

cosqp^ 

Die Formeln bleiben in Übereinstimmung mit den Angaben unter § 4, 3 
bei Umkehr der Pfeilspitze von tp und bei gleichzeitiger Umkehr der 
beiden Pfeilspitzen von tp^ und tp^ ungeändert. Es folgt daher aus 
(3) als Umkehr des Satzes in §4,3: 

Sind zwei gerichtete Strahlen {oder zwei ungerichtete Strahlen und 
ihre innere Winkelfläche) gegeben, so gibt es einen bestimmten ungerichteten 
Strahl p, der den Winkel jener beiden in gegebenem Verhältnis k teilt. 

5. Die beiden Halbierungslinien des Winkels. Ist \{(p = li'-^ 
die innere und h^{(p = ii^ die äußere Halbierungslinie des Winkels 
der gerichteten Strahlen p^ und p^ (oder der ungerichteten mit ge- 
gebener innerer Winkelfläche), sind also (Fig. 33) die Winkel: 

Vih = Äii>2 = - i>jÄi; p^h^ ^h^p^--yt- (piÄj + :Jt), 

so wird nach (1) bezüglich: 



A = ~l: 



k=^+l 
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und nach (3) für die entsprechenden Koordinaten: 

sinyi 4 - sin 9, 4.^ .. sin q>^ -r- sin qp, 

•COSqpj ' 



(4) 



*g^i-= 



tgf*2 



COS qpj + COS 9, ' *=» ♦ * cos qpi ■ 

wonach auch tg/ttj • tg^ig = — 1, also ä^ und Ag zueinander senkrecht 
stehen. 

Von den beiden Winkelflächen, in die \ und h^ die Ebene teilen, 
enthält die eine Pi(A = 0), die andere Pi{}>='<x>) (Fig. 33); in jener 
ist Ä < 1 und in dieser Ä > 1 (vgl. § 3, 3). 

6* Begriff des DoppelverMltnisses. Sind in einem Strahlbüschel 
vier Strahlen, zwei gerichtete Pi,i>2 und zwei ungerichtete p^j p^, ge- 



\ 


1, / ■ ^^ 


^]^(^J 




\ / 


X'J 


X^o ^ 








^— "f— A 


X^l 


^^i 






- 


/ X>7 
Fig. SS. 






Fig. 34. 



geben, so nennt man das Verhältnis der beiden Teilungsverhältnisse, 
nach welchen der Winkel der gerichteten Strahlen jp^, p^ von den 
beiden ungerichteten Strahlen p^, p^ geteilt wird (vgl. (1)): 



(5) 






^4 



sinpip^ 
Bin p^p^ 



smpip^ smpj^ 
sin^?,!?, ' sin p^p\ 



das Doppelverhältnis der vier Strahlen p^^, ft» JPs? Pi-^^) Man bezeichnet 
es auch abgekürzt mit dem Symbol: 

(6) * = (Plfti^8P4)- 

Das Doppel Verhältnis ist, wie das einfache, vom Drehungssinn im 
Büschel, aber nach § 2, 5 auch van jeder der beiden Pfeilspitzen von 
i>i und P2 unabhängig (Fig. 34). Es folgt also: 

Vier ungerichtete Strahlen eine^ Büschels haben, in bestimmter 
Beihenfolge genommen, ein bestimmtes Doppelverhältnis. 

7. Darstellung des DoppelverhSItnisses in Koordinaten. Die 
vier Strahlen jpj, p^, p^\ p^ mögen, vorübergehend mit Pfeilspitzen 

Staude, analyt. Geometrie. 2 
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§^8. 



ver«ehen^ im Koordinatensystem der gerichteten Strahlen (§2, 7) ^e 
Koordinaten ^j, ^„ g;,, ^^ haben. Dann wird aus (5) nach § 2, (11): 

^ sin (qp, -~ qp,; 8ill(y, — qp J <'tgqp, — tggj,) (tgy, — tgy/^ * 

Da somit das Doppelyerhaltnis nur von den Koordinaten der un- 
gerichteten Strahlen (§2, 11) abhängt, welche als Koordinatensystem 

einen ungerichteten Anfangsstrahl und einen 
Drehungssinn voraussetzen^ kann die Formel 
(7) unmittelbar auf ein solches Koordinaten- 
system bezogen werden (Fig. 35). 

Wie in § 3^ 6 folgt, daß es stets einen 
^ und nv/r einen vierten Strahl gibt, der mit 
drei gegebenen Strahlen ein einer bestimmten 
Reihenfolge der vier Strahlen entsprechendes 
DoppdverhcUtnis von gegebenem Werte d 
bildet 

Auch der Inhalt von § 3, 7 und 8 über- 
trägt sich auf das Doppelverhältnis von vier Strahlen. 

8« Harmonische Strablenpaare. Man nennt p^, p^ und p^, p^ 
zwei harmonische StraUenpaare oder sagt, daß p^, p^ und p^, p^ zu- 
einander harmonisch sind*^), wenn das Doppelverhältnis (5) den Wert 
rf=— — 1 hat, also: 

00 




Fig. 8ft. 






-0, A3 + A^==0. 



= ~1, 



In den Koordinaten lautet diese Bedingung, wie § 3, (25) entwickelt: 
(10) tg9i tg9a - K^g^i + *g9^2) (tg^'a + ^^^d + tg^s ^^^4. = 0. 

Da die bei vorübergehender Annahme der 
Pfeilspitzen von p^ und p^ (Fig. 36) nach 
(1) bestimmten Teilungsverhältnisse: 




(11) 






^4 = 






Fi«, se. 



nach (8) entgegengesetzt gleich sind, so 
liegt nach § 4, 2 der eine der Strahlen 
Ih) Pi ^^ ^^^ innem, der andere in der 
äußern Winkelfläche. 
Es folgt somit: 
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§ 6, 1. 19 

I. Zwei Paare harmonischer Strahlen trennen sich gegenseitig. 

Fällt pg in die innere Halbierungslinie h^ des Winkels p^p^y 
so daß nach § 4, 5 ilg *= — 1 ist, so wird nach (9) A^ =^ + 1 und da- 
mit p^ die änßere Halbierungslinie h^. 

IL Zu den Schenkeln p^ und p^ eines Winkels sind die "beiden 
Halbierungslinien \ und h^ stets harmonisch. 

Wie in § 3, 10 ergibt sich auch hier: 

ni. Von zicei Paaren harmonischer Strahlen liegen die beideti 
Strählen pj, p^ des einen Paares stets in derselben Winkelfläche der 
Halbierungslinien \ und h^ des andern Paares Pi, p^- 

IV. Wenn bei vier harmonischen Strahlen Pi, p%'^ p^y Pi der Strahl 
p^ mit p^ oder p^ zusammenfäUt , so fallt gleichzeitig audi p^ beziiglich 
mit Pi oder p^ zusammen. 

V. Bei festen Strahlen p^ und p^ bewegen sich p^ und p^ in ent- 
gegengesetztem Sinne (ungleichdrehend). Dreht sich nämlich p^ (Fig. 36) 
im positiven Sinne von p^ über h^ nach p^, so dreht sich p^ im ne- 
gativen Sinne von p^ über Äg ^^^^ Pi- 

§ 5. Die Pnnktreilie und der StraUbüscliel in perspektiver Beziehung. 

1. Begriff der' Perspektiven Beziehung von Funktreihe und 
Strahlbüschel. Wenn eine gerade Linie g und ein Büschel ungerichteter 
Strahlen S in der Ebene liegen und die Gerade g nicht durch den 
Scheitel S des Büschels geht (Fig. 37), 
so werden sie perspektiv aufeinander 
bezogen. Diese Beziehung besteht 
darin, daß jeder Strahl a, b, c, rf, . . ., 
p, . . . des Büschels S die Gerade g 
in einem Punkte -4, jB, C, Dy . . ., 
P, . . . schneidet, und umgekehrt die 
Verbindungslinie jedes Punktes der 
Geraden g mit dem Scheitel S des 
Büschels einen Strahl desselben gibt. 
Es entsprechen sich also die Punkte 
AjB, C, Dj ..., Py ... und die gleich- *^ 

namig bezeichneten Strahlen a, b, c, d, . . .^ p, . . . wechselseitig ein- 
deutigy jedem Punkt P ein Strahl p und umgekehrt. P und p heißen 
auch entsprechende Elemente. 

Dem zu g parallelen Strahl u des Büschels entspricht der unend- 
lich ferne Punkt P^ der Punktreihe (§ 3, 4). 
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§ 5, 2-3. 



Man sagt auch die Punktreihe J., J?, C, D, . . ,, P, . . . und der 
Strahlbüschel a,l}y c, d, , . ,, p^ ,, , befinden sich in perspekiiver Lage,^) 

2. Das einfaolie Teilungsrerhältnis bei perspektiver Lage« In- 
dem wir ein Strahlbüschel S«Pi, p^y j) . . . und eine Punktreihe 
g^P^, Pj , P . . . in perspektiver Lage voraussetzen, nehmen wir einst- 
weilen als positive Halbstrahlen j)j,j)j, p,., diejenigen, welche g schnei- 
den und als Drehungssinn im Strahlbüschel denjenigen, welcher dem 
Durchlaufimgssinn der Punktreihe entspricht (Fig. 38). 

Es seien nun^,, jOjj; J> drei Strahlen und F^,F^,P die entsprechen- 
den Punkte. Die Innenwinkel des Dreiecks PiP^S bei Pj und P, sollen 
die absolute Größe a^ und ofg, die Strecke SP die absolute Länge 
5 = /SP haben. Dann ist nach dem Sinussatz ^) für relative Große 
der Winkel p^p, p^p (§ 2, 4) und der Strecken P^P, P^P (§ 1, 4): 

sin p^p Pj^P sin p^p P^P 

sin ofi 8 ' sin a, 8 

und somit: 

y^^ sinpiP sincKj P^ P 

^ ^ sinp,^ "^ sina, ' P^P 

Dieses Resultat ist nach § 3, 1 und § 4, 2; 3 vom Drehungssinn in S 
und Durchlaufungssinn von g^ sowie von der Pfeilspitze von p unab- 





hängig. Also: Liegt eine Punktreihe g = P^^, P^, P tmd ein StraM- 
Mschd S == pi, p^, p perspektiv (Fig, 39), so ist das einfache Teilungs- 
Verhältnis, in welchem der ungerichtete Strahl p den Winkel der beiden 
gerichteten Strahlen p^ und p^ teilte bis auf den von p unabhängigen Faktor 
sin«, : sin«^ gleich dem Teilungsverhältnis , in welchem der Punkt P 
die Strecke P^P^ teilt 

3. Das Doppelverhältnis bei perspektiver Lage. Wendet man 
die Formel (1) auf zwei Strahlen p=^p^ und i>=|>4 und die ent- 
sprechenden Punkte P =.Ps und P => P^ an, so erhalt man: 
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sina. 



am p^p^ 



»inaj Pj P^ 
sinofj P8P4 



sin p^p^ sina, PjPg' 
Dividiert man beide Gleicliimgeii, so wird das Resultat: 

(2) »^PiPi . 8iPi?iP4 ^ Afi . -P1-P4 
V >' sinpjjpj • ßiniJji)^ PjP» * P,P4 

von «i; «2, sowie nach § 4, 6 von den Pfeilspitzen von p^ und p^ un- 
abhängig und es folgt: 

Befinden sich eine Punktreihe und ein StraMbüschel in perspektiver 
Lage (Fig. 40), so haben je vier Punkte der Punktreihe dasselbe Doppel- 
Verhältnis^ wie die vier entsprechenden Strahlen des StraMbüschels^^): 

(3) (PiP,PzP,)-iPiP,P,Pi)- 

4. DarsteUung der Perspektiven Beziehung duroh Koordinaten. 
Wir wählen den auf g senkrechten Strahl des Büschels als Anfiangs- 
strahl eines Koordinatensystems ungerichteter Strahlen (§2, 11) 



yV 


^\ 


"^ 


// 


Fig. 40. 


V 




Pig. 41. 

und den Schnittpunkt von und g als Anfangspunkt eines Ko- 
ordinatensystems auf der Geraden ^ (§1,6). Drehungssinn des 
Büschels und Durchlaufungssinn der. Geraden nehmen wir für die 
beiden Koordinatensysteme übereinstimmend, an (Fig. 41). Dann ist 
für jeden Punkt P der Geraden mit der Koordinate x und den ent- 
sprechenden Strahl p des Büschels mit der Koordinate tgg): 

(4) x^SÖ'igfp. 

Befinden sich also eine Punktreihe g und ein StraMbüschel S in per- 
spektiver Lage, so sind bei geeigneter Wahl der Koordinatensysteme 
die Koordinaten x und tgg? entsprechender Elemente bis auf einen kon- 
stanten Faktor einander gleich,^) 

5, Zweiter Beweis für die Gleiehlieit der DoppelverhSItnisse. 
Sind nun x^, x^, x^, x^ die Koordinaten von irgend vier Punkten der 
Geraden g und tgqp^, %92^ ^i^zj ^S?^4 ^^^ KoordiQaten der ent- 
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§ 6, 6—8. 



sprechenden vier Strahlen des Büschels S, so daß für i ==* 1, 2, 3, 4: 

so ist: 

(q) (^1— ^s)(^8— ^4) ^ (tg <p^ — tg 93) (tg y^ — tg ys) ^ 

^ ^ (x^-'X^)(Xi—X^) (tgqPj — tgqPsXtgqPi— tgqpj' 

Dies gibt nach § 3, (7) und § 4, (7) wieder den Satz von § 5, 3. 

6. Harmonische Funkte und Strahlen in perspektiver Lage. 
Dem speziellen Werte — 1 des Doppelverhältnisses entsprechend 
(§ 3, 9 und § 4, 8), folgen aus § 5, 3 die beiden Sätze: 



Die Schnittpunkte von vier har- 
monischen Strahlen eines Strahl- 
hüschels mit einer beliebigen Ge- 
raden sind vier harmonische Punkte. 



Die Verbindungslinien von vier 
harmonischen Punkten einer Punkt- 
reihe mit einem beliebigen Punkt 
sind vier harmonische Strahlen. 



7. Besondere Fälle. Nach § 4, 8, II sind die Halbierungslinien \ 
und Äg der Winkel zweier Strahlen p^ und p^ zu diesen harmonisch. 

Nach § 5, 6 schneidet daher jede Gerade g 
diese vier Strahlen in vier harmonischen 
Punkten P^P^H^H^ (Fig. 42) oder: Die 
Halbierungslinien des inneren und des 
^"^ äußeren Winkels lan der Ecke S eines 
Dreiecks SP^P^ teilen die gegenüber- 
liegende Seite P1P2 harmonisch.^'^) 

Ist insbesondere die schneidende 
Gerade g' parallel zu \ (Fig. 42), so 
ist von den vier harmonischen Punkten 
H^ der Mittelpunkt der Strecke P^P^ 
und jS/ unendlich fern (§ 3, 10, 11). 

8, Begriff der Perspektiven Beziehung zweier Funktreihen 
oder zweier Strahlbüsohel. 





Fig. 48 a. 
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Zwei Punktreihen ÄBCP . . . 
und Ä'B'G'P\.. befinden sich 
(Flg. 43 a) in perspektiver Lage 
(sind perispektiv aufeinander be- 
zogen)^ wenn sie beide zu dem- 
selben Strahlbüschel abcp , . . per- 
spektiv liegen (§ 5, 1). Je zwei auf 
demselben Strahl des Büschels 
liegende Punkte ÄÄ\ BB\ CC\ 
PP' sind entsprechende Punkte 



Ztvei StrcMhiischd abcp... und 
a'Vep . . . befinden sich (Fig. 43b) 
in perspektiver Lage (sind perspektiv 
aufeinander bezogen), wenn sie beide 
zu derselben Punktreihe ÄBCP.. . 
perspektiv liegen (§ 5, 1). Je 
zwei durch denselben Punkt der 
Reihe gehende Strahlen aa\ hh\ 
cc'j PP sind entsprechende Strählen 
beider Büschel. 



beider Reihen. 

9, Die Gleichheit der Doppelverhältnisse. Aus dem Satze in 
§ 5, 3 folgt daher^s): 

Befinden sich zwei Punktreihen \ Befinden sich zwei Strahlbüschd 



in perspektiver Lage, so haben je 
vier Punkte P^^P^fP^, P4 der einen 
dasselbe Doppdverhaltnis, wie die 
vier entsprecJienden Punkte P^\ P^ 
P^, PI der andern: 

(6) (p,p,p,p,) = (p,'p,'P,'P,y 



in perspektiver Lage, so haben je 
vier Strahlen Pi, p^y p^, i?4 des einen 
dasselbe Doppelverhältnis, wie die 
vier entsprechenden Strahlen p^\ p^, 
Psf vi ^^ andern: 
(6') (i>ii^,2>8Pj = (p/ft>s>;).^^) 



§ 6. Die Verhältnis- und Doppelverhältniskoordinaten. 

1. Begriff der Verhältniskoordinaten de» Punktes und des 
Strahles. • 

Sind _Bi und E^ zwei getrennte I Sind e^ und e^ zwei getrennte 
feste Punkte der Geraden (Fig. 44 a), | feste gerichtete Strahlen (Fig. 44 b) 



.^L. 



^_ 




Fig. 44 a. 



Fig. 44 b. 



so entspricht nach § 3, 1 ; 3 jedem 
Punkte P derselben ein Wert des 
Teilungsverhältnisses : 



I des Strahlbüschels, so entspricht 
nach §4, 2 — 4 jedem ungerichteten 
Strahle p desselben ein Wert des 
Teilungs Verhältnisses : 
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§ 6, 2-^. 



(1) 






und umgekehrt. 

Man kann daher k als „Ver- 
hältmskoordinat&^ des Punktes P 
in hezug auf die yjÄnfangspunkt^^ 
J5?i, J5?g einführen.^) 

Diese selbst erhalten die Ko- 
ordinaten: A = und A = cx), der 
Mittelpunkt der Strecke E^E^ : 
;t = -— 1, der unendlich ferne Punkt: 
A = +l (nach §3,3;4).- 



8in «1 p 



= A 



(n 

^ ^ sin e^p 

und umgekehrt. 

Man kann daher k als „Fer- 
hältniskoordinat&' des SiraMes p 
in hezug auf die gerichteten „Anfangs- 
strahlen^^ e^y e^ einführen. 

Diese selbst erhalten die Ko- 
ordinaten: >L = und A = cx), die 
innere und äußere Halbierungs- 
linie A = — 1 und A = + 1 (nach 
;§4,6). 

2. Beziehung zwischen gemeinen Koordinaten und Verhältnis- 
koordinaten. 



Haben in bezug auf das gemeine 
Koordinatensystem (§1, 6) die 
Punkte Ej und E^ (Fig. 45 a) die 



Haben in bezug auf das gemeine 
Koordinatensystem der gerichteten 
Strahlen (§ 2, 7) die Strahlen e^ 



JSu 



_^ 



Fig. 45 a. 



Koordinaten x ^ c^ und o; = Cg» ^^ 
bestehen nach § 3, (2); (3) zwischen 
den Koordinaten x und k des 
Punktes P die Beziehungen: 




K^ 



■>o 



Fig. 45 b. 



(2) 

(3) 



A = 



a: = 






und e^ (Fig. 45 b) die Koordinaten 
g> = y^ und (f = y^y so bestehen 
nach § 4, (2) und (3) zwischen den 
Koordinaten tgg? und k des Strahles 
p die Beziehungen: 

(2') k = ^^^ tgy-t gy^ 



:(3') tg9>^ 



cos/i 



3. Darstellnng des Doppelverhältnisses in Verhältniskoordinaten. 

Sind nun Ä*! und iPj die gemeinen ! Sind nun 9?^ und ip^ die ge- 

und A^ und A3 die Verhältnis- meinen und A^ und A, die Ver- 

koordinaten zweier Punkte^ so ist | hältniskoordinaten zweier Strahlen^ 
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nach (3): 



(V-^Kc.-«.) 



Für vier Punkte x^, x^, a;,, a;^ be- 
züglich Aj, Aj, Aj, il^ wird daher: 

(l, -X,)(X.-X ,) 



(4) 



so ist nach (3'): 



Für vier Strahlen <p^, 9^3, ^^g, 9?^^ 
bezüglich X^f ^2, ^3; A^ wird daher: 

/4'\ (tg yi — tgyg) (tg g?g — tgqpj 
i^ "^ (tg9«-'tg9)3)(tg9i^~tgg7) 

Daraus folgt nach § 3, (7) und § 4, (7) unabhängig vom ge- 
meinen Koordinatensystem: 

Haben vier Punkte P^, P^, P3, 1 Haben der Strahlen p^y ft, jPs^ 
P4 in bezug auf zwei Anfangspunkte \p^ in bezu^ auf zwei Anfangsstrahlen 



E^, E^ {% 6, 1) die VerhMtniskoodi- 

naten X^^X^^ X^, X^, so ist ihr Doppel- 

Verhältnis: 

(ö) d^{P,P,P,P,) 



^1; h (§ ö; 1) ^^^ VerhäUniskoordi- 

naten ^1,^2, A3, A^, so ist ihr Doppel- 

Verhältnis: 

(5') ö = (p^P^PsPa) 



Aus (5) mit A3 == und A^ = 00 oder auch direkt aus (1) folgt: 



Haben zwei Punkte P^, Pj in 
bezug auf zwei Anfangspunkte E^, 
E^ die Verhältniskoordinaten X^^^X^, 
so ist ihr Doppelverhältnis zu diesen 

(§3,(5)): 

(6) ö^iE,E,P,F,) = h-. 



Haben zwei Strahlen p^, p^ in 
bezug auf zwei Anfangsstrahlen e^y 
e^ die Verhältniskoordinaien A^, Ag, 
so ist ihr Doppelverhältnis zu diesen 

(§4,<5)): ■ 

(ß') S = (e^e^p^pj) = • . 

4. Begriff der multiplizierten Verhältniskoordinaten des Punktes 
und des Strahles. 



Ist neben den festen Punkten 
E^ und E^ eine feste Konstante 
a^ia^ gegeben, so entspricht wie 
in § 6, 1 jedem Punkte P auch ein 
Wert des Produkts: 

(7) ^ = ^.A = «- ^-^ 



Ist neben den festen gerichteten 
Strahlen e^ und e^ eine feste Kon- 
stante al : a^ gegeben, so entspricht 
wie in § 6, 1 jedem Strahle p auch 
ein Wert des Produkts: 



E^P 



und umgekehrt. 



(7') ^-J.A = 
und umgekehrt. 
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§6, 5. 



Wir nennen fi die muÜiplijsierte 
VerhältnisJcoordtnate^^) des Punktes 
P mit Bezug auf die Anfangspunkte 
E^, E^ und den Multiplikator a^ : a^. 



Wir nennen (i die multiplizierte 
Verhältniskoordinate des Strahles p 
mit Bezug auf die Anfangsstrdhlen 
e^y e^ und den Multiplikator a^ia^. 



5. Beziehung zwischen gemeinen Koordinaten und multipli- 
zierten Verhältniskoordinaten. 

Bezogen auf das gemeine Ko- 
ordinatensystem (Fig. 45b) ist: 

< cosy, tg«p — tgy^ 
* tgqp — tgyj 



Bezogen auf das gemeine Ko- 
ordinatensystem (Fig. 45a) ist: 



(8) 

oder, wenn: 

(9) Ci=- 

gesetzt wird 

(10) 

also: 

(11) 



^ = 



a, x — c^ 






X ■■ 



«1 ä; + &i 



Bie multiplizierte Verhältniskoordi- 
nate fi ist bei gegebenen Anfangs- 
punkten und gegebenem MultipliJcator 
eine gebrochene lineare Funktion der 
gemeinen Koordinate x. 



(80 u 

^ ^ " o, cosyj 

oder, wenn: 

«i' cosyj 

(9') 



«2 cos/j 



^ 

a* 



tgyi = -|-, tgy2 = -^ 



gesetzt wird: 

(10') 

also: 

(110 



0^1 tgy + &1 . 



Bie multiplizierte Verhältniskoordi- 
nate ist bei gegebenen Anfangs- 
strahlen und gegebenem Miütiplikator 
eine gebrochene lineare Funktion der 
gemeinen Koordinate tg^? der un- 
gerichteten Strahlen (§ 2, (13)). 
Umgekehrt definiert eine beliebig gegebene gebrochene lineare 

Funktion (10) von x die multiplizierte Verhältniskoordinate il des 

Punktes X] die Aiifangspunkte haben dann die Gleichtifigen (§ 1, 11): 

(12) a^x + b^ = 0, a^x + \^ 0, 

und der Multiplikator ist a^\a^. Nur muß die Determinante der 

Gleichungen (12) 



(13) 



C = 






von 0. verschieden sein, damit die Anfangspunkte getrennt sind 

(§1,(11)). _ : . _ 

Auch eine gegebene gebrochene lineare Funktion (10') von tgy 
definiert die multiplizierte Verhältniskoordinate /* des Strahles tg^; 
die Anfangsstrahlen haben dann die Gleichungen (§2, 12): 



Digitized by 



Google 



S 6, 6. 27 

(12') a,tg9? + 6i«0, a^i«ip + b,^0 

und einen Multiplikator a^' : a/. Allerdings bestimmen die Glei- 
chungen (12') nur die ungerichteten Strahlen tgy^ und tgy^ wie in 
(9'), während alsdann in: 

cos^i = — ■ , cosyg 



die Vorzeichen ^j, ^^ ±i unbestimmt bleiben und damit die erste 
Gleichung (9') für den Multiplikator zwei Werte gibt: 

^ ^ < cosy, •«, .,>/< + < 

(Die doppelt gestrichene Quadratwurzel soll immer deren positiven 
Wert bezeichnen.) ' 

In der Tat muß, während fi bei gegebenen Koeffizienten in (10') 
im Koordinatensystem der ungerichteten Strahlen eindeutig von tg^ 
abhängt, k selbst wegen der alsdann fehlenden Kenntnis der inneren 
Winkelfläche nach § 4, 1 ^zweideutig sein. 

Will man eine Verfügung über diese Zweideutigkeit treffen, wird 
man sie zweckmäßig an das Koordinatensystem der ungerichteten 
Strahlen anknüpfen, auf das sich die Ausgangsformel (10') bezieht. 
Setzt man etwa fest, daß die den Anfangsstrahl o enthaltende Winkelfläche 
(Fig. 45 b) die äußere sei, so muß nach § 4, 2 A für tg^? = einen po- 
sitiven Wert äP erhalten. Es ist aber für tg9? = nach (10') ^1 = 7-* 
und, da nach (7') allgemein A = — , fi, so ist ^^ = ~7 y ' Soll also 

A® positiv sein, muß a^' : a^' das Vorzeichen von b^ : 63 haben, also 

nach (14') etwa^^) 

(15') ^1 = — sign- h, «2 = — sign. 62 

(oder auch s^ == sign.6i, 62 = sign.fe^) sein. 

Ist durch (10') in bezug auf ein Koordinatensystem ungerichteter 
Strahlen mit dem Anfangsstrahl eine multiplizierte Verhältnislcoordi- 
nate n definiert, so haben die Anfangsstrahlen e^, e^ die Gleichungen (12') 
und der Multiplikator den Wert (14') mit den Vorzeichen (Ib'), falls 
die den Anfangsstrahl enthaltende Winkelftäche als äußere gilt. 

6. Die multiplizierten Verhältniskoordinaten als Boppelver- 
hältniskoordinaten. 

Der Multiplikator ^ in (7)i Der Multiplikator |^ in (f) 

kann durch den festen Punkt Eq \ kann durch den festen ungerichteten 



Digitized by 



Google 



28 



§ 6, 7. 



bestimmt werden, für den >= 1 1 Strahl- ^o bestimmt werden, för 

den fL = 1 ist, den ,yEinheitsstraM^^ 
des Koordinatensystems. Hat dieser, 
die Verhältniskoordinate X^^ so folgt 
aus (7') zunächst: 



ist, den ,^inhätspunkif^ des Koordi- 
fiatensystems. Hat dieser die Ver- 
hältniskoordinate Aq, so folgt aus 
(7) zunächst: 



i-S*« 









und mit dem hieraus sich ergeben- 



den Werte von 



a, 



Die mtdtiplieierte Verhältniskoordi- 
nate fi des Punktes P ist das Doppel- 






Sinei 6^ 



und mit dem hieraus sich ergeben- 
den Werte von %: 



X sine, Co Bine^p 
„ sinCjCo 8ine,j9 



(16') ^=J 

Die multiplizierte VerhcUtniskoordi' 
nate fi des Strahles p ist das Doppel- 



^^_^^ 




Fig. 46 a. 



Fig. 46 b. 



Verhältnis, welches er mit den An- \ Verhältnis, welches er mit den An- 
fangspunkten und dem Einheits- i fangsstrahlen und dem Einheitsstrahl 
punkt bildet (Fig. 46 ä). bildet (Fig. 46 b). 

Da^ Koordinatensystem dieser Das Koordinatensystem dieser 

,,Doppelverhältniskoordinate^^^^) fi ,jDoppelverhältniskoordinate^^ ^ 6c- 

besteht aus drei festen Punkten E^, steht aus drei festen, nach §4, 6 



J5?2 und Eqj die selbst die Koordi- 
naten ft = 0, (X) und 1 erhalten. 



ungerichteten Strahlen e^, e^ und e^, 
I die selbst die Koordinaten fi = 0, oo 
und 1 erhalten. 
7. Beziehung zwischen den gemeinen und den Doppelver- 
hältniskoordinaten. 



Nach § 3, (7) geht die Dar- 
stellung (16) der Doppelverhält- 
niskoordinate durch Einführung der 
Koordinaten x = c^, c^ und x^ der 
Punkte E^, E^ und E^ (Fig. 47a) 



Nach § 4, (7) geht die Dar- 
stellung (16') der Doppelverhält- 
niskoordinate durch Einführung der 
Koordinaten tg 9 = tg y^ , tg y^ und 
tgg^o der ungerichteten Strahlen 
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tlber in: 

/i 7\ , ,, ^ — ^o) ("i — ^) 



^ 



Fig. 47 a. 



e^, ^ lOQid ^ (Fig. 47 b) übör in: 

'^ A '*.. (tgyi-tgijPo)(tgr2-tg-()p)' 



fPuacr^ 



\y 




Fig. 47 b. 



8. Darstellung der Doppelverhältniskoordinaten in abgekürzten 
Ssrmbolen. Ist die multiplizierte Verhältniskoordinate fi durch die 
Gleichung (10) gegeben, so daß für den Einheitspunkfc x ^ x^: 

(18) 



J ^ «1 Xq + &i 



so erhält man aus (10) und (18) die mit (17) gleichbedeutende (vgl. (9)) 
Formel: 



(19) 



Der Unterschied der gleich allgemeinen Darstellungen (10) und (19) 
besteht nnr darin, daß jene von den drei Konstanten a^ib^y ct^'h^, 
a^ia^y diese aber von den drei Konstanten (ii:\f ^2 v^s? ^0 ^' 
hängt, also den Multiplikator a^ \ a^ durch den Einheitspunkt x^ 
ersetzt. 

Indem wir zur Darstellung (19) die duale hinzufügen und dabei 
zur Abkürzung setzen: 

I Xj ^a^x + b^, 

\x,^^a,x, + b,, 

U^^a^tg(p + b,, 

erhalten wir folgendes Resultat: 



(20) 
(20') 



Xj = ü^x + 62 
X^^= «8^:0 + 62- 

U2^ = (^i^«n + h 



Sind: 
(21) Zi == 0, Xj = 

die Gleichungen der Anfangspunkte 
E^y E2 und Xq die Koordinate des 
EinheitspunJctes Eq , so ist die Doppel- 



Sind: 
(21') Dl = 0, D, - 

die Gleichungen der Anfangsstrahlen 
e^j e^ und tgg?^ die Koordinate des 
EinheitsstraMes e^y so ist die Doppel- 
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§ 6, 9—10. 



vertiälMisJcoordinaie des Punktes x: verhiätniskoordinatedesStraMestgq): 
(22) /t = (j;,i?,P£'o) = ^.:^v (22') l^ = {e,e,pe,) = ^,: ^,- 

9. Die gemeinen Koordinaten als Spezialfall der Doppel- 
verhältniskoordinaten. 



Schreibt man (17) in der Form: 

^—1 X — Ci 



Xf. c* 



^-1 



und setzt e^ = 0, Cg = cx), Xq = 1, 

so wird: 

(23) $1 - X. 

Die Doppelverhältaiskoordinate [i 
geht also in die gemeine Eoordi- 



-t 



X 



Setzt man in (17') tg^^ = 0, 
tg^a = ^; tg9o = 1, so wird 
(23') /t==tgcp. 

Die Doppelverhältniskoordinate [i 
geht also in die gemeine Eoordi- 






^oiWo'^^ 



Fig. 48 a. 



KJ 




Fig. 48 b. 



nate tgqp über, wenn man die 
Strahlen e^,e^y e^ nach den Strahlen 
tg^ == 0, tgtp = cx), tg9? = 1 des 
gemeinen Koordinatensystems ver- 
legt (Fig. 48 b); die Drehung, die 
den Strahl über 1 in oo über- 



nate x über^^), wenn man die 
Punkte EyyE^y E^ nach den Punkten 
X = 0, X = oo, a; = 1 des ge- 
meinen Koordinatensystems verlegt 
(Fig. 48 a); die Richtung von über 
1 nach oo wird der positive Durch- 
laufungssinn des letztern (vgl. führt, wird der positive Drehungs- 
§ 1, 6). ginn des gemeinen Koordinaten- 

i Systems (vgl. §2, 11). 

10. Darstellung der Doppelverhältnisse durch DoppelverMlt- 
niskoordinaten. Da sich die multiplizierten VerhäUnisJcoordinaten und 
die mit ihnen gleich allgemeinen Doppelverhältniskoordinaten fi nach 
(7); (7') von den einfachen Verhältniskoordinaten k nur um einen dem 
Koordinatensystem eigentümlichen Faktor unterscheiden, so ist für 
vier beliebige Punkte oder Strahlen 

/94\ . (f'l — f^s) (."8 — /*4) ^ (^ 1 — h) (^8 — ^ 4) 

^ ^ (/^8 - f «) (/*! - f^*) l^ - ^S) (^1 - ^4) ' 

I. Haben vier Punkte P^, Pg, ; T. Haben vier Strahlen i>i, i>2^ 
Pg, P4 in hezug auf ztvei Anfangs-\p^y pj^ in bezug auf zwei Anfangs- 
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punkte E^,E^ und einen EinJieits- 
punkt Eq die Doppdverhaltniskoor' 
dinaten fi^, fig? /*3? f^4; ^ ^^ *^** 
Doppelverhältnis : 

(^^) j ^ (f^i - /^s) (ih — i^i) . 



strahlen e^, e^ und einen Einheits- 
strahl e^ die DoppetverhcUtniskoor-^ 
dinaten /tj, /iig, jüg, fi^, so ist ihr 
Doppelverhältnis : 



n. Die Formel (25) enthält nach (16) gleichzeitig die Dar- 
Stellung des Doppelverhältnisses (P^P^P^P^ von vier heliebigen Punkten 
P^ (i* = 1, 2, 3, 4) durch die Doppelverhältnisse {E^E^P-E^, die diese 
vier Punkte je mit drei festen Punkten bilden^). Entsprechendes gilt 
für (25'). 

Mit fig = und ft^ = cx> folgt ebenso wie in § 6, 3: 



ni. Haben zwei Punkte P^, P^ 
in bemg auf zwei Anfangspunkte 
E^ , E^ und einenEinheitspunktEQ die 
DoppelverhäUniskoördinatefi fii, fif, 
so ist ihr Doppelverhältnis zu E^, E^ 
selbst: 
(26) ä=^{E,E,P,P,)^ 






III'. Haben zwei Strahlen p^yP^ 
in bemg auf zwei Anfangsstrahlen 
e^, e^ und einen Einheitsstrahl Cq die 
Doppelverhältniskoordinaten (ii, (i29 
so ist ihr Doppelverhältnis zu e^, e^ 



(26') *^(e,^ii),) = ^- 



11« Funkte und Strahlen mit entgegengesetzt gleichen Doppel- 
verhältniskoordinaten. Hieraus ergibt sich insbesondere nach § 3^ (20) 
und § 4, (8): 



Haben zwei Punkte P^jP^ in 
bezug auf zwei Anfangspunkte E^, E^ 
entgegengesetzt gleiche Doppelverhält- 
niskoordinaten (^i = — f'j), so sind 
sie zu E^, E2 harmofiisch 



Haben zwei Strahlen P1/P2 in 
bezug auf zwei Anfangsstrahlen e^ , e^ 
entgegengesetzt gleiche Doppelverhält- 
niskoordinaten (|tti = — »^2); ^^ ^^^ 
sie zu e^yC^ harmonisch 

Ein Spezialfall hiervon findet sich § 1, 7 erwähnt (vgl. (23)). . 

12. Die Transformation der Doppelverhältniskoordinaten. Führt 
man an Stelle der auf die Punkte 

E^j E^y Eq bezogenen Doppel ver- ^' E. K J, «i Ja P 
hältniskoordinate (16): 

(27) (, = (E,E,PE,) 

eine neue auf die Punkte «7i, «/g, Jq bezogene Doppelverhältnis- 
koordinate: 

(28). v^{J,J,PJ,) 



S- 



/^=/^/ A=/^ /^'/^o Z^/*' 
Fig. 49. 
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«in (Fig, 49) und setzt voraus, daß die alten Koordinaten fi^, ftj, |ia^ 
^er Punkte J^jJ^, Jq gegeben sind, so folgt aus (25): 

Die neue Doppelverhältniskoordinate v sieht mit der alten in der 
Beziehung: 

§ 7. Die homogenen gemeinen und die Zweiecks- und 
Zweiseitskoordinaten. 

!• Begriff der homogenen gemeinen Koordinaten des Punktes. 

Mit Beibehaltung des Koordinaten- 

o- o- ^....^ Systems § 1, 6 versteht man unter 

y. ^^ homogenen gemeinen Koordinaten des 

Punhtes^^) P zwei Zahlen x'y t\ deren 
Verhältnis die gemeine Koordinate x (§ 1, 6) ist: 

(1) #=- 

Der Punkt P bestimmt also seine beiden homogenen Koordi- 
naten (Fig. 50 a) nur ihrem Verhältnis nach eindeutig und ist durch sie 
eindeutig bestimmt, auch wenn sie nur ihrem Verhältnis nach ge- 
geben sind. So hat der Punkt ä; = 2 die homogenen Koordinaten 
Xjt'^2y\ oder 4, 2 oder mit beliebigem Faktor 2m, m. 

Der Anfangspunkt erhält die homogenen Koordinaten: x, 
f = 0, 1 (oder 0, w), der unendlich ferne Punkt P«: x\t'=l,0 
(oder m, 0). 

Die homogenen Koordinaten sollen stets endliche Werte haben 
und dürfen niemals beide gleichzeitig verschwinden. 

Wir schreiben weiterhin x, t für x, t\ Um dailn ron der Koor- 
dinate ^ (§ 1, 6) zu den homogenen Koordinaten überzugehen, hat 
man nur — für x zu setzen, während man mit ^ =^ 1 von diesen zu 
jener zurückkehrt. 

2. Begriff der homogenen gemeinen 
Koordinaten des Strahles. Mit Beibehal- 
tang des Koordinatensystems § 2, 11 
führen wir im Büschel ungerichteter 
Strahlen zwei Arten ^^) von homogenen Ko- 
ordinaten des Strahles p ein, die wir be- 
züglich X, y (Fig. 50b) und «, v nennen, 
und deren Verhältnis mit der gemeinen 
Pig. 60b. Koordinate tg 9 in den Beziehungen steht: 
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§ 7, 3-4. 33 

(2) -^«J_ 

(3) V = -tg9>- 

Je nach Zweckmäßigkeit werdeil wir die eine oder die andere Art 
dieser homogenen Koordinaten gebrauchen. 

Der Anfangsstrahl ip ^0 erhält^ indem es aaf einen gemeinsamen 
Faktor nicht ankommt, die homogenen Koordinaten: Xyy^l,0 und 

u,v =^0, 1; der Strahl tp = -- ebenso: x,y ^0,1 und u,v ^ 1, 0. 

3. Gleichung des Punktes und des Strahles in homogenen 
Koordinaten. Führt man die in § 7, 1 und 2 erklärten homo- 
genen Koordinaten in die Gleichungen § 1, (8) und § 2, (14) ^,ein 
und multipliziert mit t, bezüglich mit x oder v, so ergibt sich: 

Die Gleichung des Punktes hat in homogenen Koordinaten die Form: 
<4) Äx + Bt^O. 

Der durch die Gleichung dargestellte Punkt hat die homogenei^ 
Koordinaten: 

<5) xit^-BiÄ, 

Die Gleichungen des Anfangspunktes und des unendlich fernen 
Punktes P« sind: 
<6) x = und ^ = 0. 

Die Gleichung des Strahles hat in den beiderlei homogenen Koor^ 
dinaten die Form: 

{AT) Ax + By==0', (4") Bu-Äv^O. 

Die Gleichungen des Anfangsstrahles o (tg9? = 0) und des zu ihm 
«enkrechten Strahles (tg9J = Y) sind: 

<6') y = und a; = 0; (6") m = und t?=^0. 

4. Das Doppelverliältnis in homogenen Koordinaten. Das 

Doppelverhältnis von vier durch ihre homogenen Koordinaten 
^.^ t. (i=l,2,3,4) gegebenen Punkte P^ wird nach § 3, (7), nach- 
dem man auf gleiche Benennung gebracht hat'^): 

Ist daher der Punkt P^ mit ^^ = der unendlich ferne Punkt P«, 
so wird: 

woraus mit t^^ t^^ t^=^ 1 wieder da« Resultat § 3, (26) hervorgeht. 

Staude, analyt. Geometrie. 3 ^-^ j 
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§ 7, 6-6. 



5« Begriff der homogenen DoppelverhSltniskoordinaten. Wenu 
man in der Auffassung von § 7, 1 auch die multiplizierte Verhältnis- 
kourdinate (i (§ 6, 4) in der Weise bezeichnet^ daß man för Punkte 
und Strahlen bezüglich setzt: 

(8) /^=j, /*=:-, 

so erhält man in x^^x^ und u^^u^ die homogenen miUtiplizierten Ver- 
häitniskoordinaten des Punktes und Strahles. Wir wollen x^^x^ kurz 
als Zweieckskoordinaten und ti^^ u^ als ZweiseiisJcoordinaten bezeichnen^ 
indem wir die Anfangspunkte E^^E^ zugleich das Koordinatenzweieck 
und die Anfangsstrahlen das Koordinatenzweiseit nennen. 

Auch diese homogenen Koordinaten x^^x^ oder u^^tA^y wie x,f 
in § 7^ 1, kommen nur ihren Verhältnissen nach in Betracht, sollen 
nur endliche Werte haben und dürfen niemals beide gleichzeitig ver- 
schwinden. 

Im Anschluß an die beiden Deutungen von ^ in § 6, 4 und § 6, 6 
können wir die neuen Koordinaten auf zwei Arten ^) selbständig 
erklären: 

6. Die Zweieok8(Zweiseit8)koordinaten als multipliaierte Ab- 
stände (Sinns)« 



Für die erste Erklärung sind 
die stets getrennten Eckpunkte E^jE^ 
des Koordinatenzweiecks und zwei 
Multiplikatoren a^, % als Bestand- 
teile des Koordinatensystems ge- 
geben (Fig. 51a). 



Für die erste Erklärung sind die 
stets getrennten gerichteten Seiten- 
strahlen e^,e^des Koordinatenzweiecks 
und zwei Multiplikatoren a^, a^ als 
Bestandteile des Koordinatensystems 
gegeben (Fig. 51b). 



ejih'j 



-^ 



^ 



((^ 



(aj 




Fig. 51a. 



Die Zweieckskoordinaten x^^x^ 
des Punktes P sind dann zwei Zahlen, 
die sich verhalten wie die mit a^ 
und a^ multiplizierten Abstände des 



Fig. 51b. 



Die Zweiseitskoordinaten u^, n^ 
des Strahles p sind dann zwei Zahlen, 
die sidi verhalten wie die mit a( 
und a^ multiplizierten Sinus der 
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Punktes von den Eckpunlcten E^ 
und E^: 

(9) x^:x^-^ a^.E^P : a^.E^P. 

Die Eckpunkte selbst erhalten 
die Koordinaten (vgl. § 7, 1) : 



(10) 



E^ix^fX^^ 1,0. 



Winkel des Strahles gegen die Seiten- 
strahlen e^ und e^: 

(9') Ml : Mg = <^i' sin ^i jp * ötg'. sin e^p. 

Die Seitenstrahlen selbst er- 
halten die Koordinaten: 

h :«*i;«*2 = ö, 1 



(10') 



7. Die Zweiecks- und Zweiseitskoordinaten als Poppelver- 
hSItnisse. 



Für die zweite Erklärung sind 
die Eckpunkte E^^E^ des Koordi- 
natenzweiecks und der Einheitspunkt 
Eq als Bestandteile des Koordinaten- 
systems gegeben (Fig. 52a). 



^ 



-S- 



M 



?lg. 5Sa. 



Die Zweieckskoordinaten x^fX^ 
des Punktes P sind dann zwei Zdhlm, 
deren Verhältnis das Doppelverh^t- 
nis des Punktes gu den Punkten 
E„ E„ E^ ist: 

(ll)a;,::^=(JS,i7,P£o)=|j-J.||. 

Der Einheitspunkt erhält die 
Koordinaten: 

(12) JBo : ^1,^2 ==1,1- 



Für die zweite Erklärung sind 
die ungerichteten Seitenstrahlen e^, e^ 
des Koordinatenzweisdts und der Ein- 
heitsstrahl Cq als Bestandteile des Ko- 
ordinatensystems gegeben (Fig. 52 b). 




Flg. 52 b. 

Die Zweiseitskoordinaten u^, u^ 
des Strahles p sind dann zwei Zahlen, 
deren Verhältnis das Doppelverhält- 
nis des Strahles zu den Sirahlen 

(11) **i^^a=(^i^2i>0=s^7;8Ä^.7p 

Der Einheitsstrahl erhält die 
Koordinaten: 
(120 €q:ü„u^ = 1,1. 

8. Beziehiing zwischen Zweieoks(Zweiseits)koordinateh und 

homogenen gemeinen Koordinaten. Indem man die homogene Be^ 

Zeichnung (1), (3), (8) in § 0, (10); (10') einführt (in (10') unter üm- 

kehrung der Vorzeichen von \y b^ und einen Proportionalitätsfaktor q 

anwendet, ergibt sich: 

3* 
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§ 7, 9—10. 



Die Zweieckskoordinaten x^ , x^ 
sind proportional homogenen linearen 
Funktionen der homogenen gemeinen 
Koordinaten x^ t: 

= a^x + \t 
+ b,t. 



(13) 



{QX^ = a^x 
QX^ = a^x 



Die Zweiseitskoordinaten m^, Wg 
sind proportional homogenen linearen 
Funktionen der homogenen gemeinen 
Koordinaten u^v: 

QU^ = a^u + \v 
Qu^ = a^u + \v. 



(13-) 



Die DetermiDante der Koeffizienten (§ 6, (13)) muß hierbei von 
Nidl verschieden sein. 

Die Auflösung der Gleichungen (13) und (13') gibt umgekehrt 
mit einem Proportionalitätsfaktor 6 (Anm. 2, 1, 2): 



(14) 



c!x= h^x^ — h^x^ 
6t == — a^Xi + a^X2^ 



(14-) 



6U = &2'^l ■" ^1^2 



Die Verhältnisse der ^r^, iPg und a;, ^, beziehungsweise der w^Wg 
und w, V bestimmen sich also gegenseitig eindeutig. 

Die homogenen gemeinen Koordinaten x, t gehen aus (13) mit 
«j = 1, 6i = 0, «2 = 0, 62 = 1 ^^s Spezialfall der Zweieckskoordinaten 
hervor (vgl. § 6, 9). 

9. Darstellung der Zweieokskoordinaten in abgekürzten Sym- 
bolen. Aus § 6, 8 folgt ferner bei Einführung der homogenen Schreib- 
weise mit den Abkürzungen: 



(15) 



Xi == a^x +\t 

X2 = a2X + 62^ 
X^^^a^XQ+b^tQi 
Sind 
(16) X,-0, X2 = 
die Gleichungen der Eckpunkte des 
Koordinatenisweiecks und Xq, Iq die 
Koordinaten des Einheitspunktes, so 
sind die Zweieokskoordinaten des 
Punktes x, t: 



(17) 



Xh l Xa 



X,^ ' x^^ 



(150 



C7i = a^u + b^v 
üi^=a^UQ+b^VQ, 
U2 = a^u + b^v 
TJ2^=a2%+b2VQX 
Sind 
(160 f^i = 0, V, = 
die Gleichungen der Seitenstrahlen 
des Koordinatenzweiecks und Wq, Vq 
die Koordinaten des Einheitsstrahles, 
so sind die Zweiseitskoordinaten des 
Strahles u, v: 



(17') 



u. :U9 == 



C^/ • C// 



Die rechte Seite der Formel (17) hängt von den drei Konstanten 
«1 :&i, «2-^2; ^0-^0 a^-^^) 

10. Beziehung zwischen Zweieoks- und Zweiseitskoordinaten 
bei perspektiver Lage von Funktreihe und Strahlbüsohel. Liegen 
eine Punktreihe g und ein Strahlbüschel S perspektiv (§ 5, 1), so 
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Fig. ÖS. 



kann mau als Bestandteile der beiderseitigen Koordinatensysteme 
(Fig. 52a, 52b) entsprechende Elemente E^,E^,Eq und e^^e^yß^ der 
Perspektiven Beziehung wählen (Fig. 53). 
Sind dann P und p zwei beliebige ent- 
sprechende Elemente, so ist nach § 5, 3: 

{E^E,PE,)^{e,e,pe,) 

und daher nach (11), (11'): 

(18) iPj : n?2 = w^ : 1*2- 

Wählt man bei perspektiver Lage von 
PunJctreihe und Strahlbüschd drei Paare 
entsprechender Elemente als Bestandteile der 
Koordinatensysteme, so sind die ZweiecJcs- 
Jcoordinaten eines Punktes ihrem Verhältr 
nisse nach gleich den Zweieckskoordinaten des entsprechenden Strahles ^^) 
(vgl. §8, 3). ._ 

Würde man in § 5, (4) SO als Längeneinheit nehmen, so würde 
0? = tg 9) werden. In der Tat hätte man dann die Punkte a; = 0, 00, 1 
und die entsprechenden Punkte tgg} = 0, 00, 1 als Bestandteile der 
beiderseitigen gemeinen Koordinatensysteme genommen (§ 6, 9). 

Infolge der Beziehung (18) können wir die folgenden Betrach- 
tungen auf die Zweieckskoordinaten beschränken, indem wir still- 
schweigend die Zweiseitskoordinaten einschließen. 

11. Darstellung der DoppelverhSItnisse in Zweieokskoordinaten. 
Führt man nach (8) durch die Substitution (i^ = -^, (^2 '^ tT; I^s^ ~9 

«2 0, Cj 

fi4 = ;^ in § 6, (25) die Zweieckskoordinaten x^, x^ ^ a^, a2j b^jb^] 

CijCg; d^fd^ von vier Punkten Ä^BjCjD ein und setzt allgemein 
zur Abkürzung: 

(19) ^ ^ ^12/2 - ^2^1 = (^y); 
so ergibt sich: 

Das Doppelverhältnis von vier Punkten ÄyB,C,D mit den Zweiecks- 
koordinaten x^, x^ = a^, «25 \j ^2? ^u h'-i ^i> ^2 ist^'^): 

{ac){hd) '{a^c^ — a^c^){\d^ — h^d^) 



(20) 



8^{ABCD)^ 



(bc) (ad) "" (\ c, — 6j Cj) (04 d^ — a^ d,) 
Das Doppel Verhältnis von zwei Punkten Ä, B zu den Eckpunkten 
E^, E2 des Koordinatenzweiecks folgt (§ 7, (10)) aus (20) mit Ci = 0, 
Cg = 1; rfj = 1, ^2 = 0: 

(21) S^(E,E,ÄB)^^-^^. 
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38 § 7, 12-13. § 8, 1. 

Zwei zu E^y E^ harmonische Punkte haben entgegengesetzte Koordinaten- 
verhältnisse x^j X2 und x^^ — x^ (§ 6, 11). 

12. Gleichung eines Punktes in Zweieokskoordinaten. Wie 
in § 1, 11 und § 7, 3 kann ein Punkt durch eine homogene lineare 
Gleichung von der Form: 

(22) a^x^ + a^x^ = 

gegeben werden. Seine Zweieckskoordinaten sind dann: 

(23) x^ix^- «2 • ^1 ? . 

woraus zugleich hervorgeht, daß die Gleichung (22) ohne Ände- 
rung ihrer Bedeutung mit einem konstanten Faktor multipliziert 
werden kann. 

13. Doppelverhältnis von Funkten, die durch ihre Gleichungen 
gegeben sind. Sind zwei Punkte G^, G^ durch ihre Gleichungen: 

(24) Xi = «11 a?! + a^^x^ = 0, Xg = a^^x^ + a^^x^^ 
gegeben und zwei Funke P und Gq durch ihre Koordinaten x^, x^ und 
x^, x^^y so erhält man das Doppelverhältnis der vier Punkte aus (20), 
indem man a^, «g; J^, ög iiach (23) durch — a^g, «j^; — agg, a^^ und 
^u ^2? ^17^2 durch a?!, a?2; x^^x^^ ersetzt, also: 

/oR\ Ca a Va\=. («n x^ + g^jX^) (an a?i' + aj^x ^") _ X,^ X^ 

worin: 

§ 8. Die Transformation der Zweieckskoordinaten. 

1« Veränderung des Einheitspunktes bei festen Eckpunkten 
des EoordinatenzvT^eiecks. Nach § 7, (11) oder (17) ändern sich bei 
Veränderimg des Einheitspunktes Eq im System der Zweieckskoordi- 
naten x^, X2 diese selbst nur je um einen konstanten Faktor. Will 
, man also bei ..gleichbleibenden Eck- 

1 ^-04 u ~^ '^ k ^>^ punkten E^, E^ des Koordinatenzwei- 

ecks an Stelle der alten Koordinaten 
Fig. 54. 

x^y X2 neue Koordinaten y^, y^ einführen, 

deren Einheitspunkt E^ im alten System die Koordinaten x^, x^^ hat, 
so müssen zwischen den Koordinaten x^jX^ und y^^y^ desselben 
Punktes P jedenfalls Beziehungen von der Form: 

Qx^^m^y^, QX^^m^y^ 
bestehen. Die Faktoren m^, m^ bestimmen sich aber aus der Be- 
merkung, das für y^, yg = 1? 1 (§ 7, (12)) x-^jX^^ x^, x^^ werden soll. 
Es folgt also (Fig. 54): 



Digitized by 



Google 



§ 8, 2-3. 39 

Um von den alten Zweieckskoordinaten x^^yX^ zu neuen Zweiecks^ 
koordinoiten yi,y^ überzugehen, die hei gleichen Eckpunkten E^,E^des 
Koordinatenzweiecks einen anderen Einheitspunkt E^ :x^^x^=^ x^^x^ 
haben, dienen die Formeln: 

(1) p^j=-Vyo Q^t^^iVt- 

Ist insbesondere der neue Einheitspunkt E^ der vierte harmo- 
nische zu den Eckpu/nkten E^,E^ und dem alten Einheitspunkte E^ 
(Eq : x^j iCg = 1, 1; Eq : x^, aj^ = 1, — 1 nach § 7, (21)), so hat man 
statt (1): 
(2) Q^i^-Vu 9^2 Vi- 

2. Vertausohung der Eckpunkte des EoordinatenzweieokB. Eine 
Vertauschung der beiden Eckpunkte JE/j, E^ des Koordinatenzweiecks 
bei festem Einheitspunkte Eq, die sich f E P 
in den Formeln: -^ "^ — ^ " — 



<3) ,.,=y„ p.,-y, y-y'-^' ^_i "' «* 

Flg. 65. 

ausspricht^ hat zur Folge^ daß für 

einen beliebigen Punkt P und für die Eckpunkte E^, E^ an Stelle 

von § 7, (11) und (10) die Formeln treten (§ 3, (19)): 

(4)y,:y,^(E,E,E,F)^§^§^^§^', £,:y„y,»l,0; E,:y,,y,^0,l 

(Fig. 55). Wir erwähnen dies, weil wir im folgenden meist von 
solchen Zweieckskoordinaten Gebrauch machen werden, die gegen- 
über § 7, (10) durch die eben angegebenen Formeln (4) charak- 
terisiert sind. 

3. Transformation des einen Einheitselementes bei perspek- 
tiver Lage von Funktreihe und Strahlbüsohel. Wir erwähnen es 
auch zum Zwecke einer Modifikation der Formel § 7, (18). Ver- 
tauscht man nämlich E^ und E2, und zugleich 
Eq mit dem vierten harmonischen Punkte zu 
E^^E^^Eqj so hat man nach (3) und (2) 
x^y X2 durch X2, —x^ zu ersetzen, indem man 
die neuen Koordinaten wie die alten mit dem 
Buchstaben x bezeichnet. Im Strahlbüschel 
sollen dagegen «(j, Wg ungeändei-t bleiben. 
Dann folgt aber aus § 7, 10: 

WäJdt man bei perspektiver Lage von 
Funktreihe und Strahlbüschel die Bestandteile 
der beiderseitigen Koordinatensysteme derart, 
daß J?i , J?3 auf den Strahlen e^ , e^ liegen (Fig. 56) Fig. 56. 
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40 § 8, 4-6. 

und Eq der vierte harmonüche zu E^, E^ und dem Schnittpunkte von 
e^ mit g ist, so besteht zwischen Zweiecks- und Zweiseitskoordinaten 
entsprechender Elemente die Beziehung^): 

(5) u^Xi + u^x^ = 0. 

4. Zpinfühnuig eines beliebigen neuen Systems von Zweieoks- 
kooFdinaten. Wir gehen von einem System von Zweieckskoordi- 
naten x^f x^ aus^ die sich auf die 
^1 ^ o ^2 ^ ^ ^ f Ecken E^, E^ und den Einheitspankt 
p. 5^ Eq beziehen, so daß nach der Auf- 

fassung (4): 

(6) a:,:.., = (£,E,i;,P)-|^.||. 

Die Ecken J^, J^ und der Einheitspunkt Jq des neuen Systems 
(Fig. 57) seien durch ihre Koordinaten Xi^^\ x^^^^-, a;/^>, x^^^^] x^^ x^ 
gegeben. Wie in (6) ist für die neuen Zweieckskoordinaten y^^y^' 

(7) yi'y2-{JiJ2JoP) 

und daher nach § 7, (20): 

oder mit einem Proportionalitätsfaktor ö: 

Sind x^^^\ iCg^^^; x^^^\ x^^^^] x^^ x^^ die Koordinaten der neuen Ecken 
JiyJ^ tind des neuen Einheitspunktes Jq in iezug auf das alte System 
Ey^y E^] Eq, so besteht zwischen den neuen Zweieckskoordinaten y^^y^ 
und den alten x^, x^ die Beziehung: 

jfl(a^(%i« - x,(^x,')y, = xj-')x^ - x^^x, 
^ ^ U {x,Wx,^ - x,(')x,0) y, = a;,(i)a;, - x.^x, 

oder nach a;,,«, aufgelöst mit einem Proportionalitätsfaktor q (Anm. 2,1,2): 
f pa;i = x^m (a;,(«)a;j« _ 05/«)^) y^ -, x,(^ (x,^')x,^ - x,Wx,o) y. 



*^^^^ l pa^ -=• x,W (a:,Wa;i« - a;,(«) <) y, - x,(') (x,^')x,' - x,('^x,^) y, .") 
Die Determinante der Koeffizienten von y^ und — y^ in (10): 
(ip/^)a;,(2) - x,^)x^(')) (x^^'^x^^ - ic/^) V) (^^2^'^ V - ^i^'^^2') 
ist von Null verschieden, da keine zwei der drei Punkte J^J^, J(^ 
zusammenfallen. 

Die Formeln (9) und (10) enthalten von allen Koordinaten- 
paaren x^,X2', ^1,^25 a;/^), a?2^^); äj^^^ rc^^*^; ^^^2^ je nur das Ver- 
hältnis, 

5. Die Transformation der Zweieokskoordinaten als lineare 
Substitution. Die Gleichungen (10) haben die Form: 
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§ 8, 5. 41 

mit nicht verschwindender Determinante: 

(12) C=h^ ''' 

I ^21 ^22 

Die Verhältnisse der Koeffizienten der „linearen Substitution"^^) (11) 
sind nach (10) in bestimmter Weise von den Koordinaten der ge- 
gebenen Punkte <^i, e7a,jQ abhängig. 

Umgekehrt bestimmen die Gleichungen (11), als Transformations- 
formeln gedacht, bei beliebig gegebenen Verhältnissen der Koeffi- 
zienten Cji, Ci2, ^21, Cgg die Koordinaten der Punkte J^yJ^yJ^- Denn 
diese haben nach § 8, (4) und § 7, (12) im neuen System die Koor- 
dinaten: 

2/i; 2/2 == 1? 0; 0,1; 1,1. 

Für ihi*e Koordinaten x^^'^\ iPg^^); x^^^\ iCg^^^; x-^, x^ im alten System 
folgt daher aus (11) selbst: 

(13) iriW:iP2(i) = Cii:C2i; x^^^^:x^^^) = c^^:(^^', ^i<>:V = ^11+^12:^21+^22- 
Entsprechendes gilt für die Auflösungen der Gleichungen (11): 

\0y^^ C^^x^ + C\^x^ 



(14) 

1^2/2 ^^ ^12^1 + ^22*^2? 

in denen die Koeffizienten die ünterdeterminanten von C sind (Anm. 

2, II, 2). Wir heben zusammenfassend hervor: 

Für den Übergang von einem alten Zweieckskoordinatensystem x^,x<^ 

zu einem neuen y^y^ gelten die Transformationsformeln (11) und (14) 

und sind: 

(lo) x^ :.5?2 = Cjj : C21J x^ i X2 = c^2 • ^22 

die alten Koordinaten der neuen Ecken und: 

(16) Vi-y^-C^i-Ou', Vi-y^-Gn-Cn 

die neuen Koordinaten der alten Ecken. 

Die Einheitspunkte lassen wir in diesem Satze, beiseite, da sie 
nach § 8, 1 auch für sich allein betrachtet werden können. 

In gleichem Sinne brauchen wir auch die Formeln (10), indem 
wir y^ und y^ je um einen Faktor ändern, in der kürzeren Form: 

.j^x j(>^l==^l^%i+^l^'V2 

U^2 = ^2^'^yi+«^2^'^y2, 

wo wieder x^^^\ x^^^^ und Xi^^\ x^^^'^ die alten Koordinaten der neuen 
Eckpunkte sind. 
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§ 8, 6-8. 



6. Darstellniig der Transformatioii durch eine bilineare Glei- 
chung. Da die Gleichungen (11) und (14) nur die Aufgabe haben^ 
die Verhältnisse der x^yX2 und der ^1,^2 eindeutig durcheinander dar- 
zustelleu; kann man sie mit Elimination yon q aus (11) auch durch 
die eine Gleichung darstellen: • 

(18) c^^x^y^ + c^^x^y^ - c^^x^y^ - c^^x^y^ = 0. 

Diese bilineare Gleichung ist also ebenfalls der Ausdruck der Trans- 
formation der Zweieckskoordinatm. 

7. Beziehung zwischen Zweiecks- und Zweiseitskoordinaten 
bei perspektiver Lage von Funktreihe und StrahlbüscheL Führt 

man in § 7, (18) auf der Geraden g mittels der 
Transformation § 8, (11) statt x^y x^ neue Ko- 
ordinaten yi,y2 ein und bezeichnet die letz- 
teren nachträglich wieder mit x^^ x^, so er- 
gibt sich: 

Wählt man bei perspektiver Lage von Funkt- 
reihe und Strahlbüsehd (Fig. 58) die Bestandteile 
der beiderseitigen Koordinatensysteme E^^E^y Eq 
und e^fC^, e^ ganz unabhängig voneinander, so 
bestehen zwischen den Koordinaten x^, x^ des 
laufenden Punktes P der Punktreihe und den 
Koordinaten w^, u^ des durch ihn hindurch- 
gellenden Strahles p die Beziehungen^: 

oder auch: \qu, = c,,x, + c,,x, 

(20) ^21^1^1 + ^22^1^2 — ^11^2^1 — ^12^*2^2 = 0. 

8. Invariante der Transformation der Zweieckskoordinaten. 
Sind P^ und P^ zwei beliebige Punkte der Geraden und x^^^\ ajg^^^; 
Xj^^\ x^^^^ ihre Koordinaten im alten und y^^^), y^^^^- y^^^\ y^^^^ ihre Ko- 
ordinaten im neuen Koordinatensystem von § 8, 6, so ist nach (11): 




Fig. 58. 






(^nVi^^^+'h^yt^^^ C2iyi^'^+C22y8^*^ 



^11 ^12 
I ^21 ^22 






Vi^'W' 



(Anm. 1,V, 1) also nach (12): 

Die Determinante aus den Zweieckskoordinaten zweier beliebigen 
Punkte ist eine Invariante der Koordinatentransformation,^^) 

Ihr Verschwinden bedeutet den Zusammenfall der beiden Punkte. 
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§ 9. Die aieichungeK der Punktrellie und des StraUbüscliels. 

1. Die Gleichung in gemeinen Koordinaten mit multipliziertem 
Teilungsverhältnis als Parameter. Wenn: 



(1) 



Xj = A^x + JBj 



(10 



U, = Ä, + B, tg (p 



gesetzt wird (A^B^ — A^B^^^^O), so gibt die Gleichung: 



(2) 



fi- 



X^ 



(2') ^-| 

nach § 6, (10), (12') (mit B, Ä für 
ttj b) das multiplizierte Teilungs- 
verhältnis (i jedes Strahles des 
Strahlbüschels, bezogen auf die 
Anfangsstrahlen üi = und U^^^O 
und den Multiplikator 

(§ 6, (14% (15')). 
Umgekehrt kann man bei gegebenem (i aus (2), bezüglich (2') x und 
tg (f berechnen und daher mit Hinblick auf § 1, 11 und § 2, 12 sagen: 



nach § 6, (10), (12) (mit Ä, B für 
a, b) das multiplizierte Teilungs- 
verhältnis (i jedes Punktes x der 
Geraden, bezogen auf die Anfangs- 
punkte Xj = und Xg = und 
den Multiplikator A^i A^. 



Sind: 

X^ = ÄiX + B^^O 

X,==Ä,x + B,^0 

die Gleichungen zweier verschiedenen 

Punkte einer Punktreihe im ge- 



(3) 



Sind: 

U,^Ä, + B,tgip=-0 

die Gleichungen zweier verschiedenen 
Strahlen eines Strahlbüschels im ge- 



(3-) 



IL'O 



PcfVi-o 



-g-^ 



Xgc 



Fig. 59 a. 

meinen Koordinatensystem (Fig. 59 a), 

so ist: 

(4) X,-^X, = 




(5) 






Fig. 59 b. 

meinen Koordinatensystem (Fig. 59 b), 

so ist: 

(4-) U,-iiU, = 



«.M,'+J?,» U2=-8ign^ 
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§ 9, 2—3. 



die Gleichung des Punktes, der die 
Strecke jener beiden im Verhältnis 
A teilt. 

Da die Gleichung bei wechseln- 
dem fi alle Punkte der Reihe dar- 
stellt, nennt man sie die Gleichung 
der Punktreihe mit dem Parameter 
A, beziehungsweise ft. Die Punkte (3) 
heißen die Grundpunkte der Reihe^). 



die Gleichung des Strahles ^ der den 
Winkel jener beiden im Sinusver- 
hältnis X teilt Dabei gilt die den 
Anfangsstrdhl o enthaltende Winkel- 
fläche als äußere^^), in der X positiv 
ist (§ 4, 1. 2). 

Man nennt (4') die Gleichung 
des Strahlbüschels, die Strahlen (3') 
die Grundsirahlen des Büschels. 



2. Die Gleichung in gemeinen Koordinaten mit Doppelverhältnis 
als Parameter. In gleicher Weise wie in § 9, 1 ergeben sich die 
beiden folgenden Sätze aus § 6, 8: 



Sind wieder (3) die Gleichungen 
der Grundpunkte G^, G,^ einer PunJct- 
reihe im gemeinen Koordinatensystem 







A_^ ^ 



X^'o ^ 



X,^o 



Fig. 60 a. 



(Fig. 60 a) und Xq die Koordinate 
des den Grundpunkten beigegebenen 
EinJieitspunktes Gq, so ist: 

^1 „ ^2 



(6) 



X," ^X^^ 



= 



die Gleichung der Punktreihe, und 
bedeutet der Parameter fi das Dop- 
pelverhältnis des laufenden Punktes P 
der Beihe zu den Crrundpunkten und 
dem Einheitspunkte: 
(7) ii = iG,G,PG,). 



Sind wieder (3') die Gleichungen 
der Grundsirahlen g^^, g^ eines Strahl- 
büschels im gemeinen Koordinaten- 






v:^ 




Fig. 60 b. 



System (Fig. ^Ob) und tg gj^ die 
Koordinate des den Grundstrahlen 
beigegebenen Eir^eitsstraMes g^ , so ist: 



(60 



CT/ ^u^^ 







die Gleichung des Strahlbüschds, und 
bedeutet der Parameter fi das Dop- 
pelverhältnis des laufenden Strahles p 
des Büschels zu den Grundstrahlen 
und dem Einheitsstrahl: 

(70 f^=-(9i9iP9o)' 



Die Angabe der innem Winkelfläche ist bei (70 nicht mehr er- 
forderlich (§ 4, 6). 

3. Die Gleichung der Punktreihe in homogenen gemeinen 
Koordinaten. Bei Anwendung homogener gemeiner Koordinaten x, t 
und x^, t^ für x und x^ wird die Gleichung (6): 
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^^^ Ä,x, + B,t, f'A.x. + B.t, ''' 

Diese Gleichung kann nun auch auf den Fäll angewendet werden, wo 

mit ^2 = ^ ^^^ ^^^ Grundpunkt X^ = A^x + B^t=-0 unendlich fern 

ist (§ 7, (6)). Sie wird dann: 

r9) A^x + B^t „ < _o 

während gleichzeitig nach (7) der Parameter: 

(10) ti = (G,P.PG,) = §^^ 

die Bedeutung des einfachen Teilungs Verhältnisses erhält (§ 3, 11).. 

4. Die Gleichung der Funktreihe in Zweieckskoordinaten mit 
Doppelverhältnis als Parameter. Indem wir uns nach der Bemer- 
kung § 7, 10 auf die Punktreihe beschränken, führen wir auf dieser 
ein System von Zweieckskoordinaten x^, x^ mit den Eckpunkten J?i, E^ 
und dem Einheitspunkte E^ ein, so daß wie in § 7, (11): 

(11) x,:x,^{E,E,PE,). 

Es seien nun zwei feste Punkte - fi -fi ^ z ^ S_S_£ 

Gl, (?2 der Reihe (Fig. 61) durch ^.^^^ 

ihre Gleichungen: 

(12) Xj = a^^X^ + «12^2 = 0^ Xg == «21^1 + «22^2 == 

und ein dritter fester Punkt Öq durch seine Koordinaten x^^, x^^ 
gegeben. 

Nach § 7, (25) ist das Doppelverhältnis des laufenden Punktes 
F = x^,x^ zu den drei festen Punkten: 

(13) ,. = (G,ö,PC?o) = |-I-f • 

Umgekehrt bestimmt diese Gleichung bei gegebenem ^ den Punkt 
Xy^jX^'^ sie ist seine Gleichimg. 

Sind also (12) die Gleichungen der Grundpunicte G^ G^ einer 
Punl'treihe in Zweieckskoordinaten x^, x^ und x^^, x^ die Koordinaten 
des den Grundpunkten beigegebenen Einheitspunktes Gq, so ist: 

(14) l^-Z^IV-O 

die Gleichung der Punktreihe, und bedeutet der Parameter [i das Doppel- 
Verhältnis des laufenden Punktes P der Edhe zu den festen Punkten: 

(15) i,^{G,G,VG,). 

Die Gleichung (14) enthält von den Konstanten der Glei- 
chungen (12) nur die Verhältnisse a^^:a^^, ci^i*^^^^ ^^ ^^^^ ^*^^* 
die Verhältnisse x-^ : x^ und x^\x^. 
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Nimmt man die Konstante X^^ : X,® in den Parameter (i auf und 
schreibt die Grleichung (14) in der kürzeren Form: 

(16) X,-,tX, = 0, 

SO ist (i schlechthin das multiplizierte Teilungsverhältnis, nach dem 
P die Strecke G^G^ teilt (§ 6, 4). 

5. Zusammenfall der Grandpunkte der Beihe mit den Ecken 
des Eoordinatenzweieoks. Fallen die Grundpunkte G-^, G^ derPunkt- 

reihe mit den Ecken El (iCi-=0, §7,(10)) 

— ^ *^^~~^ G ^^^ -^2 (^2 = 0) des Koordinatenzwei- 

pj gg ecks zusammen, ist also in (12) a^^ = 

imd «21 = (Fig. 62), so wird die 
Gleichung der Punktreihe an Stelle von (14): 

Fällt auch der Einheitspunkt Gq der Punktreihe mit dem Einheits- 
punkte Eq des Koordinatensystems zusammen, wird die Gleichung 
der Punktreihe: 

(18) x^-(ix, = 0, (i^(E^E,PE^) 

übereinstimmend mit der Gleichung § 7, (8). 

6. Veränderung der Grundpunkte der Punktreihe bei festem 
Koordinatensystem. In die Gleichung (16) der Punktreihe sollen an 

Stelle der Grundpunkte 6?^, G^ zwei 

E, E^ E ^ G ^ S_S— ^ neue Grundpunkte S^^S^ eingeführt 

j, g3 werden, die durch ihre Parameter 

^i; f^2 gegeben sind (Fig. 63). Setzt 
man dann mit zwei beliebigen konstanten Faktoren m^ und m^\ 

(19) r, = m,(X,-^X,), F, = m,(X,-^,X,), 
so sind (§ 7, 12): 

(20) r, - 0, r, = . 

die Qleichangen der Grundpunkte H^,R^. Aus (19) folgt aber 
durch Auflösung nach Xj, X^: 

(^;-/i,)Xi=,ti|i--,*,|, (ft,-^3)x, = i-|-. 

Damit wird die Gleichung. (16): 
oder mit der Abkürzung: 



(f»-M2)^ -(.«-/*!) 5- 
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w, fti 



(21) V = 

(22) r,-i;r, = o. 

Damit sind also die neuen Grundpunkte (20) in die Gleichung- 
der Punktreihe eingeführt*^). Der neue Parameter v bedeutet wieder 
das multipliziei-te Teilungs Verhältnis, nach dem der laufende Punkt P 
der Reihe die Strecke H-^^H^ teilt. Er ist von dem alten Parameter 
abhängig durch die Formel (21), die bis auf die Bezeichnung des. 
Faktors m^ : m^ wieder die Formel § 6, (29) ist. 
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II Abschnitt. 
Die Ebene. 



Fig. CA. 



I. Kapitel. 

Das gemeine Koordinatensystem. 

§ 10. Die gemeinen Koordinaten eines Pnnktes in der Ebene. 

1. Das rechtwinklige Koordinatensystem. Als Koordinaten- 
i^y System in einer Ebene dienen zwei sich senk- 
recht schneidende gerichtete (§ 1, 3) gerade 
Linien (Fig. 64). Ihr Schnittpunkt 
heißt der Koordinatenanfangspunkt Die 
beiden Geraden selbst heißen Koordinaten- 
achsen und werden als x- Achse und y-Achse 
unterschieden. Der Punkt teilt jede 
Koordinatenachse in eine positive und eine 
negative Haihachse. Die Koordinatenachsen 
teilen die Ebene in vier Quadranten. 

2. Projektionen und Koordinaten eines Punktes. Zieht man 
■durch einen beliebigen Punkt P der Ebene (Fig. G5) Senkrechte zur 

X- und y- Achse (Parallelen zur y- und 
Ä?- Achse), so schneiden diese die Achsen 
in bestimmten Punkten P^ und P^, 
welche die orthogonalen Frojektionen 
des Punktes P auf die Koordinaten- 
achsen heißen. 

Die Entfernungen der Projek- 
tionen vom Koordinatenanfangspunkte 
(§ 1, 4): 

<i) x==op^, y-op^ 

nennen wir die Koordinaten des Punktes P in bezug auf das Koordi- 
natensystem Oxy, X die Abszisse oder a^-Koordinate, y die Ordinate 
oder ?/- Koordinate. 




Fig. 65. 
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Nach § 1, 6 ist x zugleich die Koordinate des Punktes P^ auf 
der rr- Achse und y die des Punktes P^ auf der y-Achse.^) 

Im Gegensatz zu anderen Koordinaten werden Xy y Cartesische 
oder gemeine (rechtwinklige) Koordinaten oder (rechtwinklige) Parallel' 
koardinaten genannt.*®) 

3. Eindeutigkeit der Koordinatenbestinimung. Bei gegebenem 
Koordinatensysteme gehören nach § 10, 2 zu jedem Punkte P der 
Ebene zwei eindeutig bestimmte Koordinaten x und y. 

Zu irgend zwei als Koordinaten gegebenen Zahlen x und y gehört 
umgekehrt ein eindeutig bestimmter Punkt P der Ebene. *^) 

Denn nach § 1, 6 bestimmen x und y die Punkte P^ und P^ 
eindeutig. Der Schnittpunkt der durch P^ zur y-Achse und durch 
Py zur ic- Achse gelegten Parallelen ist aber P. 

4. Die Koordinaten als Abstände von den Koordinatenachsen. 
Indem wir parallelen Geraden der Ebene im allgemeinen auch gleichen 



i 
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Fig. 66. 



y 
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Fig. 67. 



-^X 



Durchlaufungssinn beilegen, können wir die Koordinaten des Punktes P 
auch durch die Strecken: 

(2) x = P^P, y^P.P 

darstellen (Fig. 66). Sie erscheinen dann als die senkrechten (parallel der 
X- und y- Achse gemessenen) Abstände des Punktes P von der y- und 
;r-Achse, positiv oder negativ gerechnet, je nachdem die Richtung von 
den Fußpunkten P^ und P^ nach P hin mit der positiven Richtung 
der parallelen Achse übereinstimmt oder nicht.^'^) Wir können end- 
lich auch: 

(3) x=OP,, y==P,P 

nehmen. Die beiden Koordinaten bilden dann einen gebrochenen 
Linienzug, der von nach P hinführt (Fig. 67). 

5. Besondere Werte der Koordinaten. Der Koordinaten anfangs- 
punkt hat die Koordinaten x = 0, y == 0. Für alle Punkte der 
^-Achse ist y = 0, für alle der iZ-Achse x = 0. 



Staude, analyt. Geometrie. 
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§ 10, 6. § 11, 1—2. 



|y 



-arb 



-^a; 



'arb 



Vier Punkte von gleichen abso- 
luten Koordinatenwei-ten a, 6 bilden 
(Fig. 68) die Ecken eines RechteckSy 
dessen Seiten den Achsen parallel 
sind und dessen Mittelpunkt ist 

(vgl. § 1, 7). 

Alle Punkte von gleicher ar-Ko- 
Ordinate x ^ a liegen auf einer Par- 
Fi«- 68- allelen zur y-Achse, alle Punkte von 

gleicher y- Koordinate y = 6 auf einer Parallelen zur rc- Achse. 

6, Das schiefwinklige Koordinatensystem. Wenn die Koordi< 
natenachsen nicht rechtwinklige sondern schiefwinklig zueinander sind, 

so zieht man durch den Punkt P 
Parallelen zu diesen Achsen (Fig. 69) 
und erhält so die schiefwinkligen Pro- 
jektionen P^ und Py des Punktes P. 
Die Entfernungen: 

(4) x= 0P= P^P, y= OP=P,P 
sind dann die schiefwinkligen Koordi-- 
naten des Punktes P. 
Auch für diese gelten die Angaben § 10, 3 — 6 mit der unwesent- 
lichen Abänderung, daß in § 10, 4 statt der Bezeichnung ,,senkrechte 
Abstände" nur die Bezeichnung „parallel der x- und y-Achse ge- 
messene Abstände*' gilt und daß in § 10, 6 statt „Rechteck" gesagt 
wird „Parallelogramm". 

§ 11. Die Richtungswinkel und Richtungskosinus einer Geraden. 

1. Positiver Drehungssinn in der Ebene. Zur Bestimmung der 
relativen Größe der Winkel (§ 2, 4) in der Ebene setzen wir den 
der Bewegung des Uhrzeigers entgegengesetzten Drehungssinn allgemein*®) 
als positiven Drehungssinn fest.^) 

2. Der Richtungswinkel einer gerichteten Geraden gegen die 
^-Achse. Eine gerichtete (vgl. § 1, 3) unbegrenzte oder begrenzte 

Gerade g hat danach gegen eine feste 
gerichtete Gerade, etwa die a:- Achse des 
Koordinatensystems (Fig. 70), einen bis 
auf Vielfache von 2;r bestimmten Rieh-- 




Fig. 69. 




Fig. 70. 



(1) 

(vgl. § 2, 7). 



ip = xg 
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Alle mit g parallelen und gleichgerichteten Geraden (oder Strecken) 
haben denselben Richtungswinkel (Fig. 70). 

3. Positiv oder negativ orientiertes Achsensystem. Je nachdem 
bei einem Achsensystem Oxy die positive Halbachse y auf der Iniken 
oder rechten Seite der a;- Achse (mit Bezug auf deren positiven Durch- 



3JC 
2 



a 




'y 




^+ 




(h) 



ia) 



(aß 



Fig. 71. 



Fig. 72. 



laufungssinn) liegt (Fig. 71, (a) und (6)), nennen wir das Achsen- 
system positiv oder negativ orientiert. 

Je nachdem daher das Achsensystem positiv oder negativ orientiert 
ist, hat man für den Richtungswinkel: 

(2) G} = xy 

der y- Achse gegen die ic- Achse beziehungsweise: 

(3) (0 < :;r; sin 03 > oder cö > :r; sin o < 
und in der Formel ^^): 

sin xy == sVl 



cos^ xy 



(4) 

beziehungsweise f = + 1 oder s = — 1. 

Das rechtwinklige System (Fig. 72, (a) und (b)) ist . positiv oder 

negativ orientierte^), je nachdem co = — oder to = -y" Wir benutzen 

in der Regel das positiv orientierte System. 

4. Die Richtungswinkel einer gerichteten Geraden gegen beide 
Koordinatenachsen. Bei gegebenem Koordinatensystem Oxy zieht 
man statt des einen Richtungswinkels q) 
in (1) der Symmetrie wegen auch die beiden 
Richtungswinkel : 



(5) 



(p = xgj t = y9 



in Betracht (Fig. 73). Zwischen diesen be- 
steht nach § 2, (9) die Beziehung: 
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xg + gy + y^^o 

oder nach (2) und (5): 

(6) ^ = 9 — cd; 

beim positiv (Fig. 74) oder negativ 
orientierten rechtwinkligen System be- 
^"^ züglich: 

(7) ^«9--^- oder ^ = 9 + |-. 

5. Die Biohtungskosiniis. Die Kosinus der beiden Winkel q> und ^ 

(8) a = cos q>y 6 = cos ^ 

heißen die Bichiungskosinus^) der gerichteten Geraden g. Zur Bildung 
dieser können statt g) und ^ nach § 2^ 4 auch die absoluten konvexen 
oder konkaven Winkel 

(9) ^ = xg, t = yg 

benutzt werden. 

Entgegengesetzt gerichtete Gerade haben entgegengesetzte Richtungs- 
kosinus 

(10) a, b und — a, — 6. 

6. Biohtimgskosinus im rechtwinkligen System. Beim positiv 
orientierten rechtwinkligen System (Fig. 75) stellen sich die Richtungs- 



^g<a'}>) 




^g(A'B) 



Fig. 76. 




Fi« 76. 



kosinus durch den einen Richtungswinkel gj nach (7) in der Weise dar: 

(11) a = cos qp, h ^ sin qp 

(ft = _ sin 9 bei negativ orientiertem System), und besteht daher 
zwischen ihnen die Relation: 

(12) a^^V'^l, 

7. Die Verhältnisse der Bichtungskosinuisi. Kennt man daher 
zwei Größen A^ B, die sich wie die Richtungskosinus a, h verhalten: 
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(13) a:h=^A:B, 

so sind diese mit Benutzung der Relation (12) bis auf ein gemein- 
sames Vorzeichen bestimmt: 

(14) a==— ^, 6 = -- ^ 



Die Verhältnisse der Bichtungskosinus bestimmen also (Fig. 76) 
nach (10) die ungerichtete Gerade (6 : a = tg qp nach (11)); sie sind 
Iwmogene Koordinaten der ohne Pfeilspitze genommenen Richtung 

(wie x,y in § 7, (2)). 

§ 12. Die Koordinaten einer Strecke. 

1. Folarkoordinaten einer Strecke. Eine Strecke PP' (Fig. 77) 
mit dem Anfangspunkte P und dem Endpunkte P' (vgl. § 1, 1) hat eine 
bestimmte absolute Länge (vgl. § 1, 2): 

(1) 5 = PP' 

und eine bestimmte Bichtung (vgl. § 11, 2). 
Während aber die Strecke in einer Ge- 
raden (vgl. § 1, 4) nur zwei Rich- 
tungen haben kann, bleiben einer Strecke 
in der Ebene unendlich viele ((x>^) Rich- 
tungen offen. Zur Bestimmung der 
Richtung dient daher nicht mehr wie ^. ^^ 

dort das zweifache Vorzeichen (vgl. 

jedoch § 12, 8), sondern der BichtungswinJcel q) oder die Bichtungs- 
kosinus ayh der Strecke: 

(2) 9 ^ xs, a = cos xs, h = cos ys. 

Hierbei wird der Einfachheit wegen s in doppelter Bedeutung ge- 
braucht, insofern es in der Regel, wie in (1) die absolute Länge der 
Strecke, in dem Fall aber, wo es unter dem Kosinus als Schenkel 
eines Winkels vorkommt, die gerichtete Strecke PP' oder eine Gerade 
von gleicher Richtung (vgl. § 11, 2) bedeutet. 

Wir nennen die absolute Größe s und die Bichtungskosinus a, b 
die Polarkoordinaten der Strecke!"^) 

2, Gemeine Koordinaten der Strecke. Die Projektion P^PJ 
einer Strecke PP' (Fig. 78) auf die a;-Achse wird von den Projek- 
tionen P^ und PJ der Endpunkte P und P' (§10, 2) begrenzt. Sie 
ist wieder eine Strecke, und zwar eine solche, die nur zwei Richtungen 
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§ 12, 3—4. 




Fig. 78. 




haben kanD^ da sie in der festen 2; -Achse liegt; sie wird daher positiv 
oder negativ gerechnet im Sinne von § 1, 4. 

Die Projektionen der Strecke FY auf 
die beiden Koordinatenachsen: 

(3) ^--KK, Y-p^p; 

heißen die gemeinen rechtwinkligen oder recht- 
winkligen Paralldkoordinaten der Strecke. 
Durch die Koordinaten Xy y und x\ y 
->jf der beiden Endpunkte P und P' dargestellt, 
haben sie Dach § 10, 2 und § 1, (5) die 
Werte: 
(4) X^x'^x, Y^y^y, 

3. Beziehung Ewischen gemeinen und Folarkoordinaten. Ist 
allgemein Ä'B' die orthogonale Projektion einer Strecke AB auf die 

gerichtete Gerade x (Fig. 79), so ist: 

(5) Ä'B' = AB'Cosxs=^ÄB'CO&xs, 

wo s unter dem Kosinus wie in § 12, 1 
die Strecke AB ihrer Richtung nach 
■^^ bedeutet und die Größe des Winkels 
nach § 11, 6 relativ oder absolut ge- 
nommen werden kann. 
Infolge dieses Satzes bestehen zmschen gemeinen und Polar- 
koordinaten einer Strecke die Beziehungen: 

P^PJ = PP' . cos xs, PyPy « PF . cos ys 
oder: 

(6) X = as, r=6s. 

Mit Einführung der Koordinaten der Endpunkte P und P' werden 
diese Gleichungen: 

(7) X — x=- aSj y — y = hs. 

Hieraus aber ergibt sich durch Auflösung nach a^h^s mit Hinblick 
auf § 11, (12) die Darstellung der Polarkoordinaten der Strecke durch 
die Koordinaten der Endpunkte: 

(8) s=VW^WTW^', « = -?", 1 = ^---"- 

4. Beziehung Ewisohen einer Strecke und ihren Koordinaten. 

Die Strecke PP' bestimmt ihre Polarkoordinaten und gemeinen 
Koordinaten vollkommen eindeutig, aber nicht umgekehrt. Denn 
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^"0? 



Fig. 80. 



parallele gleichgerichtete und gleichlange 
Strecken P^P^ und PP' (Fig. 80) haben 
dieselben Polarkoordinaten und dieselben 
gemeinen Koordinaten. 

Durch die Koordinaten Xy y ihres An- 
fangspunktes P und ihre eigenen Koordi- 
naten Syüyb oder X, Y ist dagegen die 
Strecke vollkommen bestimmt^ da alsdann 
die Formeln (7) oder (4) auch die Koordi- 
naten x'y y des Endpunktes liefern. 

5. Polarkoordinaten des Punktes. Die vom Koordinatenanfangs- 
punkte nach dem Punkte P hinlaufende Strecke OP (Fig. 81) 
heißt der Leitstrahl (Radius vector) des Punktes P, 

Die absolute Länge und der Rich- 
tungswinkel (oder die Richtungskosinus) 
des Leitstrahles (die Polarkoordinaten 
der Strecke OP): 

r = OPy tp = xr, a = cos xr, 
b «= cos yr 
heißen diePolarkoordinatendes Punktes P. 
Dabei ist r ebenso wie s in § 12, 1 in 
doppelter Bedeutung gebraucht. 

Alle Punkte von gleichem r liegen auf einem mit dem Radius r 
um beschriebenen Kreise; alle von gleichem (p auf einem von 
unter dem Richtungswinkel q> ausgehenden Halbstrahl. Für den 
Punkt ist r = und q) unbestimmt, aber auch unnötig.^^) 

6. Beziehung zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten. 

Zwischen den Koordinaten x^ y und den Polarkoordinaten r, a, h des 
Punktes P bestehen nach (7) die Beziehungen: 

(10) X = ar, y = hr 

oder umgekehrt: 

(11) 



(9) 




Fig. 81. 



r=.Vx^+y\ a^^:, 6 = 



Für einen Punkt mit den Polarkoordinaten r= l,a, 6 ist nach (10): 

(12) x = a, y ==h. 

Zwischen Xy y und r, q) gelten bei positiv orientiertem Koordinaten- 
system nach § 11, (11) die Gleichungen: 

(13) x = rcosq)y y = r sin g? 
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§ 12, 7-8, 



und umgekehrt: 

(14) r = Vx^ +y\ cos qp =- ^ , sin 9) =- ^ . . 

7, Geschlossenes Streckendreieck. Schließt sich von drei Strecken 
mit den Koordinaten X^Y^j X^T^ und X^Y^ die zweite an die erste 
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Fig. 82. 



Fig. 88. 



und die dritte an die zweite an, so ist mit der (Fig. 82) angegehenen 
Bezeichnung der Endpunkte nach (4): 

Aj = ^3 X^y A2 = X-^ X^y A3 ^ X^ X^, 

und daher: 

Xi + Xg + X3 = x^ — x^, 

Y,+ Y,+ Y,^y^-y,, 
Daraus folgt (Fig. 83): 

Immer dann und nur dann, wenn drei Strecken ein (auch dem 
Sinne der Seiten naxih) geschlossenes Dreieck bilden^ si'>id die Summen 
ihrer gleichnamigen Koordinaten Null^^): 
(15) X, + X3 + X3 = 0, Y,+ Y,+ Y, = 0, 

Das analoge Resultat gilt für jedes geschlossene Polygon von Strecken. 
8. Strecken auf einer und derselben Geraden. Kommen auf 
einer und derselben gerichteten Geraden g 
mit den ßichtungskosinus a, h mehrere 
Strecken 1?1?% QQ' (Fig. 84) in Betracht, 
so haben sie nach § 12, 1 und § 11, (10) 
die Polarkoordinaten s,a,b oder s, — a, 
— 6, wenn 5 ihre absolute Länge ist. Es 
ist aber in solchem Falle oft zweckmäßiger, 
Sj a, h und — s, a,b als ihre Polarkoor- 
dinaten zu nehmen, also allen Strecken 
Fig. 84. dieselben Richtungskosinus zu geben und 
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ihre Länge nicht absolut^ sondern relativ in bezng aaf die Richtung 
a, b zu nehmen (vgl. § 1, 4). » 

Die Formeln (7) und (6) behalten bei dieser veränderten Auf- 
fassung der Polarkoordinaten einer Strecke ihre Gültigkeit, da sie nur 
von den Produkten as uiid bs abhängen. 

9, Teilung einer Strecke. Seien (Fig. 85) P^-^x^^ y^ und 
P^ = x^, y^ zwei Punkte und P = a:, y derjenige Punkt, der die 
Strecke PiP^ im Verhältnis k teilt (vgl. 
§ 3, 1), so daß 

(16) ^'^ 



yk 



p,p 



= k. 



Sind dann a, b die Richtungskosinus der 
Strecke P^P^, so haben die Strecken P^P 

und P^P im Sinne von § 12, 8 die Polar- 

koordinaten PiP, a, b, und P2P, öt, 6, so 
daß nach (7): 

x — x^ = P^P . a, y — yi = P^P • ?>, 
x — Xi^^P^P^y' y — y^ = P^P'b. 

Hieraus folgt aber durch Division mit Rücksicht auf (16): 




Fig. 85. 



(17) 



X- 
X- 






Vi 



y — Vt 



= k 



und durch Auflösen nach x und y: 

Die Koordifiaten x, y des Punktes, der die Strecke der Punkte 
x^, y^ und x^y y, im Verhältnis k teilt, sind (vgl. § 3, 2): 

2/1 — ^y« 



■X ' 



y = 



(1«) - 1-. > - i-x 

Der Mittelpunkt der Strecke hat die Koordinaten: 

(19) 0: = "''^''' ..^vi+y^. 



y 



2 



§ 13. Der Winkel zweier Geraden. 

1. Der Winkel zweier gerichteten Geraden. Zwei gerichtete 
Gerade p^ und p^ (Fig. 86) sollen in einem positiv orientierten Ko- 
ordinatensystem die Richtungswinkel fp^ und 92? bezüglich die Rich- 
tungskosinus «1, \ und «2, feg haben, so daß nach §11,(11): 

jai = cosg?i, 6i=-sing?i, 

\a^ = cos^jj» 



\ = sin < 
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Nach § 2, (9) ist nun, da die Winkel sich bei paralleler Verschiebung 
der Geraden x, p^, p^ Jiach einem gemeinsamen Scheitelpunkte nicht 
ändern (vgl. § 11, 2), stets p^p^ = xp^ — xp^ und damit: 

(2) G) = p^p^^(p^-q>^. 

Da hiernach: 

(2) cosa} = cosg?2COS9?i+sin92siJi9i? sinc} = sing?2COS9i— -sin^^cos^gj 

so folgt nach (1): 

Für den Winkel cj = p^p^ zweier durch ihre Ilichtungskosinus 
«1, \ und a^, \ gegebenen Geraden ist: 

(3) COSGJ = COSS = a^Äg + ^1^2; 

(4) sin o = a^ 62 — ^10^2 • 
Die Formel (3) gilt nach § 2, 4 sowohl 
für die relative als auch für die absolute 
Größe des Winkels. In der Tat ändert 
sich die rechte Seite von (3) bei Ver- 
tauschung der beiden Schenkel p^ und 
p^ nicht, während die rechte Seite von 

Fig. 86. (4) das Vorzeichen wechselt. 

Der Winkel 5 ist nach (3) spitz 
oder stumpf, je nachdem a^a^ + 6163 > oder < 0. 

2. Senkrechte und parallele Gerade. Zwei gerichtete Gerade 
mit den Richtungskosinus a^, h^ und a^, b^ sind nach (3) senkrecht zu- 
einander ^03 = y oder -^ V wenn 

(5) aia2 + ^&2==0; 

dagegen nach (4) und mit Rücksicht auf §11, 2; 7 parallel zuein- 
ander (g3 = oder ^)j wenn: 

(6) a^\\ = a^:\', 

und zwar ist a^ = aa^, b^ = eb^^ wo £ = + 1 oder — 1, je nachdem 
die Geraden gleichsinnig oder ungleichsinnig parallel sind. 

3. Richtungskosinus eines Koordinatensystems gegen ein 
anderes. Sind a^, fej und %, b^ die Richtungskosinus der Ä^chsen eines 
schiefwinkligen Koordinatensystems Sl^rj in bezug auf das recht- 
winklige Oxy (Fig. 87), so ist nach (4) die Determinante D der vier 
Richtungskosinus: 

K 




(7) D = 



= sine? = sin|?y; 

Oa I 
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und daher nach §11,3 D>0 oder <0, je nachdem das System 
0^1^ positiv (wie Oxy) oder negativ orientiert ist. 

Ist das System flgiy rechtwinklig (Fig. 88), also » = y (oder -^\ , 



yA 




-^x 



J/' 
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^t(aA) 
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Fig. 87. 



Fig. 88. 



(8) 



so lassen sich alle vier Richtungskosinus durch (p = x^ ausdrücken. -Es 

ist Dämlich nach (1); (2) mit g?i = g>, 9>2 =^ y + 9 \Y ~^ ^) ' 
cos 9, b^ = sinqp, 
— sing?, ?^y = cosqp, (a^ = sin(p, b2 =— cosg)). - 

Hiernach aber gelten für die vier Richtungskosinus nicht nur die 
Formeln: 

(9) ai2 + V = l; < + V = l, a,a, + \b,^0 
(§ 11, (12) und § 13, (5)), sondern auch: 

(10) V + a,2 = l, V+V=l, a,h, + a,b,=^0. 

Ferner ist die Determinante der vier Richtungskosinus des einen recht- 
winkligen Systems gegen das andere: 

a^ 6i 



(11) 



D = 



»2 \ 



= + 1 oder — 1 , 



je nachdem O^ri positiv (wie Oxy) oder negativ orientiert ist. 

4. Die linksläufige und reohtsläufige Normals einer Strecke. 
Sind Sy a, b die Polarkoordinaten einer durch ihre Endpunkte F^Xj y 
und P' = x\ y gegebenen Strecke RR\ so ist nach § 12, (8): 



X — X 



6- 



s 



Sind nun a\ V die Richtungskosinus der linksläufigen (nach links laufen- 
den) Normale n der Strecke, bezüglich der durch die Strecke bestimmten 

gerichteten Geraden p (Fig. 89), so ist nach (5) und (4) mit g)=^-^: 
aa+bV^O, a&'-6a' = l. 
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Daher sind die Bichtungskosinm der linksläufigen Normale der Strecke FP': 
(12) a'=-l=-y--p'-, V = a = ^^. 

Die entgegengesetzten Richtungskosinus kommen der rechtsläufigen 
Normale zu. 

5. Die Teilung des Winkels zweier gerichteten Geraden. Sind 
(Fig. 90) u, V die Richtungskosinus derjenigen ungerichteten Geraden p, 



y\ 



\n(cCh) 

\ 
\ P' ^•"" 

\ 



^r 



-^a? 




Fig. 89. 



Fig. 90. 



die den Winkel der beiden gerichteten Geraden p^ und p^ mit den 

Richtungskosinus a^, h^ und a^, \ im Sinusverhältnis A teilt (vgl. §4, 2), 

so ist nach (4): 

sin j?i p a^v — h^u 



und daher: 

und nach § 11, 7: 



}u = a^ — Xa.^, Qv = \ — kh^, 



wo: 



+ « + 62^)'^^ = l-2AcoS(ü + k\ 

Die Bichtungskosinus der ungerichteten Geraden, die den Winkel 
der ieiden gerichteten Geraden p^ = «1, h^ und Pi = a^y h^ im Sinus- 
Verhältnis X teilt sind: 



(13) 



u = 



«1 ^«2 



&1 ^&2 



, () = ]/l— 2Acosw + A^ 



wo (D = p^p^ ist 

6. Die Richtungskosinus der Halbierungslinien eines Winkels. 

Insbesondere folgt aus (13) mit A=— 1 und >l=+ 1 für die Richtungs- 
kosinus der inneren und äußeren Halbierungslinie \ und \ (Fig. 91) des 
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Winkels ß>=29j)j (vgl. §4, 5), da 1 +cosa)=2co8^ ^ , 1— cosaj=28in* " , 

ist: 

«1 + «« , 



(14) 



fei + feg . O *» 

J^, ()=±2cOSy 



«1 — a, &, — &• f. . 0) 



§ 14. Die Transformation der Koordinaten. 

1« Übergang von einem Koordinatensystem zu einem parallelen. 
Es sei (Fig. 92) Oxy das ursprüogliche Koordinatensystem und Cfxy 
ein neues Koordinatensystem, dessen Achsen x\ y bezüglich mit den 

\ 



V' 











^"—-^-"-4 



y, 



^> 



0'=x,.y, 



o: 






Fig. 91. 



Fig. 92. 



Achsen x, y parallel und gleich gerichtet sind, und dessen Anfangs- 
punkt 0' in bezug auf Oxy die Koordinaten x^, y^ hat. Alsdann ist 
zunächst: 

WO 0^ und Oy die Projektionen von 0' auf die Achsen x und y sind; 
ferner wird für die Koordinaten eines beliebigen Punktes P in bezug 
auf die beiden Systeme: 

X ^OF,, y = OP^; x' = aP^, y' = 0' P^, 

WO die Projektionen P^, P^, und P^, P^, des Punktes P auf je zwei 
gleichnamige parallele Achsen durch dieselbe projizierende Gerade 
ausgeschnitten werden. Es gelten dann nach § 1, (3) die Beziehungen: 

op, ^oo:+ ojp, =-ooj+ o'P,., op^ = oo; + o'P^ 

und folgt: 

Zwischen den Koordinaten Xy y und x\ y eines und desselben 
Punktes P in hezv>g auf zwei pa/rallele Systeme, ein altes Oxy und ein 
neues 0' xy , bestehen die Gleichungen: 
(1) X = Xq + X, y = y^ + y\ 
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^o ^0» Jfo ^^ Koordinaten des neuen Anfangspunktes im alten 
System sind (vgl. § 1, (7)).'^*) 

Dieser Satz gilt mit gleicher Ableitung auch für zwei parallele 
schiefwinklige Systeme (vgl. § 10, 6). 

2. Übergang von einem rechtwinkligen eu einem konzentrischen 
schiefwinkligen System. Es sei (Fig. 93) Oxy das ursprüngliche 

rechWinklige Koordinatensystem. Die 

^ ~' ' p^ > von ausgehenden Achsen eines schief- 

"■"/ ' winkligen Systems O^ri sollen durch 

/ ihre Richtungskosinus «j, \ und «g, 6^ 

gegeben sein. 

^i(aj.l,) Alsdann sind zunächst (Fig. 93) 

die schiefwinkligen Koordinaten |, ri 

eines Punktes P nach § 10, (4): 

Zugleich haben die Strecken OP^ und OP^ = P^P in bezug auf das 
alte System Oxy im Sinne von § 12, 8 die Polarkoordinaten: 

g, tti, 6i; 1?, a^, 63, 
also nach § 12, (6) die gemeinen Koordinaten: 

Da andererseits die Strecke PO nach §12,(4) die gemeinen Ko- 
ordinaten: 

hat, und die drei Strecken OP^, ^i^? ^^ ®i° geschlossenes Drei- 
eck bilden, so ist nach § 12, 7: 

Xi + X2 + X3 = o, r^ + r^ + rg^o, 

also : 

Zum Übergang von einem rechtwinkligen System Oxy zu einem 
schiefwinkligen System O^rj (Fig. 93), dessen Achsen in hezug auf jeties 
die Richtungskosinus a^, \ und a^, 62 haben, dienen die Formeln^^): 

{x = a^^ + a^rj 



(2) 

^^ , [y-b,^ + b,rj. 

Die Determinante der vier Richtungskosinus ist nach § 13, 3: 

a^ fe. I 
(3) D= ^ ^^ =sind'==sm^Yj 

I ^2 h \ 
und ist positiv oder negativ, je nachdem O^rj positiv (wie Oxy) oder 
negativ orientiert ist. 
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Durch Auflösung (Anm. 2, 1, (2)) der Gleichungen (2) ergibt sich 
die Darstellung der neuen Koordinaten |, rj durch die alten Xj y^ 
nämlich^ wenn A^^ B^^ A^, B^ die ünterdeterminanten von D bedeuten 
(Anm. 1,1,(2)): 

{Dl==A^x + B^y ^^^^ jsin^.| = 6ga;-aoy 
{Dri^A^X + B^y \^\n%' ^ ri^—l^x + a^y. 

3. Übergang von einem rechtwinkligen eu einem konzentrischen, 
rechtwinkligen System.^^) Ist das neue System 0|iy ebenso wie das 
alte Oxy rechtwinklig (Fig. 94), so ist ^^ 

nach § 13, 3 die Determinante der vier ^^^iV 
Rieh tungskosinus : 
(5) D = +l oder -1,^0 

je nachdem das neue System mit dem po- 
sitiv orientierten alten gleich oder ungleich 

orientiert ('9' == y oder %' = ~\ ist. 

Die auch jetzt gültigen Gleichungen (2): 
x^ a^l + a^ri 

y-=^hi^ + hv 

geben aber, mit a^, h^ oder mit «g, h^ multipliziert und addiert, in- 
folge von § 13, (9) neben (4) die Auflösung: 

I =^a^x+\y 

rj = a^x + h^y. 
Der Vergleich mit (4) gibt, wenn D = 1 ist: 




Fig. 94. 



(6) 



(7) 



(8) 



A = \ 



(9) 
(10) 



-42 = — &i = 0^2, JB2 = ^1 = ^2 

in Übereinstimmung mit § 13, (8). 

Sind beide Systeme positiv orientiert, kann man in (6) und (7) 
nach § 13 (8) auch q) = x^ einführen (Fig. 94) und erhält: 

X = ^ cos q) — rj sin (f 

y = I sin g? + ly cos 9, 

i = xcosq) + ysinq) 

Yj =— xsinq) + ycosq). 

4. Übergang von einem rechtwinkligen System zu einem be- 
liebigen neuen schiefwinkligen System. Sei in bezug auf das ur- 
sprüngliche rechtwinkh'ge System Oxy ein schiefwinkliges System 
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Sl^Tj durch die Koordinaten Xq, y^ seines Anfangspunktes Sl und die 
Bichtungskosinus a^, \ und a^, b^ seiner Achsen gegeben. Man lasse 



^A 




H'i6 



dann von Ä (Fig. 95) ein drittes mit 
Oxy paralleles System Slx'y ausgehen 
und bezeichne mit x, y; |, iy; x, y die 
Koordinaten eines Punktes P mit Bezug 
auf die drei Systeme. Dann ist nach (1): 

x^x^^rx, y^y^ + y 
und, da die Richtungskosinus der Achsen 
S; V g®g®^ Slxy dieselben sind, wie 
gegen 0.ry, nach (2): 
X = ail + «2^; y ^ \l + \n' 
Zwischen Xj y und |, iy bestehen daher die Formeln: 

|ic = a;o + aJ + a2iy 



Fig. 95. 



(11) 



(12) 



(13) 



(14) 



yo + fc.il + ftji? 
und umgekehrt;, wie in § 14, 2: 

\D%^A^{x-x^^B^{xi-y^ 
\Drj = A^{x-Xq) + B^(y-yQ). 

Mit X = 0j y == erhält man aus (12) für die Koordinaten lo, tjq des 
alten Anfangspunktes im neuen System Sl^rj: 

Damit aber kann man die Formeln (12) in die Form bringen: 
\Di = D^, + Ä,x + B,y 
[Drj = Dr]Q + Ä^x + B^y. 
5. Übergang von einem reelitwinkligen System zu einem be- 
liebigen neuen reelitwinkligen System. Für -ö* = y werden die 
Formeln (11) und (12) mit Rücksicht auf (5) und (8)^«): 

Ix^Xo + a^i + a^ti 

\y = yo + hi + hv> 



(15) 
(16) 









und mit den neuen Koordinaten des alten Anfangspunktes (Fig. 96): 

[rjQ^ — a^XQ — i 



(H) 



hVo 
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(18) 



die Formeln (16) einfacher und mit (15) gleichförmig: 

li^^ + a^x + b^y 

U = '»?0 + «2^ + ^22/- 

in der Tat sind a^, a^ und %, Jg die Richtungskosinus der alten 
Achsen x, y im neuen System Sli^ri, 

6. Übergang von einem schiefwinkligen zu einem konzentrischen 
schiefwinkligen System. Sind auf ein rechtwinkliges System Oxy 



y(\h> 



.t](a,^J 




0=1::% 



^x(a^Ai) 




^(a,J),) 



Fig. 96. Fig. 97. 

bezogen, %, h^ und a^, \ die Richtungskosinus der Achsen eines schief- 
winkligen Systems Oi,j\ und a^', &/ und Og', h^ die der Achsen eines 
neuen schiefwinkligen Systems 0^r( (Fig. 97), so ist nach (4) und (2) 
singi? -^ = b^x — a^y ix = a/|' + a/V 
sinril^ ' ri = h^x — a^y \y = W^' + Wv 
und nach Elimination von x und y: 

sin |i? • g = (a/62 — J/ag) I' + (ci^'h — h'^2) V 
sin >?g • iy = (a/61 — ft/ai) I' + (a/61 — 62' aj 1?'. 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf § 13, (4): 

Zwischen den Koordinaten |, rj und |', rj' eines Punktes in hezug 

auf zwei konzentrische schiefwinklige Systeme O^tj und Oi'rf (Fig. 97) 

bestehen die Gleichingen: 

fsingiy . g = sin|\ • S' + sini^'i? • ^ 
[sin 1^1 • ri = sinl'l • g' + sini^'l • t^\ 

Mit liy = -9- und l'-w' = — wird: 

sin^'ri==sin(^'ri'—riri') = C09ri7j\ siniy'?^ = — sin(|''»?'+i?|') = — cost^I' 
sin|'|=sin(|'i?'— IV)==cosg7^', siniy'l = — sin(|'7^' + g|') = — cosH', 
womit aus (19) wieder die Formeln (4) folgen, nur daß |', 7^' für 
X, y steht. 



Stande, analyt. Geometrie. 
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§ 15. Der FUclieidBlialt des Dreiecks. 

1« Absoluter nnd relatiTer näeheninlialt. Drei Pankte J^ B^ C 
der Ebene ^ die nicht in gerader Linie li^en, bestimmen ein Dreieck 
(Fjg, i)fia)f das mit ABC oder ACB oder einer andern Permntation 

der drei Buchstaben bezeichnet werden 

/\ kann. Indem wir jedoch die drei Punkte 

/ \. nicht unterschiedslos als Eckpunkte 

/ '\ des Dreiecks ansehen^ sondern die für 

~^ '-^ das Symbol ABC gewäJdte Beihen- 

^, ,, folge der Eckpunkte betonen, legen wir 

ZA. /\ dem Dreiedc einen bestimmten Drehungs- 

X^ X/^ \ **^^ ^^*' ^®° ^^^ (^ifr 9^^) *^ ^®°^ 

"^-^ _\^ / \ Umfang oder durch einen Pfeilbogeii 

^^y ^^.y im Innern des Dreiecks andeuten. 

Fig. ö8. Das Symbol A CB würde dann 

das Dreieck derselben drei Punkte 
(Fig. 98 c), nur mit verändertem Drehungssinne bedeuten (vgl. § 1, 1). 
Der absolute Flächeninhalt ABC des Dreiecks ist von dem Drehungs- 
sinne unabhängig: 

(1) ABC = ÄCB 
(vgl. « 1, (D). 

Der relative Flächeninhalt^) ABC soll seinem absoluten Werte 
nach gleich ABC, seinem Vorzeichen nach aber positiv oder negativ 
Hein, je fiachdem der Drehungssinn des Dreiecks ABC mit dem po- 
sitiven oder negativen Drehungssinne der Ebene (vgl. §11,1) überein- 
stimmt ^ je nachdem also (Fig. 986) A auf der linken oder der rechten 
Seite der Strecke BC liegt. Daher ist für dieselben drei Punkte 
A, B, C stets'): 

(2) ABC « BCA = CAB = - ACB = - BAC = - CBA 
(vgl. §1,(2)). 

2. Darstellung des relativen Flächeninhaltes eines speziellen 
Dreiecks. Seien P^ und P^ zwei beliebige 
Punkte mit den gemeinen Koordinaten 
x^, y^ und x^, y^ und den Polarkoordi- 
naten ^1, a^, b^ und /g, a^, b^ (Fig. 99). 
Dann ist nach § 12, (11): 

,.^'^^ ' '' ^*i=^&i=^ «2 = % 62 = ^* 

Fig. 9iK und daher für den Winkel oj der beiden 



yA 
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Leitstrahlen OP^ und OP^ nach § 13, (4): 

(2) r^r^ . sin© = x^y^ — 2/i^2- 

Nun ist aber andererseits der doppelte relative Flächeninhalt des 
Dreiecks OP^P^: 

(3) 2 Pj Pg = ^1^2 s^^ ^1^2 = ^1^2 si^ ^^ 

da er, ebenso wie sin oj, positiv oder negativ ist, je nachdem Pg 
auf der linken oder rechten Seite der Strecke OP^ liegt. Da- 
her folgt: 

Der doppelte relative Flächeninhalt des von und den Punkten 
P^=- x^y y^ und P^ = x^, y^ gebildeten Dreiecks ist (Anm. 1, 1, (1)); 

^1 Vi 



(4) 



2'OP^P^^x^y^ — y^x^ = , 



^2 ^2 



3. Darstellung des relativen FläoheninlialtB eines beliebigen 
Dreiecks. Seien jetzt drei beliebige Punkte P^ = x^, y^j P^ = x^^ y^, 
^8 = ^8; Vz gegeben (Fig. 100). Wir legen 



durch Pi ein zu dem ursprünglichen Ko- 
ordinatensystem Oxy paralleles Koordi- 
natensystem Pj xy. Sind dann x^^ y^ und 
x^y y^ die Koordinaten von Pg und P^ 
in bezug auf dieses, so ist nach § 14, (1): 

^'2 == ^2 ^\y y^ ^^ y^ ^1 5 
^3 "^ *^3 ^17 ys ^^ y» 2/1 • 



i/ 



^t 



&=^S'!^3 




^-^i'i^ 






Fig. 100. 



Setzen wir diese Werte in die aus (4) folgende Formel: 



ein, so wird (Anm. 1, 11, (6); IV, 4): 



x. 



Vz 



(5) 2.P,P,P3 = 



•^3 ^1 ^8 ^1 I 



^1 yi 1 1 

^3 — ^1 2/3 — 2/1 0; 



^1 «/l 1 

^2 2/2 1 
^8 2/3 1 



Der doppelte relative Flächeninhalt des von drei Punkten P^ = x^,y^y 
Pg = 0^2? ^2? -^8 = ^37 J/s gebildeten Dreiecks ist: 



(6) 



2.P,P,P3 = 



iCi 


Vi 


1 


iCa 


Vi 


1, 


% 


Vi 


1 



Bei einer Transposition der Indizes 1, 2, 3 ändert sich''), wie nach 
(2) erforderlich, das Vorzeichen des Ausdruckes (6). 



5* 
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4. Die von vier Punkten gebildeten Dreiecke. Sind ^i ==^i, «/n 
A = ^2; ^2? ^8 = %7 y»; ^4 = ^4; 2^4 viö^* Punkte der Ebene, so gibt 
die Entwicklung der identischen (Anm. 1, IV, 3) Gleichung: 



= 



Xi Vi 1 




x» ya 1 




^i Vi 1 




^i Vi 1 


«8 Vi 1 


+ 


Xt Vx 1 


+ 


^2 Vi 1 


+ 


Xi Vi 1 


^4. Vi 1 




3^4 ^4 1 




3^4 ^4 1 




«1 ^1 1 



^1 yi 1 1 

^3 y« 1 1 
^4 ^4 1 1 

nach den Elementen der letzten Kolonne (Anm. 1, III, (17)): 



= 



und damit nach (6) unabhängig vom Koordinatensystem den Satz (Fig.lOl) : 
Zwischen den relativen Flächeninhalten der vier von vier Punkten 
Pj, P2, Pg, P4 gebildeten Dreiecke besteht stets die Beziehung^): 

(7) P,P,P, + P,P,P, + P,P,P, + P,P,P, = 0, 
oder wenn man die vier Punkte mit A, B, C, D bezeichnet: 

(8) BCD + CAD + ABD + GBA = 
(vgl. §1,(3)). 

5. Der Fläoheninlialt des Dreiecks in schiefwinkligen Koordi- 
naten. Führt man in (5) mittels § 14, (2) die schiefwinkligen Ko- 





Kg. 101. 



Fig. loa. 



ordinaten |i, ijij |j, %; |j, ijj der Punkt P^, Pj, P, in bezug auf 
ein mit Oxy konzentrisches schiefwinkliges Koordinatensystem 0|ij 
(|ij = •9') ein, so ergibt sich: 

«1 (S« - li) + «2 (% - nd h (Sg - 5i) + 6» (% - ■^i) 
«1 (5s - li) + «2 (% - '?i) \ {-i - li) + h (% - ni) 



2PxP,Ps = 






S2-S1 %— »Jij 
Ss— Si %— %| 
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(Anm. 1, V, 1) oder nach § 14, (3) und mit dem bei (5) gemachten 
Übergang: 

(9) 2PiP,Ps = sin9- 



5i Vi 


1 


^2 % 


1 


Ss % 


1 



Diese Formel drückt in schiefwinkligen Koordinaten der drei Ecken 
(Fig. 102) den doppelten Flächeninhalt des Dreiecks aus.^^) 



n. Kapitel. 

Die Gleichung der geraden Linie. 

§ 16. Die Formen der Gleichung der geraden Linie. 

1. Parameterdarstellung der gerichteten geraden Idnie. Nach 
§ 12/(7) bestehen zwischen den Polarkoordinaten einer Strecke PqP, 
nämlich ihrer Länge s und ihren Richtungskosinus a, 6, und den Ko- 
ordinaten Xq, yQ und x, y ihrer Endpunkte die Gleichungen (Fig. 103): 



hs. 



(2) 



y^ 




^^,^^ 


^afi 




s^^ 


^^ä:,y 






-^^^oiUo 
















Fig. 103. 



(1) x — x^^as, y — y^ 

Läßt man daher bei festen Werten x^^ y^, 
a, 6 die im Sinne von § 12, 8 relative 
Länge s der Strecke von — oo bis + <x> 
laufen, so erhält man in: 

x=-Xq + as, y = yQ + 65, 
I (a« + 62 _ 1^ _ 00 < 5 < + 00) 

der Reihe nach alle Punkte der gerichteten 
Geraden, die durch den Punkt Xq, y^ in der Richtung a, b hindurch- 
geht. Jedem Werte von 5 entspricht ein Punkt der Geraden und um- 
gekehrt. 

Man nennt die Gleichungen (2) eine Parameterdarstellung der 
Geraden mit dem Parameter 5.^) 

2. Glelcliung der durch einen Punkt und eine Richtung be- 
stimmten Geraden. Eliminiert man aus (2) den Parameter s, so 
findet man die Gerade dargestellt durch die Proportion: 



'0 • y - Po 



(3) 

oder die Gleichung: 

(4) h{x-XQ)-a(y~y^) = 0, 



(a« + 6» = 1 oder + 1). 
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Ihr genügt der laufende Punkt der durch den festen Punkt Xq, y^ 
in der Richtung a,h hindurchgehenden Geraden; sie heißt daher die 
Gleichung der Geraden in laufenden Koordinaten x,y. 

Da in (3) und (4) nur die Verhältnisse von a, h vorkommen, 
brauchen a, h nicht direkt mehr die Richtungskosinus der Geraden 
zu sein, sondern sich nur wie diese zu verhalten. Die Gleichung 
stellt daher die ungerichtete Gerade dar (vgl. § 11, 7). 

3. Die Gleiehung der durch zwei Funkte bestimmten Geraden. 
Jede Gerade Tcann man sich durch zwei 
getrennte Funkte P^=x^, y^ und P^^x^j y^ 
bestimmt denken. Ein dritter laufender 
Punkt P = X, y der Ebene bildet mit 
jenen ein Dreieck (Fig. 104) und liegt 
immer dann und nur dann in der Geraden 
Pi, P3, wenn der Flächeninhalt des Drei- 
ecks Null ist. Nach § 15, (6) folgt 
daher: 

Der Punkt x, y liegt immer dann und 
nur dann in der Geraden der beiden Punkte ^1,^1 und x^^y^^ wenn: 

y 1 




Fig. 104. 



(5) 



X 



X, 



= 0. 



y. 1 

2/2 1 I 

Dies ist also die Gleichung der Verbindungslinie der Punkte x^, y^ 
und X2,y^ in laufenden Koordinaten x^y, 

4. Allgemeine Form der G-leiehung der Geraden. Die Glei- 
chung (5) hat die Form: 

(6) Ax + By + C = 0, 
worin: 

(7) Ä = y^-y^, B^-(x^-x^), C = x^y^-y^x^, 

Jede gegebene Gerade kann also durch eine Gleichung der Farm (6) 
dargestellt werden,^^) 

Ist jetzt umgekehrt die Gleichung (6) mit willkürlichen Koef- 
fizienten A, -B, C gegeben, so w . 1 sie jedenfalls einen Ort von 
00* Punkten Xj y darstellen, da ihr bei beliebiger Wahl der einen 
Koordinate durch einen entsprechenden Wert der andern genügt 
werden kann. Sind nun P^ = x^, y^ und P^ = x^^ y^ irgend zwei ge- 
trennte Punkte des fraglichen Ortes, so genügen ihre Koordinaten 
der Gleichung (6), so daß: 
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^^ \Ax, + By, + C = 0. 

Hieraus aber folgt mit eiuem Proportionalitätsfaktor q (Aum. 2, II, (12)): 

(9) QÄ^y^-y^, qB^^(x^-x^), qC = x^y^-y^x^. 

Die Gleichung (6) aber nimmt durch diese Darstellung ihrer Koef- 
fizienten^ von dem Paktor q abgesehen, die Porm (5) an, stellt also 
die Gerade durch die Punkte P^ und P^ dar. 

Jede gegebene Gleichung von der Form (6) stellt eine Gerade dar. 

5. Die Anzahl der Konstanten. Die allgemeine Gleichung (6) 
der Ebene enthält zwei Konstanten^ die Verhältnisse der drei Koef- 
fizienten A, B, C. In der Tat bestimmen zwei Punkte, welche doch 
die Gerade vollkommen bestimmen, in (9) nur die Verhältnisse der 
drei Koeffizienten. 

Die drei Koeffizienten der Gleichung einer gegebenen Geraden 
bleiben daher um einen gemeinsamen Faktor unbestimmt 
Umgekehrt stellen die zwei gegebenen Gleichungen: 

(.Q. [A^ + B,y + C, = 0, 

*^ ^ U,a; + J5,y + <?2 = 

dieselbe Gerade dar, wenn: 
(11) A,:B,:C,^A,:B,: C, 

oder mit einem Proportionaliiätsfaktor — X^ : Ag geschrieben: 
X,A, + k^A,^0, k,B, + k,B,==0, k^C^ + l^C, = 0, 
Indem man zur Abkürzung setzt: 

,j2>. iX,^A,x + B,y+C,, 

^ ^ \X, ^ A,x + B,y + C,, 

spricht man diesen Satz auch so aus: 

Die beiden Gleichungeti X^ = und Xg = stellen immer dann 
und nur dann dieselbe Gerade dar, tvenn mit zwei nicht verschwindenden 
Faktoren die in x, y identische Gleichung: 

(13) X,X^ + X,X, = 

besteht^^ 

6. Bedeutung der KoefftzientenverhSItnisse der allgenieinen 
Gleichung. Die Gerade (6) schneidet die Koordinatenachsen in zwei 
Punkten L und M (Fig. 105), deren Koordinaten sich mit y == 
und x = (vgl. § 10, 6) aus (6) ergeben^'): 
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Fig. 105. 



(14) x^OL 5, y=^OM^-§. 

Mit C « geht die Gerade durch und 
ihre Gleichung wird von der Form: 

(15) Ax+By^ 0. 
Mit B = wird OM unbegrenzt groß, 
die Gerade wird der y- Achse parallel 
und ihre^ Gleichung von der Form: 

(16) Ax + C^O. 

7« Die Bichtnngskosintus der durch die allgemeine Gleichung 
dargestellten Geraden. Ist Xq^ y^ ein Punkt der durch Gleichung (6) 
dargestellten Geraden, also: 

Ax^ + .Byo + C « 0, 
so kann die Gleichung (6) durch Elimination von C in die Form: 
(17) A{x-x,)^B{y-y,) = 

gebracht werden. Dies ist aber die Form (4); es müssen sich also 
nach (11). die Bichtungskosinus a, 6 der Geraden (17) wie —BiA 
verhalten. Also sind die Bichtungskosinus der durch die Gleichung: 

Ax + By + C^O 
gegebenen Geraden (vgl. § 11, 7): 

— B , A 



(17) 



a = 



Ya^+b^' 



}/A^+B^ 

8. Gleichung der Geraden in schiefwinkligen Koordinaten. 
Die Betrachtungen § 16, 8—6 gelten mit Rücksicht auf § 15, (9) 
auch für schiefwinklige Koordinaten x, y^*) (vgl. § 10, 6). 



§ 17. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden. 

1. Festsetzung über die positive Biohtung einer Geraden. 

Kommt es darauf an, eine durch ihre Gleichung: 

(1) Ax + By + C^O 

in bezug auf ein positiv orientiertes 
Koordinatensystem gegebene Gerade g 
als gerichtete Gerade gelten zu lassen*^), 
so soll als positive BicMung immer die- 
^x jenige betrachtet werden, welche den Ko- 
ordinatenanfangspunkt zur linken Hand 
läßt (Fig. 106). 




Fig. 106. 
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Das von auf die Gerade gefällte Perpendikel ON bezeichnet 
dann die Richtong der recMsläufigen Normalen n der Geraden g, 

2. BestifimmTig der Biolitungskosiniis der gerichteten Geraden 
tmd der reöhtslaüfigen Kormale. Sind P^ = i^i, y^ und Pj, = ar^, y^ 
irgend zwei in der positiven Richtung von 
g aufeinanderfolgende Punkte (Fig. 107) 
von g^ so stellen sich die Koeffizienten fn(a,b) 

A^ B^ C bis auf einen gemeinsamen q(a^ 
Faktor, den wir — «(>(p>0, £ = ± 1) 
nennen wollen, durch die Koordinaten 
von Pi und Pg nach § 10, (9) also dar: 

egC^x^y^ — y^x^, ^^^ '^'• 

Da nun nach Voraussetzung auf der linken Seite der Strecke PiP» 
liegt, ist der doppelte Flächeninhalt des Dreiecks OP^P^ (vgl. § 15, (4)): 

2. OP^P^^x,y^-y,x,>0, 
also da p > Ö sein sollte, nach der letzten Gleichung (2): — £(7>0 
oder : 

(3) ' £ sign C, 

Die absolute Länge der Strecke P^P^^s = P^P^-, ist nach § 12, (8) 
mit Rücksicht auf (2): 

(4) ' -s = y(^x,y+ (y,"^J^ = Q Vä^+B' 
und die Richtungskosinus der Strecke P1P2 ebenso: 

V _ «^— ^1 ^ j' _ Vi — Vi^ ^ 



(2){" 




Die der rechtsläufigen Normale sind nach § 13, 4: 

Vi — Vi Ä , x^ — x, B 



Unabhängig von den Punkten P^ und P^ folgt also: 

Die durch die Gleichung (1) gegebene und in hezug auf (vgl. 
§ 17, 1) gerichtete Gerade und ihre rechisläufigc Normale hohen die 
Bichtungskosinus: 
(5) a'=-^^, V 



wo das Vorzeiclien a durch (3) bestimmt ist 



(6) a^--A=. b^--J—., 
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3. Der Abstand eines Punktes von der Geraden. Der Ah- 

eines Punktes P ^ x^y von der gerichteten Geraden g sott 
positiv oder negativ gelten, je nachdem der 
Punkt auf der redkten oder linken Seite 
von g (mit ungleichseitig oder mit 
gleichseitig) liegt 

Der Flächeninhalt des Dreiecks PP^ P^ 
ist daher negativ oder positiv (§ 15, 1), 
je nachdem d positiv oder negativ ist 
(Fig. 108), also: 

2.PP1P2 sd. 

Anderseits ist aber nach § 15, (6) mit Benutzung der Gleichungen (2) : 

1 
1 
1 




Fig. 108. 



2.PPiP,= 



und daher: 



Vi 



tX/a 



Qs{Ax + By + ^C) 



Setzt man hier den Wert s von (4) ein, so folgt: 

Der Abstand d des Punktes P ^ x^y von der durch die Glei- 
chung (1) gegebenen und mit Bezug auf gerichteten Geraden g ist^^): 

(7) ^^^^ + ^y+ 0^ 

wo e wieder durch (3) bestimmt ist. 

Der Ausdruck (7) ist hiernach für alle Punkte x, y auf der 
linken Seite der Geraden (1), auf der liegt, negativ und für alle 
Punkte auf der rechten Seite positiv, während er für alle Punkte der 
Geraden selbst verschwindet. 

4. Allgemeinere Bestimmung des Vorzeichens £. Da die Defi- 
nition § 17, 1 der positiven Richtung der Geraden (1) und die Be- 
stimmung (3) des Vorzeichens s versagt, wenn die Gerade mit (7=0 
durch selbst geht, fügen wir eine andere Auffassung hinzu. 

Wir definieren die Richtungskosinus der rechtsläufigen Normale n 
durch die Formeln (6) mit willkürlich gewähltem Vorzeichen s und 
den -Abstand eines Punktes von der Geraden g durch die Formel (7) 
mit demselben Vorzeichen s. 

Schneidet nun die etwa durch gelegte Normale n (Fig. 109) 
die Gerade im Punkte N =- x\y\ so ist nach § 16, (2) für jeden 
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Punkt P ^ X, y des von N aus gerechneten positiven Schenkels 
von n: 

X'^x' + as, y==y' + hs, 0<5 = J*T<+ CX). 

Für einen solchen Punkt P ist aber der Abstand (7): 

S « ( ^^^ + ^y' + 0) + Ua + Bb)8 

oder, da x'^y auf der Geraden g liegt, und mit Rücksicht auf (6): 

also positiv. Dasselbe gilt daher för alle Punkte auf derselben Seite 
von g. 

Die Formeln (6) und (7) gehören immer derart gmammen, daß 
bei toülkürlicher, aber für beide gleicher Wahl des Vorzeichens e die 

i n(ajb} 




^x 




Fig. 109. 



Fig. 110. 



Formel (7) den Abstand eines beliebigen Punktes x, y von der Ge- 
raden (1) da/rsteUt, positiv gerechnet auf der Seite der Geraderiy nach 
der die Normale (6) läuft 

Man kann daher die Verfügung über die positive Richtung der 
Geraden auch so treffen, daß sie einen beliebig gegebenen Punkt Xq^ y^ 
zur linken Hand läßt (vgl. § 17, 1). Dann muß in (7): 
(8) £ - - sign {Ax^ + By^ + C) 

sein, damit 8 für Xq^ y^ negativ werde. Durch (6) ist dann mit dem- 
selben s die rechtsläufige Normale und durch (5) die positive Rich- 
tung der Geraden bestimmt. 

Mit iPo = 0, ^0 ^ ö kommt man auf die Festsetzung § 17, 1 und 
auf (3) zurück. 

5. Die Hesseselie Normalform der Gleichung der Geraden. 
Bezeichnet p ^ ÖN die absolute Länge des von auf die Gerade 
gefällten Perpendikels ON^ so sind p, a, 2» die Polarkoordinaten der 
Strecke ON (Fig. 110). 
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Da der Abstand d des Punktes von der Geraden g im Sinne 
von (7) und (3) negativ, also d = — p ist, und sich mit a; = 0, y = 
aus (7) ergeben muß, so wird: 

Die PölarJcoordinaten p, a, b des von auf die Gerade (1) ge- 
fällten Perpendikels sind also durch die Formeln (6) und (9) bestimmt, 
wo € den Wert (3) hat 

Führt man sie in die Gleichung (1) und den Ausdruck (7) ein, 
so wird jene (§ 16, 6): 

(10) ax + by-p^O, a^ + J^^l, p>0 
und dieser: 

(11) ä=^ax+by-p. 

Die Gleichung (10) heißt die Hessesche Normalform^'^) der Glei- 
chung der Geraden. In bezug auf diese kann man das Resultat von 
§ 17, 8; 4 so aussprechen: 

Ist eine Gerade durch ihre Gleichung (10) in der Hessesehen 
Normalform gegeben, so gibt der für einen beliebigen Punkt x, y der 
Ebene gebildete Ausdruck (11) den Abstand d dieses Punktes von der 
Geraden, positiv gerechtet auf der von abgewandten Seite der Ge- 
raden (vgl. § 17, 8) oder auf der Seite, nach der die Normale a, b 
hinläuft (vgl. § 17, 4). 

§ 18. Zwei Geraden und der Geradenbüscliel. 
1. Der Winkel zweier durch ihre Gleichungen gegebenen 



<Pj<k'\> 



Pz«h'h> 




(1) 



Geraden. Zwei Gerade p^^ und p^ 
seien durch ihre Gleichungen: 

A^x + B^y + (7i = 0, 
A^x + j?^^ + Ca « 

gegeben und wie § 17, 1 so ge- 
richtet, daß sie den Koordinaten- 
anfangspunkt links lassen (Fig. 1 1 1). 
Ihre Richtungskosinus sind nach 
§ 17, (5): 






«,yA'+-B,' 



\= -, 



.4, 



*,}/A'' + £,' 



fi sign Ol, 

fg sign Cj 
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Der Winkel (o = PiP^ entspricht daher nach § 13, (3); (4) den Glei- 
chungen: 



(4) 



COS o = 



sin (D = 



-^1 -ßj ^j ^2 



a:lf=-BA 



2. Senkrechte und parallele Gerade. Die beiden Geraden (1) 
sind nach (3) senkrecht zueinander, y. 
wenn: 

(5) A,Ä, + B,B, = 0. 

Sie sind nach (4) parallel, wenn: 

(6) A^'.B,^A^:B^. 
Die Gleichung: 

(7) Ax + By^x^Q. 

stellt daher bei veränderlichem x einen 

BäscMparaUder Geraden ^^) dar (Fig.112), ^'^' ''*• 

für deren gemeinsame Richtungskosinus a, b nach (2) ist (vgl. § 11, 7): 

(8) a:h^-B:A. 

3. Der Schnittpunkt zweier Geraden. Für die Koordinaten 
des Schnittpunktes der beiden Geraden (1) ergibt sich durch Auf- 
lösung (Anm. 2, 1, 1) der Gleichungen (1): 




^a? 



(9) 



X = 



jBi Cj — Ci jBj 



y== 



^l^ ^1 ^9 



A^B^ — B^A^' ^"^ A.B^ — B^A^ ' 

falls die beiden Geraden nicht parallel sind, also nicht die Be- 
dingung (6) besteht. 

4. Gleichung der Geraden, die den Winkel zweier Geraden 
in gegebenem Verhältnisse teilt. 
Da die Geraden p^ und p^ dem 
Punkte ihre linken Seiten zu- 
wenden, liegt stets in der äußeren 
Winkelfläche (vgl. § 4, 1). Denn 
der inneren (in Figur 113 schraf- 
fierten) Winkelfläche wendet die eine 

Gerade ihre rechte, die andere ihre . 

linke Seite zu. Diejenige ungerich- 
tete Gerade p, die den, Winkel der Fig 113. 



if' 


\ j^^f^A^ 


P,(a,,i,r^ 
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§ 18, 4. 



gerichteten Geraden pj, p^ im Sinusverhältnisse A teilt, hat nach 
§ 13, (13) Richtungskosinus w, i?, für deren Verhältnis gilt: 

II : i; = a^ — Aag : b^ — A&g. 

Nach (7) stellt die Gleichung: 

(6i — kl)i)x — (aj — Xa2)y + x == 0, 

oder wenn wir die Werte (2) benutzen und zur Abkürzung setzen: 

\X^^A^x + B^y^-C^, 



(10) 

die Gleichung: 

(11) 



x,-c. 



+ X-0 



•x,-^ _ 

alle Geraden dar, die jene Bichtangskosinus u, v haben. Unter diesen 
ist die Gerade p dadurch ausgezeichnet, daß sie durch den Schnitt- 
punkt von |>i und p^ geht. Sollen dessen Koordinaten, für die Xj = 
und Xg = 0, der Gleichung (11) genügen*®), muß 

rrJl\. .^ _ ;i, . -^—t + X = 

sein. Mit dem hierdurch bestimmten Werte von x wird aber aus (11): 
- — ^5 := - k J' ::: - = 0. 

/S'md daher: 
iX,^A,x + B,y+C^ = 0, 
^ ^ \X,^A,x + B,y+C,=^0 

die Gleichungen zweiet^ Geraden (Fig. 1 1 4), 
so ist die Gleichung derjenigen Geraden, 
die den Winkel der beiden im Sinus- 
^^^x Verhältnisse k teilt ^^): 

XriJ^-o (14) Xi - ftX, = 0, 

Fig. 114 ^^; 

(15) ^^h ^'±^ ,x^ £, = -sign(7i, 5, = -signC, 

und die den> Koordinatenanfangspunkt enthaltende Winkelfläche als 
äußere gilt, in der k positiv ist (vgl. § 4, 1; 3). 
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5, Allgemeinere. Bestimmung der äußeren Winkelfläche. Ist 

die äußere Winkelfläche zwischen den Strahlen (13) nicht durch 0^ 
sondeni durch einen beliebigen Punkt Xq, y^ gegeben, der in ihr liegen 
soll, so hat man, bei gleicher Begründung wie in § 18, 4, mit Rück- 
sicht auf § 17, (8), in (15) zu setzen: 

f «1 = — sign {A^x^ + B^y^ + C^), 



(u) I; 



(16) , ... 

l £2 = — sign {A^x^ + Bgi/o + ^2)- 

Gehen beispielsweise mit (7i=0, C^ = die beiden Strahlen (13) 
durch hindurch, und soll die den Punkt Xq = 1, % = 0, also über- 
haupt die die a;-Achse enthaltende Winkelfläche die äußere sein, so 
ist nach (16): £1 = — sign^i, £3 = ~" sign ^2- Man kommt damit 
auf den Satz § 9, (5') zurück, da die Strahlen A^x + B^y = Oy 
A^x -{- B^y ^0 mit denen § 9, (3') identisch sind, wenn die a;- Achse 
hier mit dem dortigen Anfangsstrahl zusammenfällt.^^) 

6, Anwendung der Hesseschen Normalform. Bei An- 
wendung der Hesseschen Normalform der Gleichungen (13) wird 
nach § 17, (10) der Koeffizient von X in (15) gleich 1, und lautet der 
Satz von § 18, 4: 
Sind (Fig. 115); 

\N^ = a^x + \y ~ p^^O, 
iiYg = a^x + b^y —p^ = 

die Gleichungen zweier Geraden in der Hesseschen Normal form, so ist 
die Gleichung derjenigen Geraden, die den Winkel jener beiden im 
Sinu^verhältnisse l teilt^'^: 

(18) N, - XN, = 0. 

Insbesondere lauten die Gleichungen der inneren und äußeren 
Halbierungslinie (A« — 1 und A = + l, vgl. § 4, 5) bezüglich: 

(19) 2V, + JV2 = 0, N,-N, = 0. 

?• Die Gleichung des Strahlbüsohels mit multipliziertem Teilungs* 
Verhältnisse als Parameter. Da nach § 4, 3; 4 nicht nur jedem Werte 
des Teilungsverhältnisses k eine durch den Schnittpunkt S der beiden 
Geraden (13) gehende Gerade, sondern auch jeder solchen Geraden 
ein Wert X eindeutig entspricht, so stellt die Gleichung (14) bei ver« 
änderlichem X, bezüglich ^, alle durch den Schnittpunkt S gehende 
Geraden dar. Sie ist die Gleichung des Strahlbüscliels^ welcher durch 
die in (13) gegebenen Grundstrahlen, die wir nun g^ und ^g nennen 
wollen (Fig. 116), bestimmt ist. 
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§ 18, 8. 



Der Parameter fi der Büschelgleichung bedeutet nach (15) (vgl. 
§ 6, (7')) das multiplizierte Teilungsverhältnis des laufenden Strahles p 
in bezug auf die beiden Grundstrahlen (vgl. § 9, 1). 

Durch jeden Punkt x^y y^ der Ebene, ausgenommen das Zentrum S 
des Büschels, geht ein bestimmter Strahl p^ des Büschels hindu/rch. 



yN-N^=o 




*x 



N^N^=o 




*x 



Fig. 115. 



Fig. 116. 



Man erhält den Parameter (i = [Iq dieses Strahles aus der Be- 
dingung, daß die Koordinaten x^, y^ der Gleichung (14) genügen, 
also aus: 

wo X^ und X^ die mit x ^ x^^ V = Vo gebildeten Ausdrücke (10) 
sind (vgl. § 18, (16)). Es ist daher: 



(19) 



f*o 



X/ 



8. Die Gleichung des Strahlbüschels mit Doppelverhältnis als 

Parameter. Als Einheitsstrahl g^ des 
BüscMs (vgl. § 6, 6) gilt der- 
jenige Strahl, für den das multipli- 
zierte Teilungsverhältnis p, den Wert 1 
hat. Entspricht er dem Werte X = k^ 
des Teilungsverhältnisses selbst, so 
ist nach (15): 




*-x 






* ^^^" und damit der Parameter ^ des 

laufenden Strahles p gleich dem Doppel Verhältnisse (vgl. § 6, 6): 

(20) ^ = r = i9i9iP9o)^ 

wobei nun die Pfeilspitzen der Grundstrahlen und die Angabe der 

äußern Winkelfläche überflüssig werden. 
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Gibt man den Einheitsstrahl g^ durch einen Punkt 0^0,^0, durch 
den er gehen soll (Fig. 117), so ist wie in (19), nur jetzt mit ii^^li 

(21) 1 = |1, 

wonach man die Gleichung (14) in der Form: 



^1 .. ^. 







schreiben und sagen kann: 

Sind Xj = und Xg = in (13) die Gleichungen der Grund- 
strahlen g^ und g^ eines Strahlbüschels und Xq, y^ die Koordinaten eines 
festen Punktes, durch den der Einheitsstrahl g^ bestimmt wird, so ist 
die Gleichung des laufenden StraMes p des Büschels: 

{22) |^-f»^ = 0, 

WO (i das BoppelverhäUhis: 

(23) IL = {9i92P%) 
bedeutet 

Die Gleichungen (14) und (22) sind gleich allgemein, aber 
während (14) von den Konstanten A^^B^, C^ und A2, B^, C^ abhängt 
im Gegensatz zu den Gleichungen (13), die nur die Verhältnisse 
A^iB^: C^ und A^: B^: C^ enthalten (vgl. § 16, 6), so hängt die 
Gleichung (22), wie die Gleichungen (13), nur von diesen Verhältnissen 
und überdies von x^^y^ ab (vgl. § 9, 1; 2). 

9« Doppelverhältnis von vier Strahlen des Büsohels. Da in 
der Gleichung (14) des Büschels der Parameter ft nach § 18, 7 das 
multiplizierte Teilungsverhältnis oder, was nach § 6, 4 dasselbe ist, 
die multiplizierte Verhältniskoordinate des laufenden Strahles p mit 
Bezug auf die beiden Grundstrahlen g^^g^ als Anfangsstrahlen ist, so 
folgt aus § 6, 10, T: 

Das Doppelverhältnis von vier durch ihre Gleichungen'^^): 

(24) X,-^,X,«0, X,-^2X,==0, X,-/i3X, = 0, X,-^,X, = 
gegebenen Strahlen p^^p2-,p^^P4^ des Büschels (14) ist: 

(26) ,_fep.^.„.)_(;;.=2Ä^! 

und aus § 6, 10, III': 

Das DoppdverhaUnis, das ztvei durch ihre Gleichungen: 

(26) X,-,tiX, = 0, Xi-^,X,«0 

Staude, analyt. Geometrie. 6 
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gegebene Strahlen Pi^p^ mit den beiden Grundstrahlen g^^g^ des Büschels 

bilden, ist: 

(27) S = (ß,g,p,p,) = f^- 

Für /ij} = "~ f^i sind die Strahlen (26) zu den Grundstrahlen har- 
monisch (§ 6, 11). 

Die gleichen Sätze gelten auch für die Form (22) der Gleichung 
des Büschels, 



in. Kapitel: 

Die Koordinaten der geraden Linie. 

§ 19. Die Koordinaten der geraden Linie und die Gleichung 

des Punktes. 

Die Koordinaten der geraden Linie. ''^) Die durch die all- 
gemeine Gleichung: 

(1) Ax + By+G^O 

gegebene Gerade schneidet nach § 16, 6 
auf den Koordinatenachsen die Strecken 
(Fig. 118): 

*-^ (2) OL = -l, Oilf=-J 

ab. Die negativen reziproken Werte der 

Längen dieser Strecken heißen die Koor- 

der Geraden und werden als solche mit u, v bezeichnet^ 




so daß: 

(3) ^==-0' ^/^"Ö* 

Sind umgekehrt die Koordinaten u, v gegeben, so ist nach (3): 

Ä:B:C^u:v:l 
und daher die Gleichung der Geraden (§ 16, 5): 

(4) ux + vy +1=0, 

Die Beziehung ztvischen einer Geraden und ihren Koordinaten ist 
daher wechselseitig eindeutig. 

2« Die Gleichung des Punktes in laufenden Linienkoordinaten» 
Sind AyB,C beliebige Konstanten (die nichts mit den in (1) vor* 
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kommenden Konstanten zu tun haben) und w, v die Koordinaten einer 
veränderlichen Geraden, so kann man sich die Gleichung: 



(5) 



Äu + Bv + C^O 



dadurch eAtstanden denken, daß man in die Gleichung (4) der 
Geraden u,v die Werte: 

_ Ä B 



(6) 



yf 




ii/,V 



eingesetzt hat. Die Gleichung (5) ist daher die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß der 
Punkt (6) auf der Geraden w, v liegt 
oder, was dasselbe ist, daß die veränder- 
liche Gerade w, t; (Fig. 119) durch den 
festen Punkt (6) geht. 

Eine veränderliche Gerade geht also 

dann und nur dann durch den festen — ttI ^^ 

Punkt (6), wenn ihre Koordinaten t*, v 
der Gleichung (5) genügen. 

Man nennt daher (5) die Gleichung des Punktes (6) in laufenden 
Linienkoordinaten w, v. 

3, Dualität 8 wischen den Koordinaten, beziehungsweise den 
Gleichungen von Linie und Punkt. Wir können die vorstehenden 
Erklärungen in folgender Weise gegenüberstellen: 



Pig. 119. 



Ist: 
(7) Äx + By+C=^Q 

die Gleichung einer Geraden in 
laufenden Punktkoordinaten x, y, 
so sind: 



(8) 



A 



B 



die Koordinaten der Geraden. 

Sind Uqj Vq die Koordinaten einer 
Geraden, so ist: 

(9) u,x + v,y+1^0 

die Gleichung der Geradelt in lau- 
fenden Punkfkoordinaten x, y. 



Ist: 

(7') Au + Bv + G=^0 

die Gleichung eines Punktes in 
laufenden Linienkoordinaten u, v, 
so sind: 



(8') 



Xn — 



B 



die Koordinaten des Punktes, 

Sind Xqj yQ die Koordinaten eines 
Punktes, so ist: 

(9') x,u + y^v+l-=0 

die Gleichung des Punktes in lau- 
fenden Linienkoordinaten u,v. 
6* 
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§ 19, 4—6. 




^X 



4, Bedingung der vereinigten Iiage 
Ton Punkt und Geraden. Die Gerade u^j 
v^ und der Punkt x^^ y^ liegen (Fig. 120) 
vereinigt, d. h. die Gerade geht durch den 
Punkt und der Punkt liegt auf der Ge- 
raden, immer dann nnd nur dann^ wenn: 



Fig. 120. 



(10) M^aro + %y^ +1=0. 

5, Spesielle Lagen der Gteraden und des Punktes gegen das 
Koordinatensystem. 

Die Gerade: Der Punkt: 

Ax-VBy^Q Au^ Bv = 

geht nach § 16, (15) durch den liegt (nach (8') mit C = 0) unend- 
Anfangspunkt 0. , lieh fern (vgl. § 22, (10)). 

Die Geraden: | Die Punkte: 

Ax + C^O, By + C^O Au + C=^0, Bv + C^O 

sind nach § 16, (16) der y-Achse/i liegen (nach (8')) auf der ic- Achse, 
bezüglich der ic- Achse parallel. | bezüglich y- Achse. 

6. Grerade durch zwei Punkte, Punkt auf zwei Geraden. Die 
Gleichung eines Punktes hat nach § 19, 2 immer die Form: 

(11) Au + Bv+C=0. 

Sie hängt, wie die Gleichung der Geraden § 16, 6, von 0wei Kon- 
stantenverhMtnissen A:B:C ab, die bestimmt sind durch zwei Ge- 
rade Wi, v^ und U2y i?2» welche durch den Punkt gehen. Denn da deren 
Koordinaten der Gleichung (11) genügen müssen, so ist: 

(Au^ + J5t;i + C = 0, 

\Au2 + Bv2 + C^^O. 
Eliminiert man nun aus (11) und (12) die Konstanten Verhältnisse, so 
erhält man die Gleichung des Punktes, der in den zwei Geraden liegt, 
und damit den folgenden rechts stehenden Satz, zu dem der duale, 
links stehende schon § 16, 3 abgeleitet wurde (Anm. 2, II, 3). 



(12) 



Die Gleichung der Verbindungs- 
linie der beiden Punkte x^y y^ und 
^2? 2/2 *^^ ^^ laufenden Koordi- 
naten X, y: 

X y 1 I 



(13) 



X. 



Vi 



1 ' 

1 1 



0. 



Die Gleichung des Schnitt- 
punktes der beiden Geraden u^ , v^ 
und %, Vj «51^ in laufenden Koordi- 
naten UjV: 

' u V 1 
(13') u, V, 1 =0. 

U9 Va. 1 



Digitized by VjOOQIC 



§ 19, 7—8. § 20, 1. 



85 



Es ist zugleich die Bedingung dafur^ 
daß die drei Geraden u,Vy %, t^ij 
^2, i'2 durch einen Punkt gehen. 

Ist (11) die 



I «*2i 



Es ist zugleich die Bedingung dafür, 
daß die drei Punkte x,y'^ ^uVit 
x^y y^ in einer Geraden liegen. 

7« Abstand einer Geraden von einem Funkte. 
Gleichung eines Punktes, und sind s/i^ 
Wq, t?Q die Koordinaten einer Geraden, so 
hat der Punkt die Koordinaten: 

_ A 

^"" C 

und die Gerade die Gleichung: 
%^ + Vot/+ 1=0. 
Nach § 17, (7) ist der senkrechte Ab- 
stand des Punktes von der Geraden: 



%-Q+%-Q+'^ 



AUrhBv-*-C=Q 



B 




Fig. 121. 



oder mit Unterdrückung des Index (Fig. 121): 

Der senkrechte Abstand der dii/rch ihre Koordinaten u, v gegebenen 
und gerichteten Gerade^ (§ 17, 1) von dem durch seine Gleichung: 

(14) Äu + Bv + C^O 

gegebenen Punkte ist'^^): 

(15) ^_ Au + B^ ^ 

-CYu^ + v* 
8. Die Hessesche Normalform der Gleichung des Punktes. 
Bringt man die Gleichung (5) des Punktes durch Division mit C auf 
die Form''*): 

(16) au + bv + 1 = 0, 

so erhält man die Hessesche Normalform der Gleichung des Punktes, die 
dadurch charakterisiert ist, daß das konstante Glied den Wert 1 hat. 
Der senkrechte Abstand der durch ihre Koordinaten u, v gegebenen 
Geraden von dem durch seine Gleichung (16) gegebenen Punkte ist 
nach § 19, 7 : 
(17) 



au-\-hv-^l 



§ 20. Zwei Punkte und die Gleichung der Punktreihe. 
1. Gleichung des Punktes, der die Strecke sweier Punkte in 
bestimmtem Verhältnisse teilt. Zwei Punkte P^ und Pg seien durch 
ihre Gleichungen üi = und ü^ = gegeben, wo die Abkürzungen: 
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§ 20, 1—2. 



in derselben Weise wie § 18, (10) gebraucht sind. Die Koordinaten 
der Punkte sind dann: 



^1 "~ Ol ' ^1 ~" C, ' 



Xa 



-^ 



0, ' ^8-0, 

Die Koordinaten des Punktes P, der die Strecke P^P^ im Verhält- 
nisse X teilt, sind nach § 12, (18): 



1 — X 






^ ^ 

1 — X 



^- 


1 


^^ 




^-^ 


^^^ 


"" 


^p. 









^x 



If.^" 




Fig. 122. 



Fig. 123. 



Die Gleichung dieses Punktes P ist daher nach § 19, (9'), mit 1 — A 
multipliziert: 

öder nach (1): 



^ 
C. 



^1 = 0. 



(2) 



Sind (Fig. 122): 

üi = ^,M + JBiV + Ci = 0, 

Di = ^jM + ^gv + Cg = 
(?ie Gleichungen zweier Punkte, so ist die Gleichung desjenigen Punktes, 
der die Strecke jener im Verhaltnisse X teiW*): 
(3) l\-iiU,^0, 



wo: 

(4) 



^1 1 



2, Anwendung der Hessesohen Normalform. Mit 0^ = 1, 
Cj = 1 (vgl. § 19, (16)) nimmt der Satz § 20, 1 die Form an (Fig. 123): 
SiMd (vgl. §18,6): 

fiVi = «iM + J^v + 1 = 0, 



(5) 
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die Gleichungen zweier Punkte in der Hesseschen Normalform, so ist 
die Gleichung desjenigen Punktes, der die Strecke jener im Verhält- 
nisse X teilt: 

(6) N^-XN^=^0. 

Insbesondere lanten die Gleichungen des Mittelpunktes und des un- 
endlich fernen Punktes der Strecke (A = — 1 und A = + 1 nach 
§ 3, 3; 4) bezüglich'»): 

(7) 'N, + N,^0, K,-N, = 
(vgl. § 22, (10)). 

3. Die Gleichung der Punktreihe mit multipliziertem Teilungs- 
Terhältnisse als Parameter. Die Gleichung (3) stellt (vgl, § 18, 7) 
bei veränderlichem ^, bezüglich ft, alle auf der Verbindungslinie g der 
Punkte (2) liegenden Punkte dar. Sie ist die Gleichung der Punktreihe, 
welche durch die in (2) gegebenen Grund- 
punkte, die wir nun G^ und G^ nennen 
wollen (Fig. 124), bestimmt ist. 

Der Parameter ^ der Gleichung 
der Punktreihe bedeutet (vgl. § 6, (7)) 
das multiplizierte TeilungsverlmUnis des 
laufenden Punktes P der Reihe in 
bezug auf die beiden Grundpunkte (vgl. 
§ 9, 1). 

Auf jeder Geraden u^, v^ der Ebene, 
ausgenommen die Verbindungslinie g der Grundpunkte, liegt ein be- 
stimmter Punkt Pq der Reihe. 

Sein Parameter hat (vgl. § 18, (19)) den Wert: 

(8) 




>Ä 



Fig. 124. 



N- 



El 

TV 



wo J7j® und U^^ die mit u = Uq, v=^Vq gebildeten Ausdrücke (1) sind. 
4, Die Gleichung der Puaktreihe mit Doppelverh'ältnis als 
Parameter. Ist A =?• ^q der Wert des Teilungsverhältnisses k für den- 
jenigen Punkt Gq, für den das multiplizierte Teilungsverhältnis ^ den 
Wert 1 hat, so wird wie in § 19, 8: 

(9) ^ = f = (ö,G,PGo). 

Auch folgt in derselben Weise wie dort: 

Sind [7i = und [/"a = in (2) die Gleichungen der Grund- 
punkte Gl und G<^ einer Punktreihe und Wq, Vq die Koordinaten einer 
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Fig. 125. 



§ 20, 6—6. 

festen Geraden (Fig. 125), durch die der 
Einheitspunkt Gq bestimmt wird, so ist 
die Gleichung des laufenden Punktes P 
der Beihe: 

(10) |,_^^, = 0, 

wo ^ das Doppelverhältnis: 

(11) ii = iG,G,PG,) 
bedeutet 

5. Doppelverliältnie von vier Funtcten der Beihe. Da in der 
Gleichung (3) der Parameter ^ das multiplizierte Teilungsverhältnis 
oder, was nach § 6, 4 dasselbe ist, die multiplizierte Verhältniskoordifiate 
des laufenden Punktes P in bezug auf die beiden Grundpunkte Crj, G^ 
als Anfangspunkte bedeutet, so folgt aus § 6, 10, I: 

Das DoppelverMltnis von vier durch ihre Gleichungen: 
(12) ü,-(i,U, = 0, U,--(i,U,==0, U,-(iJJ, = 0, U,-ii,U, = 
gegebenen Punkten P^,P^^P^, P^ der Beihe (3) ist: 

(13) (J = (P. P. Po PJ = ^^» ^'^ ((^ ~ /^4) . 

Das Doppelverhältnis, das zwei durch ihre Gleichungen: 

(14) Cr,-^,f7, = 0, U,-i^,V, = 

gegebene Punkte P^, Pg mit den beiden Grundpunkten G^, G^ der 
Beihe bilden, ist: 

(15) <J = ((?iG,P,P,).= ;-^. 

Für /ttg = — /ij sind die Punkte (14) zu den Grundpunkten har- 
monisch. 

Die gleichen Sätze gelten auch für die Form (10) der Gleichung 
der Punktreihe. 

6« Farameterdarstellüng der Koordinaten der Funkte einer 
Beihe und der Strahlen eines Büschels. Sind zwei Gerade durch 
ihre Koordinaten u^, v^ und u^, v^ gegeben, so sind ihre Gleichungen 
nach § 19, (9): 

u^x + v^y + 1=0, u^x + v^y + l^O 

und daher nach § 18, (14) die Gleichung der Geraden, die den Winkel 
jener beiden im Sinus Verhältnisse k teilt: . 
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(16) ^^y3i£<. 

Die Koordinaten dieser Geraden sind daher nach § 19, (8): 

1 XX ' 1 7lX 

Neben den Satz § 12, 9, den wir links wiederholen, tritt daher der 
rechts folgende duale Satz''^): 

Die Koordinaten Xj y des Punktes, 
der die Strecke der Punkte x^, y^ 
und x^, y^ im Verhältnisse A teilt, 
sind: 



(17) x^^-^, .y = ^?. 



Die Koordinaten u, v der Ge- 
raden, die den Winkel der Geraden 
u^,v^ und U2,V2 im Sinusverhalt- 
nisse k teilt, sind mit dem Werte {!&) 
von x: 



-xXVj 

-xX 



§ 21. Die Transformation der Linienkoordinaten. 
1. Übergang von einem rechtwinkligen Koordinatensystem zu 
einem andern. Die § 14, (15) und (18) angegebenen Formeln für 
die Transformation des rechtwinkligen 
Koordinatensystems lauten, wenn das 
neue System mit O'xy' statt Ä|)y be- 
zeichnet wird (Fig. 126): 



(1) 
(2) 



{X^x^-\rO>xX^r(i%yy 




(>-K'yo 



Fig. 126. 



y = yo + ciiOc + \y, 

wobei (§ 14, (17)): 

2. Darstellung der neuen Linienkoordinaten durch die alten ^^). 
Hat in bezug auf das alte System Oxy eine gerade Linie g die 
Koordinaten w, t?, so ist nach § 19, (9) ihre Gleichung: 

(4) ux + vy + 1 = 0. 

Führt man in diese Gleichung mittels der Substitution (1) die neuen 
laufenden Punktkoordinaten Xj y ein, so nimmt sie die Form an: 

(5) (aj u + \v)x + (oj w + tat?)«/' + {x^u + y^v + 1) = 0. 
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Hat man in (5) die Gleichung der Geraden im neuen System her- 
gestellt, so ergeben sich nach § 19, (7) und (8) die neuen Koordi- 
naten (Fig. 126): 

^ ^ x^u + y^v + l^ x^u + y^v+l 

3. Darstellung der alten Iiinienkoordinaten durch die neuen. 

Hat in bezug auf das neue System O'xy eine gerade Linie g die 
Koordinaten u, Vy so ist nach § 19, (9) ihre Gleichung: 

(7) tix + vy +1=0. 
Durch die Substitution (2) wird diese: 

(8) K w' + a,v')x + (b,u + l^v')y + {x^'u + y^v' + 1) « 0. 

woraus nach § 19, (7) und (8) für die alten Koordinaten der Linie 
(Fig. 126) folgt: 

oder nach (3): 

c* = 7 j — ^ 

(10) 



U = 

V = 



■ («1 ^0+ ^ yo)^' — («2^0 + ^2/o)«^' + 1 



■ («1 a^o + h 2/o)«*' — («a aJo + h^ y,)v + 1 



IV. Kapitel: 

Die homogeneii gemeinen Koordinaten. 

§ 22. Die homogenen gemeinen Koordinaten des Punktes 
und der Geraden. 
1. Begriff der homogenen gemeinen Koordinaten. Unter den 
homogenen gemeinen Koordinaten''^) des Punktes oder der Geraden 
verstehen wir (vgl. § 7, 1) drei Zahlen x\ y\ f oder w', v, s\ deren 
Verhältnisse die gemeinen Koordinaten x, y oder u, v des Punktes 
(vgl. § 10, 2) oder der Geraden (vgl. § 19, 1) sind, derart daß: 



^ _ ^ y 



U V 



(1) T=^, f-y. (10 7 = «, 7 = - 

Die homogenen Koordinaten bestimmen den Punkt oder die Gerade 
eindeutig, sind aber durch diese nur ihren Verhältnissen nach bestimmt. 
Sie seilen stets endliche Werte haben und dürfen, damit ihre Ver- 
hältnisse bestimmt bleiben, niemals alle drei gleichzeitig verschwinden. 
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Wir lassen fernerhin die in (1) und (1') zur Unterscheidung ein- 
geführten Akzente weg. Um dann von den gemeinen zu den homo- 
genen gemeinen Koordinaten überzugehen, haben wir nur x, y; u, v 

durch ^, ^] —, ~ zu ersetzen, während wir umgekehrt mit ^ = 1 , 

t t 8 8 

s = 1 von diesen zu jenen zurückkehren. 

2, Die Gleichungen der Geraden und des Punktes in homo- 
genen Koordinaten. Die allgemeine Gleichung der Geraden oder des 
Punktes (§ 16, (6), § 19, (5)) wird mit Einführung der homogenen 
Koordinaten unter nachfolgender Multiplikation mit t oder $: 

Äx + By+Ct=^0. I Äu + Bv + Cs=^ 0. 

3. Die homogenen Koordinaten als Koeffizienten der Glei- 
chungen der Geraden und des Punktes. Die homogenen Koordi- 
naten der Geraden und des Punktes sind unmittelbar auch die 
Koeffizienten der Gleichungen der Geraden und des Punktes. Denn 
die Sätze § 19, 3 lauten gegenwärtig: 



Ist: 
(2) Ax + By+Ct=^0 

die Gleichung einer Geraden in 
laufenden Punktkoordinaten x, y, t, 
so sind: 



Ist: 
(2') Au + Bv + Cs^O 

die Gleichung eines Punktes in 
laufenden Linienkoordinaten UyV^s, 
so sind: 



(3) u,^Ä, v,^B, s,^C (30 x,=^Ä, y, = B, t^^C 



die Koordinaten der Geraden, 

Sind Uq,Vq^ Sq die Koordinaten 
einer Geraden, so ist: 
(4) UqX + v^y + 5o^ === 
ihre Gleichung, 



die Koordinaten des Punktes, 

Sind Xq, y^y t^ die Koordinaten 
eines Punktes, so ist: 
(4') XqU + y^v + tQS=^0 
seine Gleichung, 



Die Angaben (3) und (3') sind dabei nur bis auf einen gemein- 
samen Faktor gemeint (vgl. § 16, (11)). 

4« Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Geraden 
in homogenen Koordinaten. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die vereinigte Lage des Punktes x, y, t und der Geraden 
Uj t7, s (§ 19, 4) lautet jetzt: 

(5) ux + vy + st =^ 0, 

5. Die unendlich ferne Gerade und der Koordinatenanfangs- 
punkt. Die homogenen Koordinaten ermöglichen eine Anpassung 
der analytischen Formeln an die Vorstellung, daß alle unendlich 
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fernen Punkte der Ebene eine Gerade, die unendlich ferne Gerade gr«, 
bilden^^). 

Diese Vorstellung gründet sich auf die Perspektive Beziehung 
der Geraden der Ebene auf ein Ebenenbündel im Räume (vgl. § 53, 5). 

Jeder der oo^ Ebenen F. die durch einen 

Punkt C des Raumes gehen, entspricht 
(Fig. 127) eine Gerade g eineir festen nicht 
durch C gehenden Ebene E, nämlich 

7 die Schnittlinie der Ebenen F und E, 
Nur einer einzigen durch C gehenden 
Ebene Fq, der zu -E parallelen, würde keine 
— solche Gerade entsprechen. Da aber g 

*^ um so weiter in die Feme rückt, je mehr 

sich F der Lage Fq nähert, so nimmt man eine unendlich ferne Ge- 
rade ^00 der Ebene E als die der Ebene Fq entsprechende Gerade an. 
Hat nun die dritte der homogenen Koordinaten x^ y, t eines 
Punktes P den Wert 0, so wird, da x, y, t nicht alle drei Null sein 

dürfen, wenigstens eine der gemeinen Koordinaten ~, -- von P un- 
endlich, und damit auch P selbst unendlich fern (vgl. § 10, 4). Ist 
umgekehrt P unendlich fern, und damit wenigstens eine seiner ge- 
meinen Koordinaten unendlich, so muß, da x,y,t immer endlich 
bleiben sollen, ^ = sein. Daher ist: 

die notwendige und hinreichende Bedingung aller unendlich fernen 
Punkte. Diese ist aber nach (2) die Gleichung einer Geraden, deren 
Koordinaten t*Q = 0, v^^^O sind. Wir sagen daher: 
Die unendlich ferne Gerade g^ hat die Gleichung: 

(6) ^ = 
und die Koordinaten: 

(7) «i = 0, i; = 0, s4=0(s-l). 

Das duale Seitenstück bildet der Koordinatenanfangspunkt, der 
die gemeinen Koordinaten 0, 0, also die homogenen Koordinaten: 

(8) x = 0, y^O, ^ + 0(^=1) 
hat und daher nach (4') die Gleichung: 

(9) s = 0. 

Die Gleichung eines unendlich fernen Punktes (t^ = 0) hat nach (4') 
die Form (vgl. § 19, 6): 

(10) Äu + Bv^OJ^) 
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6. Schnittpunkt einer Geraden mit der nnendlioh fernen 
Geraden. Eine beliebige Gerade, deren Gleichung: 

(11) Äx + By + Ct = 

ist, schneidet die unendlich ferne Gerade (6) in einem Punkte, welcher 
den beiden Gleichungen: 

(12) Ax + By = 0, t = 
oder auch: 

(13) x:y^-B:A, ^ = 

entspricht und der unendlich ferne Punkt 
der Geraden ist (§ 3, 4). Nach § 16, (17) 
folgt hieraus (Fig. 128): 

Die beiden ersten homogetien Koordi- 
naten des Schnittpunktes einer Geraden mit 
der unendlich fernen Geraden verhalten sich wie die Richtungskosinus 
der ersteren. 

Da der Punkt (13) überhaupt nur vom Verhältnis Ä : By nicht 
von C abhängt, folgt nach § 18, (6): 

Parallele Geraden schneiden die unendlich ferne Gerade in demselben 
Punkte. 

7. Verbindungslinie ziveier Funkte und Schnittpunkt zweier 
Geraden. Die Sätze § 19, 6 lauten bei Anwendung homogener 
Koordinaten: 

Die Gleichung der Verbindungslinie \ Die Gleichung des Schnittpunktes 
der Punkte x^^ «/j, t^ und x^, y^, t^ ist: ! der Geraden u^, v^, s^ und u^, ^2; ^2 ^^'•* 




-^w 



Fig. 123. 



(14) 



X y 


t 


^1 Vi 


k 


^i Vi 


t. 



U V 



= 0; 



(14') 



= 0; 



^1 "1 

1^2 l?2 ^2 

ihre Koordinaten also nach § 22, 3: seine Koordinaten also nach § 22, 3: 





Vi ti 




h a^l 




{ 


u = 




. V = 




, 




% is 




^2 *8 


' 


(15') 






^1 «/i| 






s = 


1 9 








^i Vi 


' 







^v. 



X 



(15) 



(Anm. 1, II, (6)). 



h 


h Ml 


^=.«» "^ 


; 


Mj V^ 





. (vgl. § 18, (9)). 

8. Spezialfälle dieser Sätze. Ist in (14) der eine der beiden 
Punkte unendlich fem, also etwa x^ = a, y^ = hy t^^O, wo nach 
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§ 22, 6 a, 6 sich wie die Richtungskosinus der durch diesen Punkt 
gehenden Geraden verhalten, so wird die Gleichung (14): 

o^{tiy — ty^ — hit^x — tx^ = 
oder mit x^, y^, 1 für x^, y^, t^ und t=l (vgl § 22, 1)'^): 

6(a; — iTo) — a(y-j/o) = 0. 
Dies ist die Gleichung einer Geraden, die durch den Punkt x^, y^ in 
der Richtung a, 6 hindurchgeht (vgl. § 16, (4)). 

Sind in (14') mit u^:v^ = u^: v^ die beiden Geraden %, t^i, s^ 
und tf2;^2;^2 parallel (vgl. § 18, (6)), so verschwindet der Koeffizient 
von s und die Gleichung erhält die Form (10). 

9. Das Eoordinatendreieck der homogenen Koordinaten. Denken 
wir uns das rechtwinklige Koordinatensystem Oxy durch Hinzunahme 

der unendlich fernen Geraden g^ zu einem 
^!,i'=ö jjKoordinatendreieck^^ (in Fig. 129 die punk- 

tierten Teile unbegrenzt weit zu denken) 
^^>Ä>* ergänzt, so haben die Seiten des Dreiecks 

die Gleichungen (§ 10, 5; § 22, (6)): 

[ a; = {y- Achse), y == (a;- Achse), 
^ = 0(^.) 

JnJ^z.? und daher die Koordinaten (bis auf einen 
^'^ gemeinsamen Faktor): 

^*^'''* (17) u,v,s^ 1,0,0-, 0,1,0; 0,0,1, 

und haben die bezüglich gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks die 
Koordinaten: 

(18) x,y,t^ 1,0, 0-, 0,1,0; 0,0,1 

und daher die Gleichungen (vgl. (10) und (9)): 

(unendlich ferner Punkt der ir- Achse), 

( y, V V yj y- ;, \ 5 = 0(0). 

10. Gleichungen des Strahlbüschels und der Punktreihe in. 
homogenen Koordinaten. Wenn man in der Gleichung § 18, (22)^ 
die nur von den Verhältnissen ^^ : jB^ : C^ und A^\B^: C^ abhängt, die 
Bezeichnung der letzteren in %, ^j, «i und u^,v^,s^ abändert und die 
Gleichung gleichzeitig in x, y, t und x^, y^, t^ homogen schreibt, so- 
nimmt der Satz § 18, 8 und ebenso der duale § 20, 4 die Form an: 

Sind: I Sind: 

(20) \^^ ^ u^x + v,y + sj = 0, I U^ = x,u + ij^v + t,s = 0, 

1 Xg = u^x + v^y + s^t^O ; " \U^ = x^u + y^v + t^s = 

Digitized by VjOOQIC 



&' 


X=0 
S=0 




N 


\ 
s 







r 





w 



(19) ("-"' 
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9& 



die Gleichtmgen der beiden Grund- 
straJden g^jQ^ eines StroMbüschels, 
so ist die Gleichung des laufenden 
Strahles p des Büschels: 



(21) 



X, 



-ft^A— 0; 



dabei ist a?o, ^o? ^o ^'"^ ^^^ Bestim- 
mung des Einheitsstrahles g^ ge- 
gebener Punkt, sind X^^, Xg® die 
für ihn gebildeten Ausdrücke X^, Xg 



die Gleichung^ der beiden Grund- 
punkte G^, G^ einer Punktreihe,^ 
so ist die Gleichung des laufenden 
Punktes P der Reihe: 



(21') 



CT/- 






dabei ist Uq^Vq, Sq ein zur Bestim- 
mung des Einheitspunktes Gq ge- 
gebener Strahl, sind ü^, ZJg® die 
für ihn gebildeten Ausdrücke U^, U^ 



und bedeutet (i das Doppelverhältnis: \ und bedeutet fi das Doppdverhaltnis: 
(22) f* = (5'i^gm)- . , i(22') (L = {G,G,PG,). 

Die Gleichung (21) enthält nur die Verhältnisse je der Koordi- 
naten %, v^, 5^; u^, t?3, Sg; x^, y^, t^ und x, y, t. 

Kommt es nicht auf die genaue Feststellung der Bedeutung von ii 
an, kann man die Gleichungen (21) und (21') auch in der kürzeren 
Form schreiben (vgl. § 18, (14) und § 20, (3)): 



(23) 



Xi — ftXg ^ 0. 



1(230 U,-ilU,^0, 



Hier ist dann /i im allgemeinen als das multiplizierte Teilungs- 
verhältnis, nach dem g den Winkel von g^g^, oder der Punkt P die 
Strecke P^P^ teilt, zu erklären; es bleibt aber naturgemäß um einen 
Faktor unbestimmt, da mit den Grundstrahlen g^ , g^ nur die Ver- 
hältnisse u^w^: s^ und u^iv^'- s^ gegeben sind, während die Glei- 
chung (23) nicht ausschließlich von diesen Verhältnissen abhängt. 

11. Parämeterdarstellung im Strahlbüschel und auf der Punkt-^ 
reihe. Im Anschluß an (23) und (23') kann man die Sätze von 
§ 22, 10 auch so aussprechen: 



Sind u^, v^, «1 und u^, v^, s^ die 
Koordinaten der beiden Grund- 
strahlen eines Strahlbüschels, so sind 
die Koordinaten des laufenden 
Strahles des Büschels mit einem Pro- 
portionalitätsfaktor q in der Form 
darstellbar: 



}U = u. 



(24) 



ov 



\qs = 






Sind .<i\, ^1, ^1 und x^, j/g, ^ die 
Koordinaten der beiden Grund- 
punkte einer Punktreihe, so sind 
die Koordinaten des laufenden 
Punktes der Reihe mit einem Pro- 
portionalitätsfaktor q in der Form 
darstellbar^): 

Q X X-1 ft Xa , 

(24') Qy = y^- ^t/2, 

Qt = t^—(lt^. 



Es sind die auf homogene Koordinaten bezogenen Parameter-^ 
darstellungen § 20, 6. 
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13. Büschel paralleler Geraden und unendlich ferne Funkt- 
reihe. Ein Spezialfall der Gleichung X^ — ftXg =^ des Strahl- 
büschels in (23) wird die Gleichung: 

die nach § 18, 2 oder § 22, 6 ein Büschel paralleler Geraden darstellt. 
Ein Spezialfall der Gleichung üi — fiU^^O der Punktreihe in 
(23') wird die Gleichung: 

{Ä,u + B^v) -(i(Ä^u + B,v) = 0, 
die nach (10) eine unendlich ferne Punktreihe darstellt. 

§ 23. Die Transformation der homogenen Koordinaten. 

1. Übergang von der Ebene auf die Funktreihe. Wir be- 
merken vorerst, daß in den homogenen Koordinaten x, y, t der 
Punkte und u, v, s des Strahles in der Ebene die Koordinaten in der 
Punktreihe und im Strahlbüschel wieder mit enthalten sind. 

Für einen Punkt der a?-Achse ist y = 0, während x, t die in 
§ 7, 1 eingeführten homogenen Koordinaten der Punktreihe sind (vgl. 
§10,5). 

Mit Rücksicht aber auf § 22, 6 erklären wir: 
Unter homogenen gemeinen Koordinaten x, y eines PunJctes auf der 
unendlieh fernen Geraden in hezug auf ein Koofdinatenzweiech, dessen 

Ecken von einem rechtwinkligen Achsensystem 
Oxy der Ebene ausgeschnitten werden^ verstehen 
wir zwei Zahlen, die sich verhalten y wie die 
Richtungskosinus a, ß der durch den Punkt 
gehenden Strahlen in hezug auf das System 
Oxy (Fig. 130). 

Sie stimmen überein mit den Koordi- 
Fig. 130. naten der Richtung in der Ebene § 11, 7 

und de^ Strahles im Strählbüschel § 7, (2), 
für die x :y = 1 :tg(p war. 

2. Übergang von der Ebene auf den Strahlbüschel. Für eine 
durch den Punkt gehende Gerade (Fig. 131): 

ux + vy = 

(vgl. § 16, (15)) ist von den homogenen Linienkoordinaten w, v, s nach 
§22,(2); (3) 5 = 0, während u, v sich nach §17,(6) wie die Richtungs- 
kosinus a, b der Normale der Geraden verhalten und die in § 7, (3) 
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eingeführten Koordinaten der Geraden im Büschel sind, für die 
u :v ^ — ig(p war. 

Für eine der y- Achse parallele Gerade: 

ux + st^O 

(vgl. § 16, (16)) ist von den homogenen Linienkoordinaten w, v, s 
nach §22, (2); (3) t? = 0, während wir m, s als homogene Koordi- 
naten im Parallelstrahlbüschel betrachten können.**) 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten u, s eines Strahles im 
ParaUelstrahlbüschel in iezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem Oxy, 



^y 




il,S 



^x 






Fig. 131. 



Fig. 182. 



dessen y-Achse hei hdiehiger Wahl von dem Büschel angehört, ver- 
stehen wir zwei Zählen, deren negatives reziprolces Verhältnis — s, ii 
gleich dem Abschnitt OL (Fig. 132 und § 19, 1) der Geraden auf der 
X-Achse ist 

3. Die Transformation der homogenen Koordinaten. Nach den 
Begriffsbestimmungen von § 22, 1 entnehmen wir aus § 21, (1) und (2) 
und §21,(6) und (9) für den Übergang von einem rechtwinkligen 
System Oxy ^u einem andern 0' x y mit dem Anfangspunkt 0' = Xq, 
i/q, 1 und den Achsen richtungen Oj, b^ und a^, b^ (Fig. 133) die 
Transformationsformeln : 



QX = a^x + a^y + x^f 

(1) gy ^ hx + b^y + y^r 
gt^ t, 

Qu=^ a^u' + a^v 

(2) gv^\u' + b^v 

gs =x^u +y^v + s\ 
6x = a^x + b^y + x^t 

(3) 6y = a^x + b^y + y^'t 
et' - t, 

Stande, analyt. Geometrie. 



y\ ^Qih'O 



^^-0 




0'-x^,y^,i 



0'x;,,y;,i 



Fig. 188. 
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(4) 



6u = a^u + b^v 
öv = a^u + ^2^ 

Hier bedeuten Xq, y^, 1 die Koordinaten von in bezug auf ö xy 
(vgl. § 21, (3)) und (>, ^ Proportionalitätsfaktoren. 

Die neuen Koordinaten des PunJctes und der Geraden sind daher, 
von dem Faktor 6 abgesehen^ lineare homogene Funktionen der alten, die 
gleich Null gesetzt nach § 22, (16); (19) die Gleichungen der Seiten 
und Ecken des neuen Koordinatendreiecks in bezug auf das alte geben. 

4. Farameterdarstellung einer Pnnktreilie. Mit Hinblick auf 
§ 23, 1 folgt aus (1) mit y' = (Fig. 134): 

Ist eine Gerade durch einen Punkt (/ = Xq, y^, 1 und ihre 
Bichtungskosinus a^, \ gegeben, so stellen sich die Koordinaten x, y, t 





Fig. 184. 



Fig. 185. 



ihres laufenden Punktes in bezug auf das ebene System Oxy mittels 
der Formeln: 

(5) Qx^a^x +xj, 9y=-b^x +yj, Qt=f 

durch die Koordinaten x, i des Punktes auf der Geraden dar. 

Diese bereits in § 16, 1 nicht homogen gegebene Parameter- 
darstellung einer endlichen Geraden ist also in den Transformations- 
formeln (1) enthalten. 

Für die unendlich ferne Gerade haben wir nach § 23, 1 schon 
in den beiden ersten homogenen Koordinaten x, y eines Punktes in 
bezug auf das alte System zwei unabhängige Parameter, die zugleich 
Koordinaten des Punktes auf der unendlich fernen Geraden sind. 

5. Parameterdarstellung eines Strahlbüschels. Mit 5' = er- 
hält man aus (2) eine Parameterdarstellung der durch 0' gehenden 
Strahlen. Man kann dabei zur Vereinfachung das System ö xy- 
mit Oxy parallel nehmen und findet (Fig. 135): 

Ist der Mittelpunkt 0' eines Strahlbüschels durch seine Koordi- 
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naten Xq^ y^, 1 gegebeny so lassen sich die Koordinaten u, v, s des laufen- 
den Strahles in lezug auf das ebene System Oxy mittels der Formeln: 

(6) QU = Uy QV = v\ Qs = — XqU — yQV 

durch die homogenen Koordinaten u\ v des Strahles im Strahl- 
hüschel in heeug auf das m Oxy parallele System O'xy (vgl. § 23, 2) 
darstellen, 

6. Parameterdarstellung des Parallelstrahlenbüsohels. Mit v = 
ergeben sich aus (2) die der y'-Achse parallelen Geraden, wobei man 
zur Vereinfachung 0' = nehmen kann 
(Fig. 136): 

Ist ein Parallelstrahlenbüschel durch 
die Richtungskosinus a^, h^ einer zu ihm 
senkrechten Geraden gegeben, so stellen 
sich die Koordinaten u, v, s der laufen- 
den Geraden des Büschels in bezug auf 
das ebene System Oxy mittels der Formeln: 

(7) QU^a^^Uj QV=-b^u\ QS = s 

durch die homogenen Koordinaten u, s 

der Geraden im Büschel (vgl. § 23, 2) dar.^) 



!/r(h'ly 




^'(a^,b^) 



Fig. 136. 



§ 24. Lagebezielmiigen zwisclieii zwei oder drei Geraden oder Punkten. 

1. Identität zwischen den Gleichungen von zwei Geraden oder 
Punkten. In § 16, 6 wurden die Bedingungen für den Zusammen- 
fall von zwei Geraden angegeben. Wir wiederholen sie in homogenen 
Koordinaten mit anderer Bezeichnung und mit Hinzufügung des 
dualen Satzes: 



Die beiden Geraden: 
(X^==a^x + b^y + c^t^O 
^ ^ \X^^a^x + \y + c^t^O 

fallen immer dann und nur dann 
zusammen (haben <x>^ Punkte ge- 
mein), wenn eine Identität von der 
Form besteht: 

(2) X^X, + X,X,^0, 



(10 



Die beiden Punkte: 

ü^ = a^'u + b^'v + c^'s = 
ü^ = a^'u + b^'v + c^s = 

fallen immer dann und nur dann 
zusammen (haben oo^ Gerade ge- 
mein), wenn eine Identität von der 
Form besteht: 
(2') X^ U, + k, ü, = 0. 



In dieser verschwindet keiner der beiden Faktoren A^, Ag? wenn nicht 
alle Koeffizienten der einen der beiden Gleichungen (1) verschwinden; 

7* 
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2. Die Unterdeterminanten aus den Koeffizienten der Glei- 
chungen zweier Geraden oder Punkte. Da die Identität (2) mit 
den drei GleichuDgen: 

(3) k^a^ + X^a^ = 0, A^fei + Agfeg == 0, k^c^ + k^c^==0 

gleichbedeutend ist, so folgt auch (§ 16, (11)): 



Die beiden Geraden (1) fallen 
immer dann und nur dann zusammen, 
wenn die Unterdeterminanten: 



(4) 



0^0 = 






«0 = 






1*1 

i 0^2 h 

sämtlich verschwinden. 

Wenn die drei Unterdetermi- 
nanten (4) nicht alle verschwinden, 
haben die beiden Geraden (1) 
einen einzigen PunJä gemein, 
dessen Koordinaten die drei Unter- 
determinanten Xq, Pq, t^ sind (vgl. 
§ 22, (15')). 



Die beiden Punkte (1') fallen 
immer dann und nur dann zusammen, 
tvenn die Unterdeterminanten: 



(4') 



V 



1 


c,' «,' 


a,' W\ 


< V 





sämtlich verschwinden. 

Wenn die drei Unterdetermi- 
nanten (4') nicht alle verschwinden, 
haben die beiden Funkte (1') eine 
bestimmte Verbindungslinie, deren 
Koordinaten die drei Unterdetermi- 
nanten Uq,Vq, Sq sind (vgl. §22,(15); 
Anm. 2, H, (12)). 

3. Identität ^^) zwischen den Gleichungen von drei Geraden 
und drei Punkten. Nach § 18, 7 wird jede durch den Schnittpunkt 
der beiden Geraden X^ = und X^ = Q gehende dritte Gerade durch 
eine Gleichung von der Form X^ — /iXg = dargestellt, wie auch 
umgekehrt jede durch eine solche Gleichung dargestellte dritte Ge- 
rade durch diesen Schnittpunkt geht. Bezeichnet man also die Glei- 
chung der dritten Geraden kurz mit Xg = 0, so muß nach (2) 
Ai(Xj — ^iK^ + AgXg = sein. Aus der mit — A^/i = Ag sich er- 
gebenden Symmetrie der Bedingung folgt dann: 



(5) 



Die drei Geraden: 

Xj = a^x + b^y -\- c^t^O 

Xj = a^x + b^y -f- Cj^ = 

\X^^a^x + b^y + c^t=^0 



Die drei Punkte: 

U^ = a^u + b^v + c^s == 

(5') ' C/g = a^u -f b^v + c^s == 

üg = a^u + b^v + c^s « 



haben immer dann und nur dann \ liegen immer dann und nur dann 
einen Punkt gemein, wenn eine in einer Geraden, wenn eine Iden- 
Identität von der Form besteht: i tität von der Form besteht: 
(6) \X^ + X,X, + X,X,^0. 1(6') ?iJh + l,U, + k,U,^0. 
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In dieser verschwindet nach § 24, 1 keiner der Faktoren A^, A2, 
A3, wenn nicht zwei von den drei Geraden (5) (Punkten (5')) zu- 
sammenfallen. 

4. Die Determinante aus den Koeffizienten der Gleichungen 
von drei Geraden oder Punkten. Da nach § 22, 1 die homogenen 
Koordinaten x, y, t niemals alle drei verschwinden, so ist dafür, daß 
den drei Gleichungen (5) überhaupt durch einen Punkt x, y, t ge- 
nügt werde, das Verschwinden der Determinante der Koeffizienten er- 
forderlich (Anm. 2, 11, 3): 

Die drei Geraden (5) gehen 
immer dann und nur dann durch 



Die drei 
immer dann 



Punkte (5') liegen 
nur dann auf 



einen Punkty wenn die Determinante: einer Geraden, wenn die Determi- 
nante: 



(7) 



D 



<h 








«/ 6/ Ci' 




{!') D'-^ 


a/ 6,' c^' 
as V V 




versdimndet. 




Die Koordinaten der 


Ver 


dnngslinie sind nach (4'): 




|m:v:s = ^i':5i': 


G. 


(8') =^;:B,': 


c,' 




= Ä,':B,': 


c,', 



verschwindet. 

Die Koordinaten des Schnitt- 
pwnktes sind nach (4): 

x:y :t=^ A^i B^: Cj^ 
(8) ^A,:B,:C, 

WO die großen Buchstaben die bei verschwindender Determinante D 
(D') reihenweise proportionalen (Anm. 2, II, (10)) Unterdeterminanten 
der gleichnamigen Elemente von D (D') bedeuten. 
Da überdies die Identii£Lt (6) bedeutet, daß: 
Ai a^ + ZgOj, + ^3 «8 =0, X^\ + hh + ^8&8 ==0, Aj q + k^c^ + ^^c^^Oj 

so haben die Paktoren A^, >lg, /l, in (6), (6') bei verschwindendem D 
(U) die Werte (Anm. 2, II, (10)): 



= -B/ : -Bj' 






II * 2 * 8 — "^1 * ^ * "^^8 
= Cj : Cg : C 8 . { = Cj : Gg : Cg . 

5. Das Dreieck von drei Geraden und drei Punkten. Wenn 
die Determinante D in (7) nicht verschwindet, so gibt es keinen 
Punkt, der auf allen drei Geraden (5) läge. Diese bilden dann die 
drei Seiten eines Dreiecks. Die alsdann nicht mehr proportionalen 
ünterdeterminanten von D in (8) bestimmen nach (4) die Koordi- 
naten der Eckpunkte des Dreiecks, nämlich: 
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(10; U^:y^:t^^A^:B^:C^ 

Daher ist (§ 22, {3')) das Ton den drei Geraden (5) bestimmte Drei- 
eck mit dem von den drei Punkten (5') bestimmten Dreieck (Fig. 137) 
identisch^ wenn die Elemente von IX die Unterdeterminanten von D: 

(U) a;^A,, h;^B„ c;^c,, . = 1,2,3, 

nnd damit (Anm. 1, II, (5)) die Unterdeterminanten von D' bis auf 
den Faktor D die Elemente von D werden: 







Die Koordinaten der Ecken eines Drei- 
^^C ecks verhalten sich wie die Unterdetermi- 
nanten der Determinante aus den Koordi- 
naten der Seiten (Fig. 137) und umgekehrt 
\l\Ji-f die Koordinaten der Seiten wie die Ifnter- 

y. j3^ determinanten der Determinante aus den 

Koordinaten der Ecken, 
6. Identität zwischen den Gleichungen von vier Geraden oder 
vier Funkten. Zwischen den linken Seiten der Gleichungen von 
vier Geraden: 

nS) {^i'^^i^ + hy + ^i^='^} X^ = a^x + h^y + c^t = Oj 
1 Xj = a^x + h^y + c^t = 0, X^ = a^x + l^y + cj=^0 

besteht stets eine Identität von der Form: 

(14) k, X, + k,X, + A3X3 + X,X^ = 0. 

Denn die Verhältnisse der Faktoren k^, X^, k^y A4 bestimmen sich 
aus den Gleichungen: 

«lA, + «sAg + ajAj + a^^k^^ = 0, 

?>^Ai + tjAg + 63A3 + 64A4 = 0, 

e^k^ + CjA, + CjAg + c^k^ =- 0, 
nämlich (Anm. 2, III, (14)): 

(15) Aj : A^ : A, : A4 = I a^h^c^ \ : | a^h^c^ : ; a^i^c^ : [ a^l^c^ |. 

Nach § 24, 3 ist keiner der vier Faktoren Null, falls keine drei der 
vier Geraden durch einen Pimkt gehen. Über die Bedeutung der 
Faktoren A^ vgl, §30,11. 
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7. Endliolier odmr unendlich femer Sclmittpankt zweier Ge- 
raden. Der Schnittpunkt (4) der beiden Geraden (1) ist endlich 
(Fig, 138 a) oder unendlich fern (§ 22, (6)), je nachdem 

«2 h 



h- 



4= oder ist. 



Im letztem Falle sind die Geraden selbst endlich und parallel (Fig. 1386), 
wenn weder a^ und \ noch a^ und \ beide verschwinden. Ist aber 
a, = 0, feg == 0, so ist die zweite unendlich fern (Fig. 138c). 





Die Verbindungslinie (4') der beiden Punkte (1') ist die unend- 
lich ferne Gerade %=^0, i;^ = 0, wenn mit c^' = 0, c^ = beide 
Punkte unendlich fem sind (§ 22, (10)). 

8. Endlicher oder unendlich femer Schnittpunkt von drei 
Geraden. Je nachdem bei drei getrennten Geraden (5) die drei 
Unterdeterminanten (7^, Cg, C^ in (8) nicht oder sind, ist der 
gemeinsame Punkt endlich (Fig. 139a) oder unendlich fern. Im letztern 
Falle sind alle drei Geraden parallel (Fig. 139 fe) oder zwei parallel 
und eine die unendlich ferne Gerade (Fig. 139 c). 

9. Endliche oder unendlich ferne Ecken eines Dreiecks.^^) 

Die Ecken (10) des Dreiecks der drei Geraden (5) sind alle drei 
endlich (Fig. 140a) für C^ + 0, Cg + 0, 
Cg 4= 0. Dagegen ist eine Ecke un- 
endlich fem (Fig. 1406), wenn etwa 
Cg = und zwei Ecken unendlich fern 
(Fig. 140c), wenn C^^O und C3-O. 
Im letzteren Falle muß wegen: 

— Cg = \a^ -- ag&i = 
+ Cg^fegai — ajjfei = 




Fig. 140. 
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0, also die eine der drei Geraden selbst un- 



(16) 



notwendig a^ «= 0, b^ 
endlich fern sein. 

10. Durchschnitt eines Strahlbüschels mit einer Qeraden. 

Sind: 

die Gleichungen der Grundstrahlen e^, e^ eines Büschels, so ist nach 

§22,(23): 

(17) X,-^^X,^0 

die Gleichung des laufenden Strahles p des Büschels. Ist nun eine 
Gerade ^o, die nicht durch das Zentrum des Büschels geht (Fig. 141), 
durch die Gleichung: 

(18) UqX + v^y + 5o^ = 

gegeben, so sind nach § 22, (14') die Gleichungen 
ihrer Schnittpunkte E^, E^ mit den Geraden (16) 
in laufenden Linienkoordinaten w, r, 5: 

! li V 




(19) 



Fig. 141. 



C^i = l«i 



u. 



u 



«1 «1 

»0 «0 

V s 

Vi Sj 

V« Sa 



= 0, 



0, 



und ist die Gleichung ihres Schnittpunktes P mit der Geraden (17): 
u V s 



^1 — ^% Vj— /iVg ^i-^/^^a 



0, 



^0 ^0 *0 

oder in den Abkürzungen (19) geschrieben (Anm. 1, 11, (6)): 

(20) U,-!iU,=^0, 

Eine zu dem Strahlbüschel (17) perspeJctive Punktreihe hat also 
die Gleichung (20); ein Strahl des Büschels und ein Punkt der Beihe, 
die einander entsprechen, hohen in beiden Gleidiungen iknsdben Para- 
meter II, 

Daher besteht nach § 18, 9 und § 20, 6 auch zwischen den Doppel- 
verhältnissen von vier entsprechenden Elementen, p^, p^, p^, i>4 einer- 
seits und Pj, Pg, Pg, P4 anderseits, die Gleichheit: 

(21) (PlP2PzP*)-iPxP,P^4), 

wie bereits § 5, (3) gefunden wurde.^*) 
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V. Kapitel. 

Das Dreieck und das Viereck. 

§ 25. Die Transversalensätze. 

1. Gleichungen der Seiten und Ecken des Dreiecks. Die Glei- 
chungen der drei Seiten e^, e^, e^ und. der drei Ecken E^, E^, E^ 
eines Dreiecks (vgl § 24, 6) seien in 
laufenden Punktkoordinaten x^ y, t und 
laufenden Linienkoordinaten u, v, s be- 
züglich : 

iXi = a^x + hj^y + c^^ = 
X^ = a^x + b^y + c^t =-= 
X^==a^x + \y + c^t^O, 

(1') . t^g - Ä^u + B^v + C^s==0 

Dg « Ä^U + B^V + C^S ^ 0. Fig. U2. 

Die Determinante ^=|ö^i^2^8l ^^^^ ^^^ ^ verschieden voraus- 
gesetzt. Wir nehmen den Koordinatenanfangspunkt im Inneren 
des Dreiecks gelegen an und richten die Seiten nach § 17, l. Die 
innere Winkelfläche im Sinne von § 18, 4 ist dann an jeder Ecke 
die den „Außenwinkel" bedeckende (in Fig. 142 schraffierte) Fläche. 
Zur Abkürzung sei endlich gesetzt: 




(2) 



X. = £. Va.^ + 6.2, f. = — sign c., i = 1, 2, 3. 
2. Transversalen und Teilpunkte. 



Drei beliebige durch die drei 
Ecken gezogene Transversalen t^, 
t^j t^ (Fig. 143 a) mögen die Winkel 




Drei beliebige auf den drei Seiten 
angenommene Teilpunkte T^^T^, Tg 
(Fig. 143 b) mögen die Seiten des 




Fig. U3b. 
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der gerichteten Seiten in den Sinus- 
verhältnissen Ai, A^, Aj teilen, so daß: 



iSine^ti 



(3) 



-h, 



sin e, t^ 



flinci^g __ 2 
— A5. 



Ag; 



Die Gleichungen der drei Trans- 
versalen lauten dann nach § 18, 4: 

(4) \X,^^,X, = 0, 

•^1 — ^8-^2 *= ^y 



wo: 



(5) 



Dreiecks in den Streckenverhält- 
nissen A^, A2, A3 teilen, so daß: 



(SO 



-E'.r. 



Ai, 



E,T, 



*j> 



Die Gleichungen der drei Teilpunkte 
lauten dann nach § 20, 1 : 



(4') 



fts = V ^8- 



Xj, 



wo: 



(5') 



0| ^ Cj . 

/*1 = ^- Al; /*2 ^^ ^ ^^2? 



/^' 



^-A 



3. Notwendige Bedingung für drei Transversalen durch einen 
Punkt. Wenn die drei Transversalen (4) alle durch einen gegebenen 
Funkt Pq = Xq, y^, t^ gehen, so ist nach (4): 

(6) X/-.^,Z30«0, X3«-^,X,o=0, X,«~^3X,»=0, 

wo Xi®, Xg^, X3® die für den Punkt Pq gebildeten Ausdrücke X^, 
Xg, X3 sind. Die drei Parameter haben also die Werte (§ 18,(19)): 

(7) ii,^X,'>:X,^, >, = V:^i^ ,i, = X,«:V 
und genügen somit der Bedingung: 

(8) ^,^^3 = 1. 

4. Hinreichende Bedingung für drei Transversalen durch einen 
Funkt. Wenn umgekehrt die Parameter der Gleichungen (4) die Be- 
dingung (8) erfüllen, und wir setzen, unter X3^ eine beliebige Kon- 
stante verstehend: 



Y 0,, Y 






wo X/, Xj® zwei weitere durch /i^, ftg, X3*^ bestimmte Konstanten 
sind, so erhalten wir mit Benutzung von (8) für die drei Parameter: 

(9) n, = X,« : X,«, ^ = X3« : X/, /t, = 1 : ^,^, = X,» : X,». 

Andererseits gibt es stets einen bestimmten Punkt x, y, t, der 
den Gleichungen: 

(10) X,:X,:X3 = Xi<':X,»:X3<> 

genügt, nämlich (Anm. 2, II, 2) den Punkt: 
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Dieser genügt aber nach (10) den drei Gleichungen (4), deren Para- 
meter die Werte (9) haben. Daher gehen die drei Transversalen (4) 
durch diesen Punkt. 

5. Die Transversaleiisätze. Indem wir die Resultate Ton § 25^ 3 
und 4 zusammenfassen, können wir den gefundenen, sowie den dualen 
Satz in folgenden beiden Formen aussprechen: 



I. Die drei Transversalen: 

Xg- ^1X3 = 0, 
(11) X3-^,X, = 0, 

Xi-^X2 = 
des Dreiecks Xi = 0, X2 = 0, Xj 



(11') 



r. Die drei Teilpunkte: 
[ü,-ti,U, = 







; des Dreiecks ü^ =0, I/g = 0, ü^ 
(ygl. § 25, (1)) gehen immer dann \ (vgl. § 25, (1')) liegen immer dann 
und nur dann durch einen. Funkt, und nur dann atif einer Geraden, 



wenn 

(12) 



ft,;t,ft, = 1. 



wenn: 

(120 



f^ifgft = 1- 

II, IHe drei Transversalen (11) ' 11'. D/e drei Teilpunkte (11^ 
gehen immer dann und nur dann liegen immer dann und nur dann 
durch einen Punkt P, = x^, y,, t^^, . auf einer Geraden p^ = «„ t„, Sj, 
wenn (i^, /tg, jij von drei Kon- wenn [i^, (i^, (i^ von drei Konstanten 
stanten X,», Zj«, Xj" in der Weise: i ü^^, U^^ üg» in der Weise: 



(13) 



;*i = 






f*8 = 



X.« 



X,«' 


(130 


IT/ 



abhängen. Ztvischen den Kon- 
stanten und der Geraden bestehen 
die Gleichungen: 
(140 A,u^ + B,v, + C,s^=-QÜ,^, 



abhängen, ZwiscJien den Kon- 
stanten und dem Funkte bestehen 
die Gleichungen: 

(14) a,x^ + 6,^0 + c.-^o = Q ^^ 
wo i = 1, 2, 3 und q ein Proportionalitätsfaktor ist. 

Da nach (5) und (5') stets 

(15) f*i^2/*3 = ^i'^^a 

ist, so lauten die Sätze I und T unabhängig vom Koordinatensystem,^^) 
III. Drei Transversalen t^,t^,t^ IIF. Drei Teilpunkte 3^, T^y T^ 



des Dreiecks e^e^e^ (Fig. 144a) gehen 
immer dann und nur dann durch 



des Dreiecks E^E^E^ (Fig. 144b) 
liegen immer dann und nur dann 
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einen Punkt, wenn: 

^ ^ sin «3*1 sin^i/, sinCg^g 



I auf einer Geraden, wenn: 
nß'^ -^«^1 :^^« _Ll8 = 1 





Fig. 144 a. 



Fig. 144 b. 



Bei (16) kommt es auch auf die Richtung der Seiten nicht mehr an, 
da bei Umkehr der in § 25, 1 festgesetzten Richtung einer Seite 
immer zwei von den drei Quotienten auf der linken Seite von (16) 
ihr Vorzeichen ändern (vgl. § 4, 6). 

6. Die Halbierungslinien der Dreieckswinkel und die Mittel- 
punkte der Dreieoksseiten. Die Halbierungslinien der drei innern 
Dreieckswinkel (der äußern Halbierungslinien der Seitenpaare im 



^rl 



M^^' 



> 


<r^.^ 


<" / 




^-^ / 


— X" ' ' / 


'-;r^^- 


u /^-i 


1 


'*"•. \ / 


%.1 


\ 


Fig. 145 a, 






<K'-'>T,, 



Fig. 145 b. 

Sinne von § 18, 6) entsprechen den Werten A^ = 1, Ag = 1, Ag = 1, 
die Halbierungslinien der drei Außenwinkel des Dreiecks (innere im 
Sinne von §18,6) den Werten Ai' = — 1, A2' = ^l, A^'«— 1 des 
Teilungsverhältnisses (Fig. 145a). Da somit: 

so folgt aus (16): 

Die Halbierungslinien der drei Innenwinkel des Dreiecks gehen 
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durch einen Punkt Die Halbierungslinien zweier Außenwinkel und 
des gegenüberliegenden Innenwinkels gehen durch einen PunJct, 
Die dualen Sätze lauten nach (16') (vgl. § 20, 2): 
Die drei äußern Halbierungspunkte d. h. die drei unendlich fernen 
Punkte der Seiten liegen auf einer Geraden, der unendlich fernen. 
Die innern Halbierungspunkte d. h. die Mittelpunkte zweier Seiten 
und der unendlich ferne Punkt der dritten liegen in einer Geraden: 
die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier Seiten ist der dritten Seite 
parallel (Fig. 145b; § 22, 6). 

7. Die Höhen des Dreiecks. Soll die Transversale: 

Zj - ftiXg - {a^-ii^a^)x + (bi-iiA)y + fe-f^i^s)^ = 

auf der Seite: 

Xi = a^x + b^y + q^ = 

senkrecht stehen (eine HöJie sein), so muß nach §18,(5): 

sein. Die Parameter /li^, ^2, fig der in Form (11) dargestellten drei 
Höhen sind somit: 



(17) 






^2 



«i«S + &8&« 



fH = 



«8 a« + k ^2 ' 



und genügen daher der Bedingung (12): 

Die drei Höhen des Dreiecks gehen durch einen Punkt?^) 

8. Übergang von den Transversalen auf die Teilpunkte. Seien 
jetzt Tj, Tg, T3 die Schnittpunkte von drei Transversalen t^, t^, t^ 
mit den Gegenseiten. Wir bezeichnen mit 
^1; ^27 ^8 ^^® absoluten Größen der drei 
Innenwinkel des Dreiecks (Fig. 146). Drehen 
wir dann einen Augenblick die in § 25, 1 
festgesetzte Richtung der Seite e^ in die 
entgegengesetzte (der eingeklammerten Pfeil- 
spitze in Fig. 146 entsprechende) Richtung 
um, so ist nach § 5, (1): 

Für die ursprüngliche Richtung von e^ wird daher: 




Fig. 146. 



und. ebenso: 



E,T, 
E,Ti 



sm «2 sin 62 #1 
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§ 26, 9. 




E,T, 


silier, 


sine,«. 


E,T, 


sincfg 


sincgtj^ 


E,T, 


sma. 


sin 6, t^ 


E,T, 


Bin ff j 


sin €i *3 



Sind daher I^, T^? ^3 ^^ Schnittpunkte 
dreier beliebigen Transversalen^ t^y ^, ^g mi^ 
öfew gegenüberliegenden Seiten (Fig. 147), 50 ist: 
JE^T, E,T, E,T^ 

sin e, ^1 sin e, t^ sin «, ^s 
sin 69 ^, 



Fig. 147. (1^) _ 

~" sin e, f 1 

9« Zweite Form der Transyersalensätze. 



sm «1 1^ 
Danach können wir 
den Sätzen in § 25, 5, III und III' auch folgende Form geben: 



IV. Drei Transversalen des Brei- 
ecks E^E^Eq gehen immer dann 
und nur dann dwch einen Punkt 



IV'. Brei Teilpunkte des Breiecks 
e^e^e^ liegen immer dann und nur 
dann auf einer Geraden (Fig. 148 b)^ 





h 


"^T. 




y 


-^K 


\Z 


\ 


/ ^ 






\ 


p 


i 




:.r\ 


1^. 


Fi«. 148 a. 




^\ 




Fig. 148 b. 

wenn ihre Verbindungslinien t^, t^y, 

^3 mit den Gegenecken der Bedingung 

genügen: 

/.. g,x sincj^i sin ^s h , sin e^ t^ ^ ^ 

^ ^ sinCj^i sinCi^g sinCj^j 

Da aber die Teilpunkte T^^ T^, T^ ia IV wieder durch die Glei- 
chungen (11') dargestellt werden können, wo ^j, ^2? f*3 die Bedeutung 
(5'), (3') haben, so stellen sich neben die Sätze I und I' die weiteren: 
V. Bie Verbindungslinien der V. Bie Schnittpunkte der drei 
drei Teilpunkte: Tramversalefi 



(Fig. 148 a), wenn ihre Schnittpunkte 
I\, T^y Tg mit den Gegenseiten der 
Bedingung genügen: 

E,I[ E^, E^, 
E^T, ' E,T,' E,T, 



(19) 



=:-l. 



(20) \ü,-(i,U,^0, 



(20') 



^2 — ^1 As — ^f 
^3-^2^1 = 0, 

^1 — /^3^2='0 
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auf den Seiten des Dreiecks U^ ^ 0, 
?72 = 0, TJ^^O mit den Gegenecken 
gehen immer dann und nur dann 
durch einen Punkte wenn: 

(21) ^if^2f*3 = -l- 



durch die Ecken des Dreiecks X^ = 0, 
Xg == 0, Xg = 0. mit den Gegenseiten 
liegen immer dann und nur dann 
auf einer Geraden, wenn: 

(210 ^i^2^3 = - 1- 



(^I-^)l^ 



10. Verbindungslinien der Seitenmittelpunkte mit den Ecken. 

Da die Mittelpunkte T^, T^, T^ der drei Seiten (Fig. 149) diese im 
Verhältnis A^ = A^ = A3 = ~ 1 teilen (vgl. §3, 3), 
so folgt aus (19) unmittelbar: 

Die Verbindungslinien der Mittelpunkte 
der drei Seiten eines Dreiecks mit den Gegen- 
ecken gehen durch einen Punkt, 

11. Neuer Übergang von den Trans- 
versalen auf die Teilpunkte. Die durch 
die Ecke E^ gehende Transversale: 

Zg + ^1 Xg == 
(§18,(14) mit — fii für ^) schneidet die Gegenseite: 

in einem Punkte, dessen Gleichung nach § 22, (14^) lautet: 

\ U V s 

{^2 + ^1 «3 h + l^ih ^2 + ^1^8 
I a^ \ c^ 

oder mit Benutzung der Abkürzungen in (1'): 
In gleicher Weise folgt allgemein: 




= 



Die Transversalen: 



(22) 



X2 + ii^X^ = 0, 
X3 + ^2 ^1 = 0, 



schneiden die Gegenseiten in den 
Punkten: 



(23) 









0. 



Die Verbindungslinien der Teil- 
punkte: 

Ui + ft f^3 = 0, 

(22') }.ü, + ii,U, = 0, 

mit den Gegenseiten haben die Glei- 
chungen: 



(230 



X3--X. =0, 
X,-fX2 = 0. 



f*8 
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12. Neue Form der Sätze § 25, 9, V und V'. 

Die drei Geraden (23') gehen ' Die drei Punkte (23) liegen 
nach § 25, 5, 11 durch einen Punkt \ nach § 25, 6, 11' auf einer Geraden 
^0; ^0? ^0? ^^^^ mit drei Kon-|«Q, t?^, 5^, wenn mit drei Kon- 



stanten X^^, X^^, Xg«: 

/04.\ \ ^ JL — -^ Jl — 



^0 



und zwischen Punkt und Kon- 
stanten die Gleichungen (14) be- 
stehen. 

Wir erhalten daher die Sätze: 
VI. Die Verbindungslinien der | 
drei Teilpunkte: 

u, + ^1 C/s = 0, 
(25) lü, + ^,ü^ = 0, 

auf den Seiten e^, e^, e^ mit den 
Gegenecken E^, E^, E^ gehen durch 
einen Funkt, wenn die Parameter 
f*ij f2> ^3 ^^'* ^^^^ Konstanten X^, 
X^y X3® in dei' Weise abhängen: 



(26) ft,: 



■x,0 



^2 = 



x/ 



/^3 = 



x/ 



(27) {' 



! stauten üi«, ü^^ Dj^^: 

und zwischen Gerader und Kon- 
stanten die Gleichungen (14') be- 
stehen. 

VI'. Die Schnittpunkte der drei 
Transversalen: 

jXa -f ftiX8 = 0, 
(25') X3-f^,X, = 0, 

IXi + /*3X2 = 

dwrcA die Ecken E^, E^, E^ mit 
den Seiten e^, e^, e^ liegen auf einer 
Get^aden, wenn die Parameter (i^, 
fig, (^s ^'^^ ^^^^ Konstanten U^, 
U^^, ü^^ in der Weise abhängen: 

Die Koordinaten der gemeinsamen 
Geraden stehen mit den drei Kon- 
stanten in der Beziehung: 

i = 1, 2, 3. 



(26') fti =„'-,, Ih- 

^2 



(27') {■ 



Die Koordinaten des gemeinsamen 
Punktes stehen wie in (14) mit den 
drei Konstanten in der Beziehung: 

i=l,2,3. 

Die Sätze VI und VI' enthalten mit umgekehrten Vorzeichen der 
drei Parameter wieder die Sätze V und V, gehen aber insofern über 
diese hinaus, als sie in (27) und (27') die Bestimmung des Punktes 
Xq, y^y t^ und der Geraden u^, v^, s^ aus den Parametern ft^, ftg, ftg er- 
möglichen. 



§ 26. Harmonikale und Harmonikalpunkt. 
1. Begriff der Harmonikale und des Harmonikaipunktes. 

%, ^o" ein ge- 



Sei P, 



oc. 



' '^07 if07 % 

gebener Punkt. Sind dann: 



Sei pQ = UQ,VQ,Sf^ eine 
Gerade. Sind dann: 



ene 
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(1) 



^1 — ;ts^8 = o, 



;(!') 



wie in § 25, 5, II die Gleichungen wie in § 25, 5, IF die Gleichungen 



seiner Verbindungslinien ^j, ^g, i^j 
mit den Ecken des Dreiecks, so ist: 



(2) f*i = x"o^ ^ 



x/ _ x/ 

X/' ^3"" X,o' 






ihrer Schnittpunkte T^, Tg? ^s ^^^ 
den Seiten des Dreiecks, so ist: 



JJ JJ 






(3) { 



i == 1, 2, 3 



(30 { 



worin mit einem Faktor q, auf den es für die Quotienten nicht an- 
kommt: 

i = 1, 2, 3. 

Die vierten harmonischen 
Punkte T/, Tg', T^ (Fig. 150 b) 
auf den Seiten e^, e^, efg be- 
züglich zu JEg, JEg, Tj zu 
JK,, -El, Tg and zu E^, iJ^, 
Tg sind nun nach § 20, (15): 

(4') \ü, + ^,ü,=0, 

Die vierten harmonischen Strah- 
len ^/, V, ^3' (Fig. 150a) in 
den Ecken E^, E^, E^ bezüg- 
lich zu ßg, 63, ^, zu ^8, ^1, ^2 
und zu ^1, Cg? ^3 s^^^ ^^^'^ 
§18,(27): 

Xg + /iiX8 = 0, 

Xg +/*2^i =0; 

Damit die Schnittpunkte T/, 
Tg', Tg' dieser drei Strahlen t^\ t./y 




(4) 




Fig. 150 b. 



Damit die Verbindungslinien 
h\ h'y ^3 dieser drei Punkte T/, 
^3' mit den Gegenseiten e^ , Cg , Cg ' Tg', Tg' mit den Gegenecken -E, , 



auf einer Geraden Pq 
liegen, müssen nach § 25" 12, VI' 
die Parameter [i^^ ^g, ^g von drei 
Konstanten U^^, ü^% U^^ in der 

Staude, aiuilyt. Geometrie. 



-Eg, E^ durch einen Punkt P^^Xq, 
^0, t^ gehen, müssen nach § 25, 
12, VI die Parameter ft^, f(g, ^l^ 
von drei Konstanten X^^, X,o, X^^ 
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Weise abhängen: 

.p. _ü,« _U^^ _ü^^ 

{O) ^1— ^ö? ^2~ ^0? (^3~~ ifö 

und zugleich für die Gerade Uq, Vq^ 
Sq die Gleichungen: 

^^^ » i= 1,2,3, 

bestehen. 

Das erstere ist aber nach (2) 
der Fall; man hat nur zu setzen: 



(7) 



ü,' 






Us'- 



1 



Setzt man hier für C/,.® die Werte 
(6), so erhält man durch Auflösung 
(Anm. 2, 11, 2) nach den Verhält- 
nissen von Uq, Vqj Sq (vgl. § 24, (12)): 



(8) 






^8 I J^S_ 



^^o = x^ 



^ X/^ X3«' 

^^0 ^ x/ "^ x/ ■*" x7" * 



in der Weise abhängen 
(5') ■■ -^ ■• -^' 



f*i — x"^' ^ — X^' ^^^ 



(60 



X,« 

x/ 

und zugleich für den Punkt Xq, 
y^, fQ die Gleichungen: 

1 i = 1, 2, 3, 

bestehen. 

Das erstere ist aber nach (2') 
der Fall; man hat nur zu setzen: 

V _ _^ V L. 

Setzt man hier für X^^ die Werte 
(6'), so erhält man durch Auf- 
lösung (Anm. 2j II, 2) nach den 
Verhältnissen von Xq, y^, t^: 



(7') 



(8') 



^^0"" üT^"^ t/,«"^ iV*' 



CT/ 



U,' 



Man gewinnt also die Sätze®*) 

Verbindet man (Fig. 150 a) einen 

gegebenen Punkt P^ mit den drei 

Ecken E^, E^, E^ des Dreiecks durch 

die Geraden t^^jt^, t^ und konstruiert 



Schneidet man (Fig. 150b) eine 
gegebene Gerade Pq mit den drei 
Seiten e^, e^, e^ des Dreiecks in den 
Punkten T^, T^, Tg und konstruiert 



in jeder Ecke den vierten harmo- 1 auf jeder Seite den vierten harmo- 
nischen Strahl t^, Äj', ^', so schnei- ! nischen Punkt I\', T^, T^\ so gehen 
den diese Strahlen die Gegenseiten die Verbindungslinien t^, t^, t^' dieser 



in drei Punkten T/, T/, T3', die 
in einer Geraden p^ liegen. 

Die mittels (8) durch P^ be- 
stimmte Gerade p^ heißt die Har- 
monikale des Punktes P^j. 



Punkte mit den Gegenecken durch 
einen Punkt Pq. 

Der mittels (8') durch p^ be- 
stimmte Punkt Pq heißt der Har- 



monikalpunkt der Geraden p^. 
3. Die Keziprozität von Harmonikale und Harmonikalpiuikt. 

Da die beiden Gleichungssysteme (7) und (7'), mit Rücksicht auf (3), 
(3'), (6), (6') identisch sind und je den Punkt Pq = x^, y^, t^ und die 
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Gerade Mq, Vq, $q wechselseitig eindeutig durcheinander ausdrücken, 
so folgt, daß die Harmonikale p^ eines beliebigen Punktes Pq diesen 
als Harmonikaipunkt und der Harmonikaipunkt einer beliebigen Ge- 
raden diese als Harmonikale hat. 

Je ein Punkt und eine Gerade der Ebene entsprechen sich als 
Harmonikalpunlct und Harmonikale in iezug auf ein Dreieck wechsel- 
seitig eindeutig. 

Zwischen den Koordinaten x^j y^, t^ und m^, v^y s^ beider be- 
stehen nach (7) und (7'), da es überall nur auf die Verhältnisse der 
X^ und der U^ ankommt, die Gleichungen: 

Auch ergibt sich durch Addition der mit Xj y, t multiplizierten Glei- 
chungen (8) und durch Addition der mit u, v, s multiplizierten Glei- 
chungen (SO bezüglich (vgl. § 22, (4); (4')): 

Die Gleichung der Harmonikale I Die Gleichung des Harmonikai- 
des Punktes x^, i/q, ^q lautet in punktes der Geraden u^, v^, s^ lautet 
laufenden Koordinaten x, y, t: 

(10) fo + f. + 5. = o. 



in laufenden Koordinaten u, v, s: 

^j-^; if^o-t- u^o^ u^o ^• 



^i 



3. Konstruktion der Harmonikale oder des Harmonikaipunktes. 
Indem wir in Fig. 151 zunächst Fig. 150a wiederholen, fügen wir 
weitere Elemente hinzu. Seien I\, Tj, Tg die Schnittpunkte der 
Transversalen t^^, t^, t^ in (1) mit den Gegenseiten. Dann genügt der 
Gleichung: 











XX, 

X.» ^ X.» 


+ X," 


= 




der 


Punkt Tjj als 


Schnittpunkt der Geraden: 








X, 


= und 


X, 

X," 


X.» " 




und der Punkt T 


^ als 


Schnittpunkt der Geraden: 








Xs 


= und 


X, 

x.» 


x/ "• 




Die 


drei Gleichungen: 










(11) 




f ^^ 




) -1- j^o — ", 

X, . Xj 

X/ ' X,» 


X, 

X,o 

X, 

x,^ 


x,» + 
= 


X," "' 



stellen daher die Verbindungslinien r^ = ^2^3, r^ = T^ ?\, r^ = T^ T, dar. 
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Die Linie r^ geht aber, wie ihre Gleichung (11) zeigt durch den 
Schnittpunkt T/ der Geraden (vgl. (4)): 

X,==0 und ^ + A = o, 
d. h. e^ und t^\ ebenso geht r^ durch T/ ^^^ ^8 durch Tg'. 




Man erhält daher bei Hinzunahme der dualen Betrachtung 
folgende ^^) 

Konstruktion der Harmonikale bei 1 Konstruktion des Ha/rmonikalpanktes 
gegebenem Harmonikalpunkt. Ist P^ bei gegebener Harmonikale, Ist p^ 



gegeben, so schneidet man die 
Seiten e^, e^, e^ mit den Transver- 
salen t^j t^, ^3 durch Pq in T^, Tg, 



gegeben, so verbindet man die 
Ecken E^, E^j E^ mit den Schnitt- 
punkten jPi', Tg', Tg' auf ^Q durch 



Tg und schneidet ferner mit den | ^/, ^', t^' und verbindet femer die 
Verbindungslinien ^i = TgTg, r^ = i Schnittpunkte i^ = ^' X ^', -R^ = 



^8^1, r,^T,T, die Seiten e,, e,, 
ßg in T/, T/, Tg'. Dann ist p^ = 
T^T^T^ die Harmonikale. Zu- 
gleich sind t;^E^T;, t^' = E^T^, 



t^Xt^, B^ = t^Xt^ mit den 
Ecken E^j E^, E^ durch t^, t^, t^. 
Dann ist PQ = t^Xt^Xt^ der 
Harmonikalpunkt. Zugleich sind 



^g' = J5g Tg' die vierten harmonischen JTi = ßi X fi, T^ = 6j, X ^, Tg = 
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^3 X ^s ^^^ vierten harmonischen 
zu T/, Tj', Tg' und den betreffen- 
den Ecken. 
Beide Konstruktionen sind in derselben Fig. 151 dargestellt. 



zu ^^^ ^^ ^ und den betreffenden 
Seitenpaaren. 




§ 27. Das vollständige Viereck und Vierseit. 

1. Begriff des vollständigen Vierecks oder Vierseits®^). 
Ein vollständiges Viereck ist Ein volUtändi'ges Vierseit ist 
durch vier beliebige Funkte 1, 2, 3, durch vier beliebige Gerade 1, 2, 
4, seine Ecken, gegeben (Fig. 152 a). 3, 4, seine SejY^ gegeben (Fig. 152 b). 

Es hat sechs Ecken, 
die Schnittpunkte: 
23, 31, 12, 
14, 24, 34 

je zweier der vier Seiten. 
Je s^wei d ieser sechs Ecken, 
die zusammen alle vier 
Seiten enthalten, heißen 
Gegenecken. 
Yif^. 152 a. Es hat drei Neben- 

Seiten (Diagonalen), die 
Es hat sechs Seiten, 
die Verbindungslinien: 
23, 31, 12, 
14 24, 34 

je zweier der vier Ecken. 
Je zwei dieser sechs Seiten, 
die zusammen alle vier 
Ecken enthalten, heißen 
Gegenseiten, 

Es hat drei Neben- 
ecken, die Schnittpunkte: 

23,14; 31,24; 12,34 
je zweier Gegenseiten. 




Fig. 152 b. 



I Verbindungslinien: 
I 23,14; 31,24; 12,34 
ije zweier Gegenecken. 
3. Gleichungen der Ecken oder Seiten und ihre Normierung. 
Indem wir entweder: 
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U^ = a^u + h^u + c^s oder J7^ «= a^x + h^y + c,.^, 

i= 1,2, 3,4, setzen, denken wir uns die vier Ecken des Vierecks 
oder die vier Seiten des Vierseits durch die gleichbezeichneten Glei- 
chungen : 

?7i==0, U^ = 0, ^3 = 0, fr^ = o 

gegeben. Sie sind nach § 24, 6 durch eine Identität von der Form: 

KU^ + hü^ + hV^ + K^^-o 

verknüpft. Setzen wir daher: 

so werden die Gleichungen der vier gegebenen Elemente: 

(1) Fi = 0, r, = o, F, = 0, F, = 0, 

und besteht zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen die 
Identität: 

(2) Fi+F,+ F3+n = 0. 

Bei der doppelten Bedeutung der Gleichungen (1) als Gleichungen 
von Punkten und Geraden gestatten auch die an sie angeknüpften 
Betrachtungen eine doppelte Auslegung für Viereck und Vierseit mit 
Vertauschung der Worte Punkt und Gerade, Verbindungslinie und 
Schnittpunkt. Wir sprechen die Entwicklung nur für das Viereck 
aus, stellen aber die gefundenen Sätze für Viereck und Vierseit 
gegenüber. ^^) 

3« Die Gleichungen der drei Nebenecken oder Nebenseiten. 
Die beiden Gleichungen: 

Fa + n = und Fl + F, = 
stellen nach (2) denselben Punkt dar (vgl. § 24, (2')). Dieser Punkt 
liegt, wie nach § 24, (6^) die eine Form der Gleichung zeigt, mit den 
Punkten 2 und 3 in (1) und, wie die andere Form zeigt, mit den 
Punkten 1 und 4 in einer Geraden. Die Gleichimg stellt daher den 
Schnittpunkt der Geraden 23 und 14 dar. So gilt überhaupt: 

Die Gleichungen der drei Nebenecken des Vierecks (Nebenseiten des 
Vierseits) sind, je in doppelter Form: 

r23,14: F^ + F, = 0, F^ + F, = 0, 

(3) 31,24: F3+Fi = 0, F, + F, = 0, 

12,34: F,+ F3 = 0, F3+F, = 0. 

4« Harmonische Funkte auf den Seiten des Vierecks (Strahlen 
an den Ecken des Vierseits). Auf jeder der sechs Seiten des Vierecks 
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liegen zwei Ecken und eine Nebenecke (Fig. 152 a und zur dualen Be- 
trachtung Fig. 152b), z. B. auf der Seite 2 3: 

n = 0, F3 = 0, F,+ F3 = oder r, + V, = 0. 
Der vierte harmonische Punkt zu diesen drei Punkten ist nach 
§ 20, (15): 

(4) F,-F3 = 0. 

Da nun nach (2) identisch: 

(n- F3) + (F,+ Fl) + (y.+ v,) = 0, 

so liegt nach § 24, (6') dieser vierte harmonische Punkt mit den 
Nebenecken 3 1, 2 4 und 12,34 (vgl. § 27, (3)) in gerader Linie. So 
folgt allgemein: 



L Auf jeder Seite des vollstän- 
digen Vierecks bilden die auf ihr 
liegenden Ecken, die auf ihr liegende 
Nebenecke und der Schnittpunkt 
mit der Verbindungslinie der beiden 
andern Nebenecken vier harmonische 
Funkte. 



r. In jeder Ecke des vollstän- 
digen Vierseits bilden die durch sie 
gehenden Seiten, die durch sie gehende 
Nebenseite und die Verbindungslinie 
mit dem Schnittpunkte der beiden 
andern Nebenseiten vier harmonische 
Strahlen. 



5. Konstruktion des vierten harmonischen Elementes zu drei 
gegebenen.®^) Aus diesen Sätzen ergeben sich folgende linearen 
(allein mit dem Lineal auszuführenden) Konstruktionen des vierten 
harmonischen Elementes, wenn drei Elemente gegeben sind: 

Auf einer Geraden sind drei I An einem Punkte sind drei 
Punkte7,77,///gegeben(Fig.l53a). I Strahlen /, II, III gegeben 







Fig. 158 a. 



Wir nehmen einen beliebigen Punkt 
1 und auf der Verbindungslinie 
1 III einen beliebigen Punkt 4 an. 



(Fig. 153 b). Wir nehmen eine be- 
liebige Gerade 1 und an dem Schnitt- 
pimkt 1 X III einen beliebigen 
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Der Schnittpunkt der Verbindungs- 
linien / 1 und // 4 sei 5, der der 
Verbindungslinien / 4 und // 1 



Strahl 4 an. Die Verbindungs- 
linie der Schnittpunkte 7x1 und 
Ilx 4 sei 5, die der Schnittpunkte 




Fig. 158 b. 



sei 6. Der Schnittpunkt der Ver- 
bindungslinie 5 6 mit der gegebenen 
Geraden ist der gesuchte Punkt IV, 



1x4: und 17 X 1 sei 6. Die 

Verbindungslinie des Schnittpunktes 

5x6 mit dem gegebenen Punkt 

ist der gesuchte Strahl IV, 

In der Tat bilden die Punkte 1 , //, I, 4 der Konstruktion links 

ein vollständiges Viereck, und die Punkte 7, 77; 777, IV sind nach 

§ 27, 4, I harmonische. Die in Fig. 153a und 153b in Klammern 

beigefügten Bezeichnungen weisen auf Fig.. 152a und 152b zurück. 

6« Harmonische Punkte auf der Verbindungslinie zweier Neben- 
ecken (Strahlen am Schnittpunkt zweier Nebenseiten). Wir gehen 
noch einmal auf den durch Gleichung (4) dargestellten Punkt zurück, 
in dem die Seite 2 3 von der Verbindungslinie der beiden Neben- 
ecken 31,24 und 1 2, 34 geschnitten wird (Fig. 154a und zur dualen 
Betrachtung Fig. 154 b). 

Dazu nehmen wir den Punkt: 



(5) 



Vi- 



F, = 



oder (F,+ F,)-(F,+ FJ = 0, 



der, wie seine beiden Darstellungen zeigen (vgl. § 24, (6')), sowohl 
mit den Punkten 1 und 4 als mit den Punkten 12,34 und 31,24 
(vgl. § 27, (3)) in einer Geraden liegt, also der Schnittpunkt der 
Seite 14 mit der Verbindungslinie der beiden Nebenecken 31,24 
und 12,34 ist. Nun können diese beiden Nebenecken mit Rück- 
sicht auf (3) und (2) in der Form dargestellt werden: 
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2(F, + F,) = (F,+ F,)-(F3+F,) = (F3-F,) + (F,-FJ = 0. 

Sie sind also nach § 20, (15) zu den durch die Gleichungen (4) 
und (5) dargestellten Punkten harmonisch. Also allgeniein: 



WK'O 



n. Auf der Verbindungs- 
linie zweier Nehenecken des 
vollständigen Viereehs sind 
diese seihst zu den Schnitt- 
punkten mit den beiden 
durch die dritte Neben- 
ecke gehenden Seiten har- 
monisch. 








Fig. 154b. 

7« Perspektive Übertragung 
Die vier harmonischen Punkte 
auf der Verbindungslinie der beiden 
Nebenecken 3 1, 2 4 und 1 2, 3 4 
(Fig. 154 a) geben, mit der Neben- 
ecke 2 3, 1 4 verbunden, nach §5,6 
vier harmonische Strahlen, also: 

III. Im vollständigen Viereck 
sind in jeder Nebenecke die durch 
sie gehenden Seiten und die Ver- 



Fig. 154 a 



ir. An dem Schnitt- 
punkte zweier Nebenseiten 
des vollständigen Vierseits 
sind diese selbst zu den 
Verbindungslinien mit den 
beiden auf der dritten 
Nebenseite liegenden Ecken 
harmonisch. 



der Sätze II und II'. 

I Die vier harmonischen Strahlen 
an dem Schnittpunkte der beiden 
Nebenseiten 31, 24 und 12, 34 
(Fig. 154 b) geben, mit der Neben- 
seite 2 3, 14 geschnitten, nach 
§5,6 vier harmonische Punkte, also: 
ni'. Im vollständigen Vierseit 
sind auf jeder Nebenseite die auf 
ihr liegenden Ecken und die Schnitt- 
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bindungslinien mit den beiden andern | punkte mit den beiden andern Nd>en- 
Nebenecken harmonisch, \ Seiten harmonisch, 

8« Spezialfall der ParaUelogramme. 

Faßt man ein Parallelogramm als Faßt man ein Parallelogramm als 

vollständiges Viereck b.\x{ (Fig, 155 o. vollständiges Fier^exY auf (Fig. 155b 

in übereinstimmender Bezeichnung \ in übereinstimmender Bezeichnung 

mit Fig. 154a), so sind zwei Neben- mit Fig. 154b); so ist eine Neben- 



31.2^* 




12,3a 




^Ji,24 



Fig. 155 a. 



Fig. 155 b. 



ecken 31, 14 und 12, 3 4 unend- seite 2 3, 1 4 die unendlich ferne 
lieh fem und § 27, 7, III lautet: Gerade und § 27, 7, III' lautet: 

Die beiden Seiten 2 3 und 1 4 (Dia- Jede der beiden endlichen Neben- 
gonalen im gewöhnlichen Sinne) und Seiten 3 1, 2 4 \ind 1 2, 3 4 (Dia- 
die durch ihren Schnittpunkt zu den , gonalen im gewöhnlichen Sinne) wird 
andern Seiten gezogenen Parallelen von der andern halbiert (§ 3, 10, 11). 
bilden vier harmonische Strahlen. 

9. Spezialfall beim Dreieck. ' Bei einem vollständigen Vierseit 

seien (Fig. 156 -in übereinstinmiender 
Bezeichung mit Fig. 154 b) die beiden 
Nebenseiten 3 1, 24 und 1 2, 34 par- 
allel. Wendet man dann § 27, 7, IIF 
in der Buchstabenbezeichnung der 
Fig. 156 auf jede der drei Nebenseiten 
31,24; 12,34 und 23,14 an, so 
erhält man den Satz: 

In einem Dreieck ABC sei DE 

irgend eine Parallele zur Seite AB, 

und sei CGF die Verbindungslinie der 

Ecke C mit dem Schnittpunkt H der Diagonalen des Vierecks ABDE, 

Dann sind F und G die Mittelpunkte der Strecken AB und DJE?, 

und sind die Punkte Fy G z\i H, C harmonisch. 




-Jl,Z^ 
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(a,\) 



-'^oyni 



0-U.' 



Fig. 157. 



VI. Kapitel. 

Die Dreieckskoordinaten. 

§ 28. Die Dreieckskoordinaten des Punktes und der Geraden. 

1. Analytische Definition der Dreieckskoordinaten des Punktes. 

Beim Übergang von einem rechtwinkligen Koordinatensystem Oxy 
zu einem beliebigen schiefwinkligen Sll^ri ky 
(Fig. 157), dem allgemeinsten bisher be- 
trachteten System, werden bei homo- 
gener (§ 22, (1) auch auf schiefwinklige 
Koordinaten angewendet) Schreibweise 
der Formeln § 14, (14) die neuen Ko- 
ordinaten S; 1^7 ^ eines Punktes P pro- 
portional linearen homogenen Funktionen 
der alten x, y, t, nämlich mit einem Pro- 
portionalitätsfaktor q: 

Q^ = Ä,x + B,y + Dy, 

QYi= A^x + B.^y + DrjQt, 
ptr= Dt. 

Diese Funktionen geben, gleich Null gesetzt, die Gleichungen der 
drei Seiten des neuen Koordinatendreiecks (vgl. § 23, 3) in bezug auf 
das alte. Die zwei ersten Seiten ^ = 0, i? = sind beliebige Ge- 
rade, die dritte r =* aber ist die unendlich ferne Gerade. 

Indem wir dieses Bildungsgesetz weiter verfolgen, erhalten wir 
statt der homogenen schiefwinkligen allgemeinere homogene Koordi- 
naten, die wir schlechthin DreiecJcskoordinaten^^) nennen und, wie folgt, 
zunächst im Anschluß an ein rechtwinkliges Koordinatensystem Oxy 
definieren: 

Unter Dreieckskoordinaten x^^x^yX^ eines Punktes P verstehen wir 
drei Größen, die proportional sind drei beliebig gegebenen homogenen 
linearen Funktionen seiner homogenen gemeinen Koordinaten x,y,t, also: 

Q^i == Xi = a^x + b^y + cj, 
(1) QX^^ X^== a^x + b^y + c^tj 

QX^ = Xg = a^x -f \y + c^t, 
wo Q einen Proportionalitätsfaktor bezeichnet, und X^, Xg, Xg als 
Abkürzungen für die linearen Funktionen wie in § 16, (12) ge- 
braucht sind (vgl. § 7, (13)). 
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Das von den drei Geraden: 
(2) Xi = 0, Xg^O, X, = 

gebildete Dreieck (vgl. Fig. 158) nennen wir das Koordinatendreieck 
. des neuen Koordinatensystems, wobei 

wir voraussetzen (vgl. § 24, 6), daß die 

Determinante: 



(3) D 








«1 ^1 


Cl 


o, 6, 


«2 


«s ''s 


Cb 



-->.*? 



Fig. 158. nicht verschwinde. 

2. Analytische Berechtigung der Dreieokskoordinaten des 
Punktes. Bezeichnen wir die Unterdeterminanten der Determinante D 
wie in § 24, 5 mit Ä^^ B^, Oj-, A^, B^, Cg-, A^^ jBg, Cg, so folgt durch 
Auflösung (Anm. 2, II, 2) der drei Gleichungen (1) mit dem Propor- 
tionalitätsfaktor öl 

0y = B^x^ + B^x^ + B^x^, 
öt = Ci^i + C^x^ + C8ii;8' 

Die Verhältnisse x:y:t und die Verhältnisse x^ix^: x^ bestimmen 
sich nach (1) und (4) wechselseitig eindeutig. Wie jene (vgl. § 10, 3; 
§ 22, 1) stehen also auch diese in wechselseitig eindeutiger Beziehung 
zu dem Punkte P. 

Zu jedem gegebenen Punkte P gehören drei ihren Verhältnissen nach 
bestimmte Dreieckskoordinaten x^^ oc^,oc^ und eu drei ihren Verhältnissen 
nach gegebenen Dreieckskoordinaten x^j x^y x^ gehört ein bestimmter 
Punkt P. 

3. Abhängigkeit der Dreieckskoordinaten der Linie von denen 
des Punktes. Durch Multiplikation der Gleichungen (4) mit den auf 
das rechtwinklige System Oxy bezüglichen homogenen Koordinaten 
u^VyS einer Geraden (vgl. § 22, 1) und nachfolgender Addition er- 
gibt sich: 

(s{ux-{-vy + s() 

= {A^u + B^v + C^s)x^ + {A^u + B^v + C^s)x^ + {A^u + B^v + G^s)x^ 

oder: 

(5) ux + vy + st^ u^x^ + u^x^ + u^x^, 

falls wir die Koeffizienten w^Wg^Ws definieren durch: 
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0Ui = Z7i = Äj^u + B^v + C^s, 

(6) 6u^ ^U, = A^u + B,v + C,s, 
0u^ =« Ü3 = A^u + B^v + C^s, 

Infolge von (5) erhält nun die Gleichung der Geraden u, v, s, 
die in laufenden Punktkoordinaten Xy y, t lautet (§ 22, (4)): 

(7) ux + vy + st^ 0, 

in laufenden Dreieckskoordinaten x^jX^, x^ des Punktes die Form: 

(8) u^x^ + u^x^ + li^x^ = 0. 

Die in (6) eingeführten Koeffizienten nehmen wir als Dreiecks- 
koordinaten der Geraden. 

Unter den Dreieckskoordinaten u^, Wj, u^ einer Geraden p verstehen 
wir also drei Größen, die 'proportional sind drei homogenen linearen 
Funktionen der homogenen rechtwinkligen Koordinaten u, v, s der 
Geraden, 

Diese drei Funktionen sind, da ihre Koeffizienten die ünter- 
determinante der Determinante (3) sind, durch die gegebenen For- 
meln (1) schon mitbestimmt. Gleich Null gesetzt, geben sie nach 
§ 24, 6 in: 

(9) f/i^O, ?7, = 0, U,^0 

die Gleichungen der Ecken des Koordinatendreiecks (Fig. 158). 

4, Analytische Berechtigung der Dreieckskoordinaten der Ge- 
raden. Durch Auflösen der Gleichungen (6) folgt (vgl. § 24, (12)) 
mit einem Proportionalitätsfaktor q: 

Qu^a^u^ + a^u^ + a^u^y 

(10) Qv = b^u^ + \u^ + fejWg, 

QS = C^U^ + C^U^ + C3M3. 

Daher gilt, wie in § 28, 2: 

Zu jeder gegebenen Geraden p gehören drei ihren Verhältnissen nadi 
bestimmte Dreieckskoordinaten u^yU^,u^, und zu drei ihren Verhaltnissen 
nach gegebenen Dreieckskoordinaten u^y u^, Wg gehört eine bestimmte 
Gerade p. 

5. Gegenseitige Abliängigkeit der Dreieckskoordinaten des 
Punktes und der Geraden. Die Definition (1) enthält, da sie wegen 
des unbestimmten q nur von den Verhältnissen der neun Koeffizienten 
a^, &!,..., Cg abhängt, acht Konstanten. Die neun Koeffizienten 
-4^, jBi, . . ., Cg sind aber als ünterdeterminanten von D durch die 
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Koeffizienten «i, fei, . . ., ^s mitbestimmt. Umgekehrt sind aber nach 
§ 24, 6 auch diese ihren Verhältnissen nach durch jene bestimmt. 

Man kann daher ebensogut die neun Koeffizienten von (6), wie die 
neun Koeffizienten von (1) als die ursprünglich gegebenen betra^chten. 

In dieser Auffassung folgt durch Multiplikation der Gleichungen 

(10) mit X, y, t und Addition mit Hinblick auf (1) wiederum die 
Gleichung (5), und damit (vgl. § 22, (4')) dual entsprechend wie in 
§ 28, 3, daß die DreiecksJcoordinaten x^^x^yX^ eines Punktes zugleich 
die Koeffizienten seiner Gleichung: 

(11) iPi% + x^u^ + Xj^u^ = 

in laufenden Linienkoordinaten sind. 

Die Dreieckskoordinaten des Punktes und der Linie stehen also 
wechselseitig in solcher Abhängigkeit voneinander, daß die Bedingung 
der vereinigten Lage von Punkt und Gerader in ihnen dieselbe lineare 
Form (8) und (11) behält, wie nach (7) in homogenen rechtwinkligen 
Koordinaten (§ 22, (5)). 

6. Koordinatendreieck und Multiplikatoren des neuen Koordi- 
natensystems. Ist das neue Koordinatensystem der x^yX^, x^ und 
u^yU^yU^ durch die drei Funktionen X^, X^y Xg in (1) mit ihren acht 
Konstanten Verhältnissen gegeben, so ist das Koordinatendreieck mit 
seinen Seiten (2) und seinen Ecken (9) vollkommen bestimmt. 

Ist dagegen das Koordinatendreieck gegeben^ so bestimmt es nur 
die drei Gleichungen (2) und damit sechs Konstanten, die Verhältnisse 

% • ^1 • ^1? <^i'h'^2f ^3 ' ^3 • ^3? läßt ^^^^ jö^^ ^®r drei Funktionen 
Xj, Xj, Xg noch um einen Faktor unbestimmt (§ 16, 5). 

Will man bei fest angenommenen Koeffizienten «i, 6i, . . ., Cj alle 
zu demselben Koordinatendreieck (2) gehörigen Systeme von Dreiecks- 
koordinaten umfassen, kann man die Definition (1) ersetzen durch: 

(12) piCi = miXi, QX^==-miX^y QX^ = m^X^y 

wo m^, iWg, m^ drei yyMultiplikatoren^^ sind, die ihren Verhältnissen 
nach zwei völlig verfügbare Konstanten darstellen« Die Definition (12) 
ist nicht allgemeiner als (1); enthält sie doch wie diese die 'Verhält- 
nisse von neun Konstanten, nämlich m^a-y mfi^y m^c.y i = 1, 2, 3; aber 
es ist in der Form (12) der bei festgehaltenem Koordinatendreieck noch 
veränderliche Bestandteil des Koordinatensystems in Gestalt der Multi- 
plikatoren m^ ausdrücklich kenntlich gemacht. 

Neben (12) hat man alsdann an Stelle von (6): 

(13) 0u^ = l/i üi, au^ = Jfg U^y 6u^ = M^ TJ^y 
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(14) 



WO die Multiplikatoren Jfj, M^, M^ von den Multiplikatoren rn^jM^, m^ 
abhängig sind. Da nämlich die früheren, in ^1) und (6) definierten 
Koordinaten x^ und w^ durch die jetzigen, in (12) und (13) definierten 
ausgedrückt, gleich x^ : m^ und u^ : M^ werden, so würde die Be- 
dingung (11) der vereinigten Lage jetzt lauten: 

M^ w?i "^ Jf g mj "^ Jfj W3 

Soll diese also auch in den neuen Koordinaten x^,u^ die Form (11) 
behalten, so muß sein: 

Ersetzt man die Definition (1) und (6) durch (12) wwd (13), indem 
man hei gleichbleibendem Koordinatendreieck die Multiplikatoren des 
Koordinatensystems ändert^ so muß zwischen den Multiplikatoren M^ 
in (13) und m^ in (12) die Beziehung bestehen: 

\_ 

Sie folgt auch daraus, daß die Koeffizienten M^A^^ . . ., M^C^ in (13) 
die Unterdeterminanten 2***^ Grades der Determinante der Koeffizienten 
m^ai, . . ., mgCg in (12) sind, gerade so wie die Koeffizienten in (6) 
von denen in (1) abhängen. 

7. Die Bestandteile des Eloordinaten- 
dreiecks. Wir bezeichnen die Ecken (9) des 
Koordinatendreiecks mit E^,E^,E^ und die 
Seiten (2) mit e^^e^^e^. 

Der Ecke E^ liegt die Seite e^ (i = 1, 2, 3) 
gegenüber (Fig. 159). 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (2) 
und (9) der Seiten und Ecken in gemeinen 
Koordinaten folgt aus (1) und (6): 
Für alle Punkte auf der Seite 
ßj, e^ oder e^ verschwindet bezüglich 
die eine Dreieckskoordinate x^, x^ 



M.:M.:M. = — : — ; 

1 ä » Wj «» 




Fig 159. 



oder iTj. 



Für alle Geraden durch die Ecke 
E^ , E2 oder E^ verschwindet bezüglich 
die eine Dreieckskoordinate %, u^ 
oder Wg. 



Für die Ecke E^ verschwinden x^ und x^^ und kann mit Rück- 
sicht auf die Willkür des Faktors q kurz x^ = 1 gesetzt werden, so 
daß allgemein folgt (vgl. § 8, (4)): 



Die Dreieckskoordinaten der drei 
Ecken des Koordinatendreiecks sind: 



Die Dreieckskoordinaten der drei 
Seiten des Koordinatendreiecks shid: 
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1«, M, «, 



(15) 



-E, 


1 








E, 





1 





Es 








1 



(15') 



«i:l 








«* 


1 





e.\0 





1 



8. Die Dreieokskoordinaten als multiplizierte Abstände. Um 
die bisher analytisch eingeführten und erklärten Dreieckskoordinaten 
geometrisch zu deuten, setzen wir zur Abkürzung: 

(16) oc,^s,Va,'+j;^ £, = -signc„ j-1,2,3. 

Der senkrechte Abstand p. eines Punktes P = x,y,t (für den 
wir hier der Kürze wegen ^ = 1 gelten lassen^ vgl. § 22, 1) von der 
Ebene X^^0 ist dann nach § 17, (7): 



(17) 






und der senkrechte Abstand q^ einer Geraden p = u,VyS (für die wir 
hier s = 1 nehmen) von der Ecke tT^ = ist nach § 19, (15) : 

iL? 




(170 



ai 



u, 



— CiVu^ + r* 



Fig. 160. 



Die Abstände sind, was ihr Vor- 
E^ zeichen betriiBFt, im Sinne von § 17, 3 
% nach der Lage des Koordinatenanfangs- 
^- punktes zu bestimmen. 

Die Definitionen (1) und (6) können 
hiernach folgendermaßen gedeutet werden 
(Fig. 160): 



Die Dreieckskoordinaten eines 
Punktes P verhalten sich wie die 
mit den Konstanten x,. multipLi^ierten 
Abstände p^ des Punktes von den 
Seiten des Koordinatendreiecks: 
(18) x^:x^:x^=^x^p^:7c^p^:x^Ps. 



Die Dreieckskoordinaten einer 
Geraden p verhalten sich wie die 
mit den Konstanten G^ multiplizierten 
Abstände g,. der Geraden von den 
Ecken des Koordinatendreiecks: 
(18') u^ : Wg : Wg -= C^q^ : C^q^ : C^q^, 



Die Verhältnisse der drei Größen x,., welche die Stelle der in 
§ 28, 6 betrachteten Multiplikatoren vertreten, können bei gegebenem 
Koordinatendreieck mit Rücksicht auf § 28, 6 noch ganz beliebig ge- 
wählt werden. Setzt man z. B. x.= l : sin«,-, so ist x^ = x^p^ (Fig. 161) 
der unter dem Winkel «^ gegen die Seite X,. = gemessene Abstand 
des Punktes P von dieser. 
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9* Übergang von Dreieckskoordinaten zu schiefwinkligen 
Koordinaten. Nehmen wir ein Dreieck, dessen Seite Cg von der 
Ecke E^ einen sehr großen Abstand Pq hat, und dessen Innenwinkel 
bei Eq gleich d" sei (Fig. 162). Liegt im Innern des Dreiecks, so 
sind Pq und für einen innem Punkt P auch p^ p^, P'6 negativ. 
Setzen wir nun in (18): 

_ _ 1 _ 1 

so erhalten wir: 

i>i . Pi..!!, 

sin %• ' Pq 



tAz-t • •*/« • t^Q ~~~ 



sin-d" ' 



Wir lassen nun die Seite e^ zur unendlich fernen Geraden werden 
und bezeichnen den Punkt E^ mit Sl und die von E^ nach E^ und 





-'^K 



Fig. 161. 



Fig. 162. 



E^ laufenden Seiten e^ und e^ mit | und rj. Dann hat für jeden 
endlichen Punkt P das Verhältnis j^g : p^ den Grenzwert 1, während 
— p^ : sin d^, — p^ sin d' die schiefwinkligen Koordinaten |, rj des 
Punktes P in bezug auf das Achsensystem Sl^r; werden (§ 10, 6). Es 
wird somit: 
(19) x^:x^:x^ = ^:rj:l, 

so daß die in (18) definierten Dreieckskoordinaten in die gemeinen 
schiefwinkligen Koordinaten übergehen. 

10. Einführung von Einlieitspunkt und Einheitslinie. Eine 
andre geometrische Deutung der Multiplikatoren, wie die in § 28, 8, 
gewinnt man, indem man neben dem Koordinatendreieck einen Ein- 
heitspunkt Eq = Xq^ y^, ^0, bezüglich eine Einheitslinie e^ = w^, t?Q, s^ 
als gegeben annimmt (Fig. 163). 

Legt man dabei die zweite Definition (12), (13) der Dreiecks- 
koordinaten zugrunde und nimmt: 

Staude, analyt. Geometrie. 9 ^-->. j 
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(20) 



m, 



1 



^i-Jjo^ 



wo X^ und U^ durch Substitution der Koordinaten von E^ und e^ 
in X,. und U^ entstehen, so steilen sich die Dreiecksloordinaten durch 
die rechtwinkligen in der Form dar: 



(21) 



Q^i — ^0 7 



<f^i= U,oy 



i = 1, 2, 3. 



Der Punlct E^ und die Gerade e^ selbst erhalten hiernach die Dreiecks- 

koordinaten: 

(22) Xj^:x^:x^ = 1:1:1, u^:u^ : u^ = 1 :1 : 1, 

worin auch die Erklärung der Namen Einheitspunkt und Einheits- 
linie liegt (vgl. § 7, (12)). 

Da aber nach § 28, 6 die Multiplikatoren m,. und M^ der Be- 
ziehung (14) genügen müssen, so wird nach (20): 



(23) 



JJO . JJO , TJO ^ J_ , 



1 



o 



X/'X,« 

und folgt mit HinbUck auf § 26, (9), wo nach § 25, (1) und (1') X„ 
TJi dieselbe Bedeutung haben, wie hier in (1) und (6): 

Einheitspunkt und Einheitsebene müssen als Harmonikaipunkt und 
Harmonikale in hezug auf das Koordinatendreieck zusammengehören. 

Im Gegensatz zu den Gleichungen (1), 
die von den acht Verhältnissen der neun 
Konstanten a,., &^, c^ (i=l,2, 3) abhängen, 
enthalten die Gleichungen (21) nur die 
sechs Verhältnisse a^ : \ : c,. (die Koordi- 
naten der drei Geraden (2)), daneben aber 
die zwei Verhältnisse 5^^ : J/o • ^o (^^^ ^^^ 
ordinaten des Punktes -E^, vgl. §7,(17)), 
zusammen wieder acht Konstanten (Fig. 163) : 
Das Koordinatensystem der Dreiecks- 
koordinaten ist daher vollkommen hestimmt, 
wenn das Koordinatendreieck und der Einheitspunkt gegeben ist 

11. Beziehung zwischen Harmonikalpiinkt und Harmonikale 
in Dreieokskoördinaten. Schreibt man die nach § 26, (9) zwischen 
Harmonikaipunkt x^, i/q, t^ und Harmonikale u^, v^, Sq allgemein 
bestehende Gleichung (23) selbst in den Dreieckskoordinaten (1) und 
(6), so folgt unter Weglassung des Index 0: 

Zwischen den Dreieckskoordinaten x^, a;,, x^ eines Punktes und 



y 




K 


EfX^yA, 


p 


^-^^lO^fC, 


^-^A^A 


^^E, 


u 


-'"C^ft.'i 


^ 


>a5 



Fig. 163. 
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den DreiecksJcoordinaten u^, u^, u^ seiner Harmonikaie in besieg auf 
das Koordinatendreieek bestehen die Gleichungen^): 

1111, 111 

X. : x^: x^ == — : — : — oder u. :iu :Uo = —-: — : — 
oder u^x^ =» u^X2 = u^x^. 

Dem Einheitspunkte x^, x^, Xq = 1, l ,1 entspricht insbesondere 
die Einheitsgerade u^, u^, u^= l, 1, 1. 

Die Beziehungen (24) bleiben tvie die Gleichung (11) ungeändet-t, 
wenn man unter der Voraussetzung (\^) x^, x^, x^] u^, Wg, u^ durch 
m^x^, m^x^y ^WgiTg; M^u^, M^u^, -SfgWg ersetzt, gelten also für alle bei 
wechselndem Einheitspunkt zu demselben Koordinatendreieek gehörigen 
Dreieckskoordinaten, 

12. Die Dreieokskoordinaten als Abstandsverhältnisse. Die 
Gleichungen (21) können mit Rücksicht auf (17); [IT) auch geschrieben 
werden: 



(25) 



QXi 



Pi" 



(25') 



-. = ?• 



'wo p^P die Abstände des Einheitspunktes von den Seiten (Fig. 164a) 
und qP die Abstände der Einheitsgeraden (Fig. 164b) von den Ecken 




e-ö 




Fig. 164 a. 



(der Faktor Vu^^ + v^^ : Vu^ + v^ 
dreiecks bedeuten. Es ist auch 
Sq = 1 genommen. 

Die Dreieckskoordinaten ' eines 
Punktes P verhalten sich wie die 
Abstände p^ des Punktes von den 
Seiten des Koordinatendreiecks, di- 
vidiert du/rch die entsprechenden Ab- 
stände p^ des Einheitspunktes von 
diesen: 
(26) x^:x,:x^ = ^,:^,:^%- 



Fig. 164 b. 

geht in cf ein) des Koordinaten- 
hier, wie in § 28, 8, tQ= 1 und 

Die Dreieckskoordinaten einer 
Geraden p verhalten sich wie die 
Abstände q. der Geraden von den- 
Ecken des Koordinatendreiecks , di- 
vidiert durch die entsprechenden Ab- 
stände qP der Einheitsgeraden von 
diesen: 
(260 u,:u,:u. = \:^,:%* 

\ J 1 2 3 ^^0 ^^0 ^^0 



9* 
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Diese Auffassung der Dreieckskoordinaten ist von dem Koordi- 
natensystem Oxy nunmehr unabhängig geworden. Die Verhältnisse 
Pi ' Pi sind in der Tat ohne Rücksicht auf die Lage von 0, auf die 
in § 28, 8 noch Bezug genommen wurde, positiv oder negativ, je 
nachdem P und Eq auf gleicher oder auf verschiedenen Seiten der 
Geraden X,. = liegen. Die Abstände p^ und p9 brauchen auch nicht 
mehr senkrecht, sondern nur einander parallel zu sein. Entsprechen- 
des gilt für g,. : q^, 

13. Die Dreieokskoordinaten als multiplizierte Teilungsver- 
hältnisse. 



Legt man durch die Ecke E^ 
des Koordinatendreiecks, in der sich 
die Seiten e^ und e^ schneiden 



(Flg. 165a), eine Transversale t^, 



Nimmt man auf der Seite 6^, 
auf der die Ecken E^ und E^ 
liegen (Fig. 165 b), einen Teilpunkt 




Fig. 165 a 



die den Winkel der beiden Seiten 
in dem multiplizierten Sinusver- 
hältnis: 
/97\ „ *8 3 *8 sin gg \ 

{^V ^1 - ;i7 -ii - «7 • ri^^ 

teilt (vgl. (16)), so ist die Gleichung 
dieser Transversale in laufenden 
Koordinaten x, y, t nach § 18, (14): 
(28) X,- ^1X3 = 0. 
Geht nun die Transversale t^ durch 
einen gegebenen Punkt JP = x,y, t, 
so ist durch diesen das Teilungs- 
verhältnis bestimmt, und zwar: 



(29)- 



i'i-ir 



X.' 



Fig. 165 b. 



7j, der die Länge der Seite in dem 
multiplizierten Sti'eckenyerhältnis 
(vgl. §6,(7)): 

teilt, so ist die Gleichung dieses 
Punktes in laufenden Koordinaten 
u, V, s nach § 20, (3): 
(28') Ü2 - /*i Ü3 = 0. 
Liegt nun der Punkt I\ auf einer 
gegebenen Geraden i? = u, v, 5, so 
ist durch diese das Teilungsver- 
hältnis bestimmt, und zwar: 

(290 
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wo nunmehr in Xg und Xg unter 
X, y, t nicht, wie in (28), die laufen- 
den, sondern die Koordinaten des 
gegebenen Punktes P verstanden 
werden (§ 18, (19)). 

Dann folgt aber aus (29) mit 
Rücksicht auf (1): 



(30) 



^^ = x- 



Die Verhältnisse der Dreieckskoordi- 
naten des Punktes P sind die mul- 
tiplizierten Sinnsverhcdtnisse, nach 
denen die Verbindungslinien t^ t^, 
t^ des Punktes P mit den Eckert E^ , 
E^, E^ des Koordinatendreiecks die 
bezüglichen Winkel teilen (Fig. 165 a), 
also: 



(31) 



'^5 
^1 



sin 63 tj ' 

Bin ea tg 
sin 61 *j ' 



WO nunmehr in U^ und f/g unter 
w, Vy s nicht, wie in (28^), die laufen- 
den, sondern die Koordinaten der 
gegebenen Geraden 2> verstanden 
werden (§ 20, (8)). 

Dann folgt aber aus (29') mit 
Rücksicht auf (6): 

Die Verhältnisse der Dreieckskoordi- 
naten der Geraden p sind die mul- 
tiplizierten Streckenverhältnisse, nach 
denen die Schnittpunkte I\, Tg, T^ 
der Geraden mit den Seiten e^, e^, 
ßg des Koordinatendreiecks die be- 
züglichen Seiten teilen (Fig. 165b), 
also: 



,(31') 



\x^ M, sincg^s 















M, 


_C, 


i\r. 



U, C, E,T, 



Die Lage des Punktes muß zur Bestimmung des Teilungs Verhält- 
nisses (27) noch gegeben sein. 

Bei gegebenen Dreieckskoordinaten x^, X2, x^ sind nach (31) die 
drei Sinusverhältnisse und damit die drei Transversalen t^j t^, t^ be- 
stimmt. Schon zwei von diesen bestimmen im allgemeinen den Punkt 
P als ihren Schnittpunkt. Daß auch die dritte durch P geht, folgt 
aus dem Transversalensatz § 25, (16). 

14* Die Dreieckskoordinaten als DoppelverhSItnisse. Die mul- 
tiplizierten Teilungsverhältnisse von § 28, 13 werden Doppelverhält- 
nisse, wenn man Einheitspunkt und Einheitslinie (vgl. § 28, 10) benutzt. 

Legt man (Fig. 166 a) durch die Ecke E^ neben den Seiten e^ und 
6g eine dritte Gerade t^, die die Ecke E^ mit dem Einheitspunkt E^ 
verbindet und dann eine vierte Gerade t^y die mit den drei andern 
das Doppelverhältnis: 

(82) >H-i;HW) = '^i-^ 

bildet, so ist die Gleichung dieser vierten Geraden nach § 18, (22) 
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in laufenden Koordinaten x, y, t: 

Geht die Gerade durch einen gegebenen Punkt P = x, y, t, so ist 
durch diesen das Doppel Verhältnis bestimmt, und zwar; 

WO nunmehr in X^ und Xj unter x, y, t die Koordinaten des gegebenen 
Punktes P verstanden werden. Dann folgt aber aus (33) mit Rück- 
sicht auf (21): 

(34) 



07. 



Die drei Verhaltnisse der Drei- 
ecksTcoordinaten des Punktes P sind 
die DoppdverJiältnisse, nach denen 
die Verbindungslinien t^, t^, t^ des 




Fig. 166 a. 

Punktes P und die Verbindungs- 
linien t^, t^y t^ des Einheitspunktes 
Eq mit den Ecken des Koordinaten- 
dreiecks die bezüglichen Winkel teilen 
(Fig. 166a): 



(35) 



iTj sin «3 *j sin Cj t^ * 
— = (63^1 ^2^3 ), 



Die 'drei Verhältnisse der Drei- 
eckskoordinaten der Geraden p si'nd 
die Doppdverhältnisse, nach denen 
die Schnittpunkte T^, Tg, T3 der 




Fig. 166 b. 

Geraden p und die Schnittpunkte 
T^, Tg«, T3® der Einheitslinie e^ 
mit den Seiten des Koordinaten- 
dreiecks die beziiglichen Seiten teilen 
(Fig. 166b): 

^(E,E,T,T,o), 
(350 {-^^^^E,E,T,T,o), 

^^^(E,E,T,T,^)/ 
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Diese Deutung der Dreieckskoordinaten setzt nur das Koordinaten- 
dreieck mit EinheitspunM und Einheitslinie voi-aus und ist für Punkt 
und Gerade vollkommen dual. 

15. Frojektion des laufenden Punktes aus einer Ecke auf die 
Gegenseite. 



Die Verbindungslinien t^j t^, t^ 
und ^1^ t/, t^^ der Punkte P und 
■Eq mit den Ecken E^, E^, E^ 



Die Schnittpunkte T^, T^, Tg 
und Ti<>, T3O, Tj^^ der Geraden p 
uüd Sq mit den Seiten e^, e^, e^ 





mögen die Gegenseiten in den mögen mit den Gegenecken durch 
Punkten P^, Pg, Pg und E^®, £2^ die Strahlen p^, p^, p^ und e^^, e^^, 
JBg^ schneiden (Fig. 167a): | 63^ verbunden werden (Fig. 167 b): 

Da die Punktreihe E^, E^jF^,^ Da der Strahlbüschel e^, ^2^ Pif 
E^ zu dem Strahlbüschel ^2? ^s?'^!^ zu der Punktreihe E^^ E^, T^, 
hy h^ perspektiv ist, so folgt nach I\^ perspektiv ist, so folgt nach 



§5,(3): 



§5,(3): 



und daher mit Rücksicht auf (35) und (35'): 



(36) 



E,P, ■ E,E,' 
=^{E,E,P,E,% 



J = iE,E,P,E,°), 
'^^(E.E.P.E.o). 



(360 



sme,^! 8111 6g e^" 



= {e^e^Pte^^), 
« {e^e^p^e^ ), 



und hieraus im Hinblick auf § 7, (11); (11^) und § 8, (4): 



Sind x^, x^, rCg die Breiecks- 
koordinaten des Punktes P und he- 



Sind u^, u^, 1*3 die Dreiecks- 
koordinaten der Geraden p und he- 
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§ 28, 16—17. 



deuten p^, p^, p^ und e^, e^, e^ 
(Fig. 167 b) die Strahlen^ die die 
Sehnitipunkte von p und e^ auf den 
Seiten e^, e^, e^ mit den Gegenecken 



deuten P^, P^, Pj und E^^, E^^, 

E^ (Fig. 167 a) die Funkte, in denen 

die Verbindungslinien von P und 

Eq mit den Ecken E^, E^, E^ die 

Gegenseiten schneiden, so sind x^y verbinden, so sind u^, u^; u^, u^; 

x^; iTa, x^; x^, x^ die Zweiecksko- H^, u^ die Zweiseiiskoordinaten der 

Strahlen p^^, p^j p^ in bezug auf 
die Zweiseite e^e^, e^e^, e^e^ und 
die Einheitsstrahlen e^^, e^, e^. 



«'S? •*'!> 



«'ij 



ordinaten der Punkte P^, Pg, P3 
in bezug amf die Zweiecke E^E^, 
E^E^j E^E^ und die Einheitspunkte 
E,", E,'', E,o. ! 

16* Funkte auf einer Seite und Strahlen durch eine Eoke des 
Koordinatendreiecks. Aus § 28, 16 geht weiter sofort hervor: 

Für alle Punkte x^, x^, x^ eines \ Für alle Strahlen %, u^, u^ eines 

durch die Ecke E^ gehenden Strahles auf der Semite e^ liegenden Punktes 

ist das Verhältnis x^ : x^ konstant \ ist das Verhältnis u^ : Wg konstant 

Insbesondere gibt die Annahme P = P^ und p = p^ in § 28, 15 

die Sätze (vgl. §28,7): 



Für einen Punkt x^, x^, der 
Seite 63 sind x^, x^ zugleich die 
Zweieckskoordinaten in bezug auf 
^,£,£3« (Fig. 167a) (vgl. §10, 2). 



Für einen Strahl u^, u^, der 
Ecke E^ sind u^, u^ zugleich die 
Zweiseitskoordinaten in bezug auf 
616,63» (Fig. 167b) (vgl. §23,2). 



17. Beziehung der in g 28, 14 und 15 benutzten festen Funkte 
und Strahlen. 



Wie der Einheitspunkt E^, sind 
auch., seine Verbindungslinien t^, 
t^^, t^^ mit den Ecken E^, E^, E^ 
und deren Schnittpunkte E^^, E^^, 
E^^ (Fig. 167a) mit den Seiten e^, 
^2, ßg feste Bestandteile des Koordi- 
natensystems. 



Wie die Einheitsgerade e^, sind 
auch ihre Schnittpunkte T^^ T^^, 
Tq^ mit den Seiten e^, e^, e^ und 
deren Verbindungslinien e^^, 6^^, e^^ 
(Fig. 167b) mit den Ecken E^, E^, 
E^ feste Bestandteile des Koordi- 
natensystems. 

Zur Vereinfachung sind diese Bestandteile in Fig. 167 a und 
167 b unabhängig voneinander dargestellt. Um sie in ihrer ver- 
einigten Lage zu übersehen, kann man § 26, Fig. 151 benutzen, in- 
dem man die dortigen Bezeichnungen: 

Pqj Poi h) ^; ^37 \} hj h't -^u ^2? ^8? -^1? ^2? ^3 
bezüglich durch: 

TP, p, /o /o #0. pO pQ pO. r^o T?o x^o. 7^0 7^0 7^0 

ersetzt. Damit folgt aber aus § 26, 3 (Fig. 167 a und 167 b). 
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Die auf den Seiten e^y e^ und 
<?3 liegenden Punktpaare E^, T-^; 
E^^y Tg^ und J?3^, T^^ sind har- 
monisch zu den hezüglichen Ecken- 
paaren E^, E^; ^3, E^ undE^, E^. 



Die durch dSe Ecken E^, E.2 
und JBg gehenden SiraMenpam-e e^, 
t^; e^, t^^ und e^, t^ sind hßf-- 
manisch zu den hezüglichen Seiten- 
paaren e^, e^; e^, e^ und e^, e^. 



Daher haben die am Schluß von § 28, 16 genannten Koordinaten- 
systeme E^E^E^ und e^e^e^ die § 8, 3 erwähnte Lage zueinander. 

§ 29. Gleichungen von Geraden und Punkten in Dreieckskoordinaten. 

1. Die Bedingung der vereinigten Lage. Beim Übergang von 
den homogenen gemeinen Koordinaten x^ y, t und u, v, s zu den Drei- 
eckskoordinaten x^j x^, Xq und Wi, «2, u^ findet nach §28, (5) die 
Beziehung statt: 

ux -{- vy -]- st == u^x^ + u^x<^ + WgiTj. 

Mit Rücksicht auf § 22, (5) folgt daher die für den Zusammenhang 
zwischen Punkt- und Linienkoordinaten wesentliche Eigenschaft: 

Ein Punkt und eine Gerade mit den Dreieckskoordinaten x^, x^, 
x^ und u^j u^y 1*3 liegen immer dann und nur dann vereinigt, wenn: 

3. Die Gleichungen der Geraden und des Punktes. Je nach- 
dem man daher u^, u^, u^ als fest und rTi, X2y x^ als veränderlich 
ansieht oder umgekehrt, ergeben sich die beiden Hauptsätze (§ 22, 3): 
Sind u^y Mg, Mg die Koordinaten \ Sind x^, x^, x^ die Koordinaten 
einer Geraden, so ist^^): eines Punktes, so ist: 

(2) u^x^ + u^x^ + li^x^ = (2') x^u^ + x^u^ + x^u^ = 

die Gleichung der Geraden in lau- , die Gleichung des Punktes in laufen- 
f enden Punktkoordinaten x^, x^, x^, den Linienkoordinaten u^, u^, u^. 

Umgekehrt sind die Koeffi- 1 Umgekehrt sind die Koeffi- 
zienten der Gleichung (2) einer zienten der Gleichung (2') eines 



Geraden zugleich deren Koordi- 
naten. 



Punktes zugleich dessen Koordi- 
naten. 



3* Verkürzte Gleichungen von Geraden und Funkten. Die 

Koordinaten x^, x^, x^ = 0, 0, 1 der Ecke E^ (vgl § 28, (15) und 
Fig. 159) genügen immer dann und nur dann der Gleichung (2), wenn 
W3 = ist. Also (vgl. § 19, 6): 



Eine Gerade geht immer dann 
und nur dann durch die Ecke E^ 



Ein Pu/nkt liegt immer dann 
und nur dann auf einer Seite e^ 
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des KoordinatendreieckSj wenn ihre 
Gleichung die Form hat: 
(3) u^x^ -\- u^X2 = 0. 



des Koordinatendreiecks, wenn seine 
Gleichung die Form hat: 

(3') X^U^ + ^2^2 == ^• 



Hieran schließen sich unmittelbar in Übereinstimmung mit § 28, 16 
die Bemerkungen (Fig. 168 a und b): 





/XrO) 



E/u,'i» 




Fig. 168 b. 



Fig. 169. 



Die Verbindungslinie eines be- 
igen Punktes x^y x^, x^ mit der 
Ecke E^ hat in laufenden Punkt- 
koordinaten die Gleichung: 

(4) Xj^: X2 = Xj^ ' "^^ 






Die Gleichungen der drei Seiten 

%? ^2? ^3 sind (Fig. 169): 

(5) x^ = 0, X2 = 0, x^ = 0. 



Der Schnittpunkt einer beliebigen 
Geraden u^^, u^^, u^ mit der Seite e^ 
hat in laufenden Linienkoordinaten 
die Gleichung: 

(4') u^\U2 = u^ : u^. 

Die Gleichungen der drei Ecken 
E,, E„ E, sind (vgl. §22,9): 

(5') u^ = 0, Mg = 0, M.3 = 0. 



4. Identität zwischen den linken Seiten zweier Gleichungen. 

Der Umstand, daß die Verhältnisse der drei Dreieckskoordinaten eines 
Punktes oder einer Geraden in umkehrbar eindeutiger Beziehung mit 
dem Punkte oder der Geraden stehen (vgl. § 28, 2; 4) findet wiederum 
(vgl. §24, 1) seinen Ausdruck in den Sätzen: 



(6){ 



Die beiden Geraden: 



=0, 



Xi= Wi^i)a;i+ M2(%2+ ^3(^)0:3= 0, 



faUen immer dann und nur dann 
zusammen, wenn eine Identität von 
der Form: 



(7) kX+k^X^ 

besteht. 







(6') 



Die beiden Punkte: 
ü= x^u^ + x^u^ + X^U^ 



=0, 



U^^x^^')u^+X2^')u+x^^^)u^^0, 



fallen immer dann und nur dann 
zusammen, wenn eine Identität von 
der Form: 



(7') 
besteht 



kU+k^U^^O 
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5. Unterdeterminanten aus den KoeffiEienten der Gleichungen 
zweier Geraden oder zweier Punkte. Dieselben Sätze können auch 
so ausgesprochen werden (Anm. 1, II, (9)): 

Die beiden Geraden (6) fallen, Die beiden Punkte (6') fallen 
zusammen, wenn die Matrix der zusammen, wenn die Matrix der 
Koeffizienten verschwindet, also: ^Koeffizienten verschwindet, also: 



(8). 



Wi 



u. 



(1) 



WgC^) 



Ji) 



= 0. 



1(8') 



OCi 



X. 



a;/^) X, 



.(1) 



Ji) 



0. 



Man könnte die Bedingungen (8) Man könnte die Bedingungen (8') 
als die Gleichungen der Geraden \ als die Gleichungen des Punktes 
^i'^\ ^2^^\ ^3^^^ *^ Dinienkoordinaten ! x^^^\ x^^^\ x^^^^ in Punktkoordinaten 
^1» ^; ^8 bezeichnen (vgl. § 29, x-^, x^, x^ bezeichnen (vgl. § 29, 

j (13')), da sie mit: 



(9) 



ipM, = MiW, 



QXi = XTy-\ pXj = X^ 
QX^ 

gleichbedeutend sind, 



(9') (^ 



= V'> 



(13)), da sie mit: 

^^8 = ^3^ 

gleichbedeutend sind (vgl. § 29, 
(18)). 

Ist die Bedingung (8) nicht; Ist die Bedingung (8') nicht 
erfüllt, so haben die beiden Ge- \ erfüllt, so bestimmen die beiden 
raden (6) einen Punkt gemein, und ! Punkte (6') eine Verbindungslinie, 
die Unterdeterminanten: i und die Unterdeterminanten: 



(10) 



.w 



J-g = I 



i u,W 



u^W 



u,W\ 



«2 



(10') 



sind dessen Koordinaten. 



«2 = 



M, = 



x,W 



X,W 



x,W 



a;/') 



x,^'^ 



sind deren Koordinaten, 



6. Identität zwischen den Oleiohnngen von drei Geraden and 
drei Punkten. In derselben Weise, wie § 24, 3, gelten die Sätze: 



(11) 



Die drei Geraden: 

X = u^x^ + u^x^ 

+ WjiCa =0, 
Xi =- u^^^'^x^ + u^^'^^x^ 

+ u,^'^x, ^ 0, 
Xj = u^^^^x^ + u^^^^x^ 

+ <'^x, - 



(110 



Die drei Punkte: 

ü = XiU^ + x^u^ 

+ ^s% =0, 

U^^x^^^^u^ +Xi^^\ 

+ x,^^\ = 0, 

ü, « x^^^^u^ + aJa^Mj 

+ x^(')u, - 
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gehen durch einen Punkt, wenn eine 
Identität von der Form: 

(12) XX + k^X^ + k^X, = 



liegen auf einer Geraden^ wenn eine 
Identität von der Form: 

(12') AJJ+zliüi + XgOj^O 



besteht. besteht. 

7. Determinante der Gleichungen von drei Geraden und drei 
Punkten. Dieselbe notwendige und hinreichende Bedingung kann^ 
wie in § 24, 4-, in die Form gekleidet werden (vgl. %22y 7): 

Die drei Geraden (11) gehen Die drei Punkte (ll') liegen auf 
durch eitlen Punkt, wenn die De- , einer Geraden, wenn die Determi- 
terminante der Koeffizienten ver- nante der Koeffizienten verschwindet, 
schtvimkt, also: also: 

\ Hj^ li.^ «3 ' Xi a:2 ^Tg ' 

(13) JV'^ iV'^ ^3(^^ = 0. (13') V'^ ^2^'^ -^3^'^ =0. 



U,^^) «3(2) ^^(2) ;^^(2) ^^(2) ^J2) 



-y" ' 



Dies ist zugleich die Gleichung i Dies ist zugleich die Gleichung 
des Schnittpunktes der beiden Ge- . der Verbindungslinie der beiden 
raden u^^'^\ u^^'^\ u^^^^ und u^^% u^^^\ ! Punkte x-^^'^\ x^'^\ x^^^^ und x^^^\ 
«g^*) in laufenden Linienkoordinaten ' X2^^\ x^^^^ in laufenden Punktkoordi- 
Mj, U2, u^' \naten x^, x^, x^. 

8. Die Gleichung des Strahlbüschels und der Punktreihe. 
An die Identität (12) knüpft sich wiederum die Darstellung des 
Strahlbüschels. Die fundamentale Beziehung § 29, 1 gibt auf zwei Ge- 
rade mit den beiderseitigen Koordinaten u^, t\, s^; u^^^\ u^^'^\ u^^^ und 
"2? ^2? ^2 5 '^h^^\ ^'2^*^ "jj^*^ angewendet: 

u^x + v^y + sj= H^^^^Xi + «V^^^Tg + u^^^^x^j 

«2^ + ^iy + ^2* = "l^^^-^l + "2^^^^2 + ^h^^^^B] 

damit folgt aber auch die Übertragung der Sätze § 22, 10 auf Drei- 
eckskoordinaten: 

Sind: Sind: 

Ui = x^^^hi^ + x^^^^u^ 

+ x,^')u, = 0, 

+^x,^'^u, = 

die Gleichungen der beiden Grufid- die Gleichungen der beiden Grund- 
strahlen g^, g^ eines StrahJbiischels, punkte G^, G^ einer Punktreihe, so 
so ist die Gleidmng des laufenden ist die Gleichung des laufenden 
Strahles p des Büschels: ; Punktes P der Reihe: 



(14) 



+ «.<%, = 0, 
Xj = «iWa-, + MjWxj ' ^ ^ 



Digitized by 



Google 



§29, 


9—10. 






x^, x^^, x^^ ein zur Be- 


hier ist u^^, Wg®, u^ 



141 



cme ;8rMr JBe- 



(15) 

hier ist 

Stimmung des Einheitsstrahles g^ Stimmung des Einheitspunktes Gq 
gegebener Punkt, sind X^®, X^^ die | gegebene Gerade, sind U-^, U^ die 
für ihn gebildeten Ausdrücke X^,\für sie gclnldeten Ausdrücke U^, 
X^ und bedeutet fi das Doppelver- \ U^ und bedeutet ^ das Doppelver- 
hältnis: hältnis: 

(16) ii-is,9,pg,). . (16-) ti = {a,G,PG,). ■ 

Die Gleichung (15) enthält nur die Verhältnisse je der Koordi- 
naten Wi(i), Mj(i), iig^i); w/2), u^^^\ Wj^^); Xi^, x^^, V ™d. ^u ^27 ^s- 

Kommt es nicht auf die genaue Feststellung der Bedeutung von 
IL an, so kann man (vgl. §22,(23); (23')) die Gleichungen (15) und (15') 
auch in der kürzeren Form schreiben: 

(17) Xi-,tX, = 0, 1(17') U^-iiU^ = 0. 

Euer ist nun ^ scMechthin das multiplizierte Teilungsverhältnis, nach 
dem der Strahl p den Winkel von g^, g^ oder der Punkt P die 
Strecke ö,, G^ teilt. 

9. Parameterdarstellung im StrahlbÜBchel und auf der Funkt- 
reihe. Im Anschluß an (17) und (17') kann man die Sätze von 
§ 29, 8 auch so aussprechen (vgl. § 22, 11): 



Sind u^^'^\ Mj(^), Wg^^) und u^ 



(2) 



Sind x^^^\ x^^^\ x^^^^ und x^ 



(2) 



u^^^\ Mg^*) die Koordinaten der beiden x^^\ x^^^^ die Koordinaten der beiden 
GrundstraMen eines Strahlbüschels, \ Grundpunkte einer Punktreihe, so 



so sind die Koordinaien des laufen- 
den Strahles des Büschels mit einem 
Proportionalitätsfaktor q in der 
Form darstellbar: 

(18) 



QU^ = WgW 



f^V^ 



pWj = Ms(^) 



flU^ 



(2) 



sind die Koordinaten des laufenden 
Punktes der Reihe mit einem Pro- 
portionalitätsfaktor Q in der Form 
darstellbar^^): 



(18') 



Q^2 






(IX^ 



(2). 



QX^ = ^^3(1) - (IX^^^\ 



Die Elimination von q und fi gibt wieder die Bedingung (13) und (13'). 
10» Das Dreieck und die Determinante aus drei Geraden. 
Drei durch die Gleichungen: 

I ^1 = «11^1 + «12^2 + 0^18^8 = 0, 

(19) Xg = a^^x^ + a^^x^ + a^^x^ = 0, 



Xj = a^^x^ + a^^x^ + a^^x^ = 
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§ 30, 1. 



gegebene Gerade bilden die Seiten eines Dreiecks ^ wenn die Deter- 
minante (§ 24, 6): 

j «u »12 «18 i 

(20) A = \ a^i 022 ^Ys j 

I »81 »88 »88 '. 

nicht verschwindet. Die Gleichungen der Ecken sind dann nach (10): 
Z7i = ^11 w^ + Ä^^u^ + J.13W3 = 0, 

(21) Ui = ^21^1 + Ai^9 + ^s^h = 0, 
U3 = ^31 «*i + ^32^2 + ^33^8 = 0, 

WO die Koeffizienten A^^ die Unterdeterminanten zweiten Grades von 
Ä sind. 

Verschwindet die Determinante Ä, so gehen die drei Geraden 
(19) nach (13) durch einen Punkt, der durch jede der drei Glei- 
chungen (21) dargestellt wird (Anm. 1, II, (7)). 

Verschwinden auch alle Unterdeterminanten J.^^., so fallen die 
drei Geraden (19) nach (8) in eine zusammen, die durch jede der 
Gleichungen (19) dargestellt wird (Anm. 1, II, (8)). 



§ 30. Die Transformation der Dreieckskoordinaten. 

1. Allgemeine Form der Transformationsformeln.^^) Zwischen 
den homogenen gemeinen Koordinaten x, y, t eines Punktes in bezug 
auf das Achsensystem Oxy und seinen Dreieckskoordinaten x^ x^, x^ 
in bezug auf das Koordinatendreieck E^E^E^ bestehen die Glei- 
chungen § 28, (1) und (4). Zwischen x, y, t und den Dreieckskoordi- 
naten t/i, ^2? Vz i^ bezug auf ein anderes Koordinatendreieck J^J^J^ 

(Fig. 170) bestehen dieselben Glei- 
chungen mit entsprechend geänderten 
Koeffizienten. Man hat daher unter 
andern die Beziehungen: 

QX^=^a^x + \y + c^t, 

QX^ = a^x + \y + c^t^ 

QXj^^a^x + h^y + c^t, 

ax = -4i>i + A^y^ + ^3>3, 

6y = Bi>i + J?2>2 + ^8>3? 

6t^C^y^+ C,'y,+ C,'y,, 

Durch Substitution der Ausdrücke für rr, y, t in die Ausdrücke für 
^i; ^2; ^8 erhält man zwischen x^, x^, x^ und y^, y^, y^ Gleichungen 




Fig. 170. 
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von der Form (vgl. § 8, (11)) j 

(1) 9^2 = ^21^1 + ^22^2 + ^23^3, 

9^3 = ^81^1 + ^822^2 + ^332/3 • 

Zwischen den Dreieckskoordinaten eines Punktes in hezug auf zwei 
verschiedene Koordinatendreieokc bestehen also jedenfalls Gleichungen 
von der Form (1)>*) 

Da sowohl die Verhältnisse der x^, x^, x^ als auch die der y^, 
y^y 2/3 nach § 28^ 2 in umkehrbar eindeutiger Beziehung zu dem 
Punkte Xy y, t stehen, müssen die Gleichungen (1) auch nach den 
Verhältnissen der y,, y^, y, eindeutig auflösbar sein. . Daher ist die 
Determinante: 

Cii Cia C-t\ 



(2) 



C = 



^21 



^81 



^12 
^22 
^82 



^18 
^23 
^88 



= C, 



kl I 



+ 0. 



2» Die Elemente des neuen £!oordinatensyBtems bei gegebenen 
Koeffisienten c^,. Wir stellen uns die auf das Dreieck E^E^E^ be- 
zogenen Koordinaten x^, x^, x^ als die ursprünglichen (alten) Koordi- 
naten vor und denken uns, jetzt ohne Vermittlung der rr, y, ty die neuen 
Dreieckskoordinaten y^, y^, y^ durch die Gleichungen (1) mit ge- 
gebenen und der Bedingung (2) entsprechenden Koeffizienten c^j^ ein- 
gefahrt. 

Die Gleichungen (1) geben dann unmittelbar die alten Koordi- 
naten x^y x^y x^ eines Punktes an, dessen neue Koordinaten y^, y^, y^ 
bekannt sind. Nun haben die Ecken «7^, J^, J^ und der Einheitspunkt 
Jq des neuen Koordinatensystems die Koordinaten (§ 28, (15); (22)): 

yi;^, 2/3=1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,1,1. 
Bezeichnen wir daher ihre alten Koordinaten mit: 



(3) 



iX^y X^y X^ 



xA x,('\ x,(^); 



•*'l > »^2 7 **'3 > 



SO ist nach (1) (vgl. § 8, (13)): 
(4) {' 

(p) X^ 1X2 IX^ = Cjj -f- Cj2 "1 ^13 • ^l I ^22 "i ^23 • ^31 ~r ^32 1 ^88 ' 



\x,^'^:X2('):x^^') ^ c,,:c,,:cs,', 



x^^'):x,^'):x^(')-^ 



Ci2 ' ^22 • C32 ; 



x^^^):x,^'):x^^^^=^c^^:c,^:c^y 



Bei gegebenen neun Koeffizienten c^, sind die Eckpunkte und der 
Einheitspmkt des neuen Koordinatensystems vollkommen bestimmt. 
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Infolge der Voraussetzung (2) liegen keine drei dieser vier Punkte 
in gerader Linie, da (§ 29, (13')) die Determinante der Koordinaten 
von je drei solchen Punkten nach (4) und (5) immer den Wert C 
hat (Anm. 1, IV, 4). 

3. Die Eloeffizienten Cj^^ bei gegebenen Elementen des neuen 
Koordinatensystems. Ist umgekehrt das neue Koordinatensystem 
durch die Koordinaten (3) der vier Punkte «T'i, Jg, Jg, Jq gegeben, so er- 
hält man zuerst aus (4) mit drei unbestimmten Faktoren w^, n^, n^: 



(6) 



und danach aus (5) mit einem Proportionalitätsfaktor n^ die Glei- 
chungen: 



Cii = n,x,W, 


C2I = »1^8^^ 


C31 = n^x^W. 


Cij = WgXi«^', 


c,8 = Wja;,(«), 


Cgi, = Wga;,«*); 


''i3 = «8a^/'\ 


C38 = «»a^a*", 


C83 = »»sa^s^"' 



(7) 



n^x^^^^ + n^x^^^^ + n^x^^^) = n^x. 



QJU^ , 



n^X^^^) + ^2^3^^^ + ^8^3^*^ = %X^ 



aus diesen ergeben sich n^, Wg, Wg bis auf einen Faktor n^ eindeutig und 
alle drei von verschieden, da von den vier gegebenen Punkten 
Ji, «7^, Jg, Jq keine drei in einer Geraden liegen dürfen (vgl. §29, (13')). 
Danach sind also die neun Koeffizienten Cj^, aus (6) bis auf einen 
gemeinsamen Faktor n^ bestimm t.^^) 

Bei gegebenen Eckpunkten und Einheitspunkt des neuen Koordi- 
natensystems sind die neun Koeffizienten Cj^^ ihren acht Verhältnissen 
nach eindeutig bestimmt. 

Ihre Determinante ist nach (6): 

I ^H I = ^i^n^ I ^/^ I + 0. 
4. Die Umkehr der Transformationsformeln (1). Indem wir in 
den Gleichungen (1) den Faktor q nicht ausdrücklich schreiben, haben 
wir statt ihrer, ausgeschrieben oder zusammengefaßt: 

^1 = ^ll2/l + ^12^2 + ^182/3 3 

(8) x^ = Cgi^i + Cgg^a + ^23^3 ; % = ^ ^*^^'' 

^B ^ ^ZlVl + ^32% + ^332/3 Ä; = 1 2 3 

Durch Auflösung (Anm. 2, II, (2)) nach y^, y^, y^ ergibt sich hieraus: 

GVl =- C'u^i + C^2i^2 + ^31^3 3 

(9) I Gy^ = (^n^^ + ^22^2 + ^32^3 ; C% = ^* C;,a;^, 

^Vs ^^ ^18^1 I ^23*^2 ' ^33^8 



i= 1,2,3, 
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WO die Koeffizienten (7^j die Ünterdeterminanten der Determinante 
C sind. 

Der für die Verhältnisse «/i : ^2 • Vz bedeutungslose Faktor C soll 
nur stehen bleiben, damit die Gleichungen (9) die genauen Auf- 
lösungen der Gleichungen (8) sind. 

Von jenen gelangt man auch durch Auflösung nach x^, x^y x^ 
zu diesen zurück (Anm. 1, II, (4), (5)), so daß ebensogut die Gj^^ wie 
die c^j als gegeben betrachtet werden können. 

5. Die Transformation der Linienkoordinaten. Sind u^, u^^ u^ 
die Koordinaten einer Geraden im alten System E^, E^, E^] E^j so 
ist (vgl. § 21, 2) die Gleichung der Geraden nach § 29, 2: 

Durch die Substitution (8) erhält man nun: 

(10) u^x^ + u^x^ + WgO^s = v^y^ + v^y^ + v^y^, 
wo die Koeffizienten die Werte haben: 

(11) t?2 == c,^u^ + ^22^2 + C32W3 ; t;, = ^^c^i^hy 

^8 ^^ ^13^1 + ^23**2 + ^88^3 Z = 1 2 3 

Die Gleichung der Geraden wird daher im neuen System: 

^1^1 + «^2^2 + ^3^3 = 0, 

und folglich sind nach § 29, 2 v^, v^, v^ ihre neuen Koordinaten. 
Umgekehrt folgt aus (11): 

fCwi = Cii??i + C'i2t;2 + C^13^3 3 

(12) GU^ = G^^V^ + (722 ^2 + ^28«^3 i ^^ = ^ ^^kl^r 

1 Gu^ = G^^v\ + Cggi^a + G^^v^ ]c=.l 2 3. 

6. Bedeutung der Koeffizienten der Transformationsformeln. 
Ebenso wie sich aus (1) die Darstellung (4) der Koordinaten der 
Ecken des neuen Koordinatendreiecks ergab, folgen aus (12) mit 
^17 ^2? ^3 = 1? ö; 0? ^j ^f ^5 ö; ^y ^ ^^® Koordinaten von dessen Seiten. 
Weiter aber liefern die Gleichungen (9) und (11) in entsprechender 
Weise die Koordinaten, welche die Ecken und Seiten des alten Drei- 
ecks in bezug auf das neue haben. Indem wir von den Einheits- 
punkten absehen, stellen wir das Ergebnis in dem Satze zusammen: 

Für den Übergang von einem alten Koordinatensystem x^, x^, x^-^ 
u^y u^y u^ zu einem neuen y^, y^j y^] v^, v^, v^ gelten die zusammen- 
gehörigen Transformationsformeln (8), (9), (11), (12) und sind: 

S t a u d e , analyt. Geometrie. 10 
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(13) 



x^ i X2 ix^ =*' Cjj : Cgj 



= c< 



13 • ^23 



^31 



*^82 



^88 



^1 : «*2 : 1^3 



Wo = (7,1 : CL. : Co, 



^11 



^82 



a 



38 



rfie ai^ew Koordinaten der neuen Ecken und Seiten und: 



(14) 



== Cji : C^ 



^28 



^81 • ^82 • ^8 






die neum Koordinaten der alten Ecken und Seiten (vgl. § 8, (15); (16)). 

Zusammengehörig nennen wir die Transformationsformeln auch 
mit Rücksicht darauf, daß (9) und (12) die Auflösungen von (8) und 
(11), und (8) und (12) durch die Identität (10) miteinander verknüpft 
sind (Anm. 1, II, (6)), während an sich jede Gruppe von drei Koordi- 
naten Xi, Xj, x^'^ y^, y^, 2/3; u^y Wg, u^] v^^ r,, ^3 je um einen gemein- 
samen Faktor unbestimmt bleibt. 

7. Transformation der gemeinen Koordinaten. Bei zwei recht- 
winkligen Koordinatensystemen Oxy und Cfx'y sind in der Bezeichnung 
der Fig. 171 die alten Koordinaten der neuen Ecken J^, J^, J,: 

^11 • ^1 • ^81 = fl^x • ^1 • ^5 ^12 * ^2 • ^82 ^™ ^2 • ^2 • ^5 ^18 • ^3 • ^83 ^^ *^0 • J^O • ■'• 

und die neuen Koordinaten der alten Ecken E^, E^, E^: 

^U-^12-^13 = ^l-^2-05 ^2l'^22-^28 = ^l'*2-^5 ^81 * ^82 • ^8 = ^0 'yO'^' 

Daher sind die Formeln § 23, (1), (2), (3), (4) spezielle Fälle bezüg- 
lich der hier betrachteten Formeln (8), (12), (9), (11); die Bezeichnung 






y 




JfUhQ 



^^^0=x^yj 



^.=0-<^jl 



-3:?lV- 







Fig. 171. 



Fig. 172 



^i; ^2; ^8; ^if ^2? ^s; yi7 y^y yz\ ^u ^i, ^s ^^^^ entspricht der Be- 
zeichnung Xy y, ^; u, Vy 5; x\ y\ f] u, v\ s' dort. Der Einheitspunkt 
Jo(oo' :y :f =1:1:1) hat dort die alten Koordinaten ic:y:^ = ai -f a^ 
-f a^o : 6i + 62 + yo • 1- 
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8. Einführung der Koordinaten der neuen Ecken und Seiten 
in die Transformationsformeln. Indem wir die Proportionalitäts- 
faKtoren w^, Wg, Wj der Formeln (6) in XjP-\ Xj^^\ Xj^^^ aufnehmen, 
geben wir dem erhaltenen Resultate auch folgende Gestalt (§ 8, (17)): 

Der Übergang von den auf das Dreieck E^E^E^ (Fig. 172) he- 
züglidien Koordinaten Xj^, Uj^ zu den auf das Dreieck J^J^J^ bezüg- 
lichen Koordinaten y^, v, wird durch die zusammengehörigen Transfor- 
mationsformeln vermittelt: 



(15) 


1 


Je =1,2, 3, 


(16) 


8 

1 


Ä = l,2,3, 


(17) 


8 

1 


^=1,2,3, 


(18) 


3 


Z= 1,2,3. 



Sier sind Xj^^ die Koordinaten des neuen Eckpunktes J, und m^C' 
die Koordinaten der neuen Seiten i,. Zmschen beiden bestehen die Be- 
ziehungen (§ 29, (10); (10'); Anm. 1, II, (2); (5)): 



(19) 



«,« = 



a;,«« 
J'.) 






Sxjf) = 



M.('.) 






wo ÄÄjÄj und ll^l^ je die Fermutationen 123, 231, 312 durchlaufen, 
und (Anm. 1, II, (4)): 



(20) 



S- 



(») 



a;/*^ x^^*^ x^ 
a;,<') a!s,W a;g<») 



x,(') 



.T,(«) 



^,<»> 



S« 






MjVV Wj' 



m/) j,j(») 



M,W 



,(») 



9. Identische Eovarianten. 



«,<») M,(» MjW 

Nach dem Multiplikationstheorem 



der Determinanten (Anm. 1, V, 2) geht aus (8) für irgend drei Punkte 
^i; ^2? ^^\.^i^^\ ^2^^^ ^8^^^; ^1^% ^2^^^7 ^3^^^ (diese nur für §30,9 ge- 
brauchte Bezeichnung hat mit der in (3) nichts zu tun) hervor (vgl. 
§ 8, (21)): 



(21) 



x^ 


x^ 


x^ 




x^(') 


x^('^ 


a:s<^' 


= C 


Xj««) 


a;,(«) 


^3<'> 





Vi y% y» 



.(1) 



y^'^' yi'^' Vi 



(1) 



y/*> ^2' 



,(«) 



.%' 



,(1) 

(8) 



und entsprechend aus (12) für drei Gerade. Es folgt daher: 

10» 
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Die Determinanten: 



(22) 



(22-) 



a;a^i)a^«) | = | x^W iCg^D a;,<») 



a:i(») 



„wWmW I = 



Mg 






(!) 



«,<*) 



ändern sich, me auch die drei Punkte oder Geraden gewählt werden 
mögen, heim Übergang von einem Koordinatendreieck zu einem andern 
nur um den Faktor C (die Substitutionsdeterminante), bezüglich 1 : C. 
Sie heißen identische Kovarianten der Transformation.^^) 

Ihr Verschwinden bedeutet nach § 29, 7 bezüglich, daß die drei 
Punkte in gerader Linie liegen, und daß die drei Geraden durch einen 
Punkt gehen. 

Ferner ist auch der Ausdruck: 



(23) 



u^x^ + u^x^ + u^x^ 



eine identische Ko Variante, da er, gebildet für irgend einen Punkt 
und irgend eine Gerade, nach (10) bei der Transformation ungeändert 
bleibt. 

Mit Rücksicht auf § 29, (10'); (10) kommt er auf die Determi- 
nanten (22) und (22') zurück. 

10. Übergang von den TransformationBformeln auf die Para- 
meterdarstellungen. Die Transformationsformeln (15) und (16) 
können auch als Parameterdarstellungen der alten Koordinaten x^, %, 
x^ oder u^, w^, u^ der Punkte oder Geraden der Ebene betrachtet 
werden. Die Parameter y^, y^, y^ oder v^, Vg, v^ bedeuten dann selbst 
Dreieckskoordinaten in bezug auf das Dreieck der drei Punkte x^'^\ 
x^^\ a;(») oder der drei Geraden u^^\ u^^\ «i(») (Fig. 172). 

Für die Punkte der Seite ig des neuen Dreiecks ist nun nach 
§ 28, 16 yg = 0, während y^, y^ Zweieckskoordinaten auf der Seite ij 
werden. Daher folgt: 



Ist eine Gerade durch zwei 
Funkte J^ = x^^^\ x^^^\ x^^^'^ und 
J,-x,^'W'W'^9egeben(FigAlSB.l 
so stellen sich die Koordinaten x^, 
x^, x^ ihres laufenden Funktes in 



Ist ein StraUbüschd durch zwei 
Gerade i^ =» u^^^\ u^^^\ Wg^^^ und 
i^ ^u^(^\u^(%u^(^)gegeben (Fig. 173b), 
50 stellen sich die Koordinaten u^, 
Wg, Wg seines laufenden Strahles in 



Digitized by 



Google 



§ 30, 11. 



149 



bezug auf das Dreieck E^E^E^ 
mittels der Formeln: 

(24) \QX,^x,^')y, + x,^')y, 







hezug auf das Dreieck E^E^E^ 
mittels der Formeln^): 

QUi= u^^^h^ + V*^^2 
(24') \qu, = u,^'\ + u,('\ 

(jWg = u^^^\ + u^^^h^ 




Fig. 173 a. 



Fig. 173 b 



durch die Zweieckskoordinaten y^,^ durch die Zweiseitskoordinaten i\, 
y^ desselben Punktes in bemg auflv^ desselben Strahles in beziig auf 
das Ztveieck J^J^ dar.- [das Zweiseit i^i^ dar. 

11. Übergang von den Transformationsformeln auf die Iden- 
titätensätze. Wir denken uns in den Formeln (lö), wo wir links 
wieder den Proportionalitätsfaktor q hinzufügen: 

^^2 = x^^'^y^ + x^^^)y^ + ^2(8)1/3 



(25) 



\qX^ = ^S^^Vl + ^3^^V2 + ^^^^^3 



unter y^, y^y j/g bestimmte Werte, so daß x^, x^, x^ ebenso wie x^^^\ 
x^^^\ ^s^^^j ^\^^\ ^i^^\ ^z^^^j ^i^^\ ^i^^\ ^z'^^ ^^^ bestimmter Punkt ist. 
Schreiben wir nun — y für q, multiplizieren mit den laufenden Linien- 
koordinaten u^y U2, M3 und summieren, so ergibt sich unter Benutzung 
der Abkürzungen § 29, (11'): 



(26) 



yü+y,ü, + y,ü,+: 



u, = o. 



Dies ist die viergliedrige Identität zwischen den linken Seiten der Glei- 
chungen von vier Punkten, die in § 24, 6 du^l für gemeine Koordinaten 
abgeleitet umrde. In ihr bedeuten also die Faktoren y^, t/2, y^ die 
Dreieckskoordinaten des vierten Punktes ü = in bezug auf das Drei- 
eck der drei andern Punkte ü^ = 0, U^ = 0, U^ = 0. 
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Ebenso folgt aus (24) mit — y für 9 und durch Multiplikation 
mit u^y U2, u^ und Addition: 

(27) yü+y,ü, + y,U,^0. 

Dies ist die in § 24, 3 und § 29, 6 abgeleitete dreigliedrige Identität 
zwischen den linken Seiten der Gleichungen von drei Punkten einer 
Geraden. In ihr bedeuten also die Faktoren y^, y^ die Zweiecks- 
koordinaten des Punktes ?7 = in bezug auf das Zweieck der beiden 
Punkte üi = 0, ü, = 0. 
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IIT. Abschnitt. 

Der Raum. 



I. Kapitel. 

Das gemeine Koordinatensystem. 

§ 31. Die gemeinen Koordinaten eines Punktes. 

1. Das rechtwinklige Koordinatensystem. Das Koordinaten- 
system im Räume besteht aus drei gerichteten Geraden (vgl. § 1, 3), 
die durch einen Punkt gehen, und von denen jede auf den beiden 
andern senkrecht steht (Fig. 174). 

Der Punkt heißt der Koordi- ^/ 



O 



y^ 



Fig. 174 



Fig. 175. 



natenanfangspunkt. Die drei Geraden selbst heißen die Koordinaten- 
achsen und werden als x-y y- und ^-Achse unterschieden. Die Ebenen 
je zweier Achsen (Fig. 175) heißen die Koordinaienebenen, die yz-, zx- 
und a;y-Ebene. 

Der Punkt teilt jede Koordinatenachse in eine positive und 
eine negativ^Halhachse, Je zwei Achsen bilden in ihrer Ebene ein 
ebenes rechtwinkliges Koordinatensystem (vgl. § 10, 1). Die drei Ko- 
ordinatenebenen zerlegen den Raum in acht Oktanten, 

2. Projektion des Punktes auf die Koordinatenachsen. Drei 
Ebenen, die durch einen Punkt P des Raumes senkrecht zu den drei 
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Koordinatenachsen gelegt werden (Fig. 176), schneiden diese in drei 
Punkten P^, P^ und P^, den orthogonalen Projektionen des Punktes P 
auf die drei Koordinatenachsen, Die relativen Abstände (vgl. § 1, 4) 
dieser Projektionen vom Koordinatenanfangspunkt 0: 
(1) :r=OP,, t/=OP,, e=OF, 

heißen die Koordinaten des Punktes^^) P in bezug auf das Koordinaten- 
system Oxyz (Fig. 174). Sie sind positive oder negative Zahlen. Sie 
sind zugleich die Koordinaten der Projektionspunkte je auf ihrer 
Achse (vgl. § 1, 6). Im Gegensatz zu andern Koordinaten werden 
Xj y, z Cartesische oder gemeine rechtwinklige oder rechtwinklige Pa/raUel- 
koordinaten des Punktes genannt. 

3. Eindeutigkeit der Eoordinatenbestimmung. Bei gegebenem 
Koordinatensystem gehören nach § 31, 2 zu jedem Punkte P des 
Raumes drei eindeutig bestimmte Koordinaten x, y, z. 

Umgekehrt bestimmen drei beliebig gegebene Werte von x^ y, z 
die Punkte P^, P^ und P^ (vgl. §1,6) und dann als Durchschnitt 
der drei durch diese Punkte parallel der yz-^ zx- und a;y-Ebene ge- 
legten Ebenen den Punkt P. Zu irgend drei als Koordinaten ge- 
gelenen Zahlen Xj y, z gehört also ein eindeutig bestimmter Punkt P}^) 

4. Projektion des Punktes auf die Eoordinatenebenen. Die 
drei durch den Punkt P gelegten Ebenen (Fig. 176), die ihn auf die 
Koordinatenachsen projizieren, bilden zusammen mit den Koordinaten- 




Fig. 176. 



Pz.t- 



E 




5^ 






Fig. 177. 



^^y 



ebenen ein rechtwinkliges Parallelepipedon, welches neben den bereits 
bezeichneten Ecken 0, P, P^, P , P^ noch drei weitere Ecken P 



y»y 



P^^ und P^y bezüglich in der yz-, zx- und xy-Woene hat (Fig. 177). 
Diese letzteren Punkte sind die orthogonalen Projektionen des Punktes 
P (mf die drei Koordinatenebenen. 

Aus der Gleichheit paralleler Kanten des Parallelepipedons folgt, 
daß neben (1) auch: 
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(2) x^P^.P, y^F,,P, = P,,P. 

Die Koordinaten sind daher auch die Abstände des PunUes P von den 
drei Koordinatenebenen. Dabei wird für parallele Gerade gleicher 
Durchlaufangssinn angenommen, so daß z. B. Py^P und OP^ ent- 
weder beide positiv oder beide negativ sind>^) 

Die Projektionspunkte P^^, P^^ und P^^ des Punktes P = x,y,si 
haben in den ebenen Koordinatensystemen Oyz, Ozx und Oxy ihrer 
Ebenen die Koordinaten y,Z'^ z,x und x^ y (vgl. § 10, 2). 

5. Gebrochener Linienzug der Koordinaten. Neben (1) und 
(2) ist auch: 

(3) x^OP,, y-P.P.y, 

Die drei Koordinaten bilden 'in dieser Auffassung einen gebrochenen 
Linienzug, der vom Punkte zum Punkte P hinführt (Fig. 178). 

6. Besondere "Werte der Koordinaten. Die Koordinaten des 
ÄnfangspunMes sind x = 0, y = 0, z = 0. Für alle Punkte der 
X-Achse kt y = und ^ = 0, für alle Punkte der yz-Ebene ist a; = 0. 



^^ 



= P P. 

xy 



py 




-y 



^. 




a^-brc 



Fig. 178. 



Pig. 179. 



Acht Punkte von gleichen absoluten Werten a, b, c der Koordi- 
naten X, y, z bilden (Fig. 179) die Ecken eines rechtwinkligen Par- 
allelepipedons, dessen Kanten den Achsen parallel sind und dessen 
Mittelpunkt ist (vgl. § 10, 6). 

Alle Punkte von gleichem x liegen auf einer der y^:-Ebene par- 
allelen Ebene, alle Punkte von gleichen y und z auf einer zur a;- Achse 
parallelen Geraden. 

7. Grundriß und Aufriß des Punktes. In Fig. 177 ist die 
vertikale y;Sf-Ebene als Zeichnungsebene gedacht und sind die nicht 
in dieser Ebene liegenden Punkte und Linien in schiefer Projektion 
dargestellt. Die schiefe Projektion wird dadurch charakterisiert, daß 
die zur Zeichnujigsebene senkrechten Geraden wie OP^^ in einem ge- 



Digitized by 



Google 



154 



§ 31, 8. 



gebenen Verkürzungsverhältnis und unter einer gegebenen Neigung 
gegen die y-Achse wiedergegeben werden. 

Die Rolle der einzelnen Eoordinatenebenen ist hierbei yertausch- 
bar. Wir können auch (Fig. 180) die a;j/ -Ebene als vertikal gestellte 
Zeichnungsebeue wählen und die ^a;-Ebene horizontal denken. In 
dieser Annahme wollen wir die letztere als Grundrißebene, die erstere 
als Aufrißebene bezeichnen. Wir drehen nun die ;gra;-Ebene um die 
x Achse in die Zeichnungsebene hinein, so daß die positive jsr-Halb- 
achse, um 90^ nach abwärts gedreht, in die negative y-Halbachse 
hineinfällt (Fig. 181). Wir haben dann 'mx= OP^, y = P^P^^ = OP^, 
z = P^P^^= OP^ alle drei Koordinaten j^t/ 

in ihrer wahren Größe vor uns. 





Fig. 180. 



Fig. 181. 



Der Punkt P,^ = P' heißt der Grundriß, der Punkt P^y = P" 
der Aufriß des Punktes P Grundriß und Aufriß liegen bei hori- 
zontaler iT-Achse stets senkrecht übereinander (Fig. 181). 

Umgekehrt bestimmen zwei beliebige, senkrecht übereinander 
liegende Punkt P' und P", die (Fig. 181) als Grundriß und Aufriß ge- 
geben sind, den Punkt P. Denn macht man die obige Drehung der zx- 
Ebene von Fig. 181 zu Fig. 180 wieder rückwärts, so schneiden sich 

die in P' und P" auf der zx- und xy- 
Ebene errichteten Perpendikel, da sie in 
einer Ebene liegen, im Raumpunkte P.^) 
8. Das schiefwinklige Eoordinaten- 
System. Wenn die drei Koordinaten- 
achsen nicht rechtwinklig zueinander 
sind, sondern beliebige Winkel mit- 
einander bilden (Fig. 182), so projiziert 
man den Punkt P wie in § 31, 2 auf die x-j y- und jer-Achse, jedoch 
durch drei Ebenen, die der yz-, zx- und ^y-Ebene des Koordinaten- 
systems parallel sind. Man erhält dann bei entsprechender Bezeich- 




Fig. 182 



Digitized by 



Google 



§ 32, 1-3. 155 

nuDg; wie vorher beim rechtwinkligen Koordinatensystem, in: 
(4) x=OF,=^P^,F, y = OP^ = P,,P, z=^OP,^P^^P 

die schiefwinMigen oder gemeinen schiefwinkligen oder schiefwinkligen 
Parallelkoordinatefi des Punktes P. Auch für diese gelten die An- 
gaben § 31, 3 — 6 mit entsprechender Modifikation (vgl. § 10, 6). 




Fig. 183. 



§ 32. Winkel zwischen Geraden und Ebenen. 

1. Winkel zweier Geraden im Räume. Zwei Gerade im Räume 
schneiden sich im allgemeinen nicht Unter dem Winkel o zweier ge- 
richteten, begi'enzten oder unbegrenzten 
Geraden g^ und g^ verstehen wir dann 
den Winkel zweier sich in einem 
Punkte schneidenden Geraden g^' und 
g^, die mit g^ und g^ bezüglich parallel 
und gleichgerichtet sind (Fig. 183). Als 
Größe dieses Winkels nehmen wir in 
der Regel die absolute Größe des kon- 
kaven Winkels zwischen beiden Schenkeln 
(vgl. §2,1; 2)^ 

(1) ö = ^==^iV; 

(2) 0^(o<7t. 

Für cos 09 kann der Winkel nach § 2, 4 auch in relativer Größe ge- 
nommen werden. 

2. Gerichtete Ebene. Eine mit einem bestimmten Drehungssinne 
begabte Ebene E heißt eine gerichtete Ebene, Ihr Drehungssinn, der 
durch einen auf die Ebene aufgezeichneten und durchscheinend ge- 
dachten Pfeilbogen angegeben wird (Fig. 184), erscheint von der 
einen Seite der Ebene als positiv (der Be- 
wegung des Uhrzeigers entgegengesetzt), / 
von der andern als negativ. Jene heißt X ( y 

die positive, diese die negative Seite der Z± 

Ehene?^) Fig. i84. 

3. Winkel einer Geraden gegen eine 

Ebene. Die senkrechte Projektion einer gerichteten Geraden g auf 
eine gerichtete Ebene I?, d. h. der Ort der senkrechten Projektionen 
aller Punkte von g (vgL § 31, 4), sei g (Fig. 185). Der Winkel: 

(3) x-Eg^g'g 
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heißt der Neigungswinkel der Geraden g gegen die Ebene E, Er liegt 
seinem absoluten Werte nach stets zwischen und y ? ^^ ^^^ positive 
Schenkel der Projektion g, vom Schnittpunkt der Geraden g mit 
der Ebene E an gerechnet, eben derjenige ist, der mit dem positiven 
Schenkel von g einen spitzen Winkel bildet. Je nachdem aber der 
positive Schenkel von g auf der positiven oder negativen Seite der Ebene E 
liegt, wollen ivir die Größe von % positiv oder negativ rechnm, so daß: 



(4) 



n 
~2 



+ '^>x>- 



4« Winkel einer Geraden gegen die positive Normale einer 
Ebene. Eine gerichtete Gerade n, die eine gerichtete Ebene E senk- 





Fig. 185. 



Fig. 186. 



recht schneidet, heißt die positive oder negative Normale der Ebene, 
je nachdem ihr positiver Schenkel, vom Schnittpunkt mit der 
Ebene an gerechnet, auf der positiven (Fig. 186) oder negativen Seite 
der Ebene liegt. Die positive und negative Normale entsprechen den 
Werten ;t = J und Z = - f von § 32, 3. 

Der Winkel einer durch gehenden gerichteten Geraden g 
(Fig. 186) gegen die positive Normale n ist nach § 32, 1 seiner ab- 
soluten Größe nach zu nehmen: 

(5) rl^^ng, 

(6) 0^t£^' 

Er steht zu dem Winkel (3) stets in der Beziehung: 

5. Winkel zweier gerichteten Ebenen. Unter dem Winkel 
zweier gerichteten Ebenen verstehen wir den (wie in § 32, 1 absoluten) 
Winkel ihrer positiven Normalen. ^^) 

6. Begriff der Schraubenbewegung. Dreht sich die Ebene E 
(Fig. 185) in sich selbst um den Punkt in dem ihr aufgeschriebenen 
Drehungssinne, während sie sich gleichzeitig parallel mit sich selbst 
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derart verschiebt, daß der Punkt die Gerade g in deren positiver 
Richtung durchläuft, so vollzieht die Ebene (oder ein mit ihr starr 
verbundener starrer Körper) eine Schraubenbewegung. Für ;t = ± ^ 
entsteht die gerade, sonst die schiefe Schraubenbewegung. 

Eine Schraube, die sich in ihrer Schraubenmutter bewegt, oder 
ein Korkzieher beim Ein- und Ausbohren vollzieht eine gerade 
Schraubenbewegung. 

7. Begriff des Sohraubensinnes. Die durch die Ebene E und 
die Gerade g (Fig. 185; 186) nach § 32, 6 bestimmte Schrauben- 
bewegung hat positiven oder negativen Schraubensinn^), je nachdem 
die Gerade g von der negativen auf die positive Seite der Ebene 
läuft oder umgekehrt, je nachdem also: 

(8) f ^Z>0 (cos^>0) oder > ;t ^ ~| (cos^ < 0). 

Man kann dies auch so ausdrücken: Beobachten wir die Schrauben- 
bewegung von der positiven Seite der Ebene aus, so daß uns die 
Drehung der Ebene positiv (entgegengesetzt der Drehung des Uhr- 
zeigers) erscheint, so ist der Sinn der Schraubenbewegung positiv 
oder negativ, je nachdem die Ebene sich auf 
uns zu oder von uns fort bewegt. 

Die gewöhnliche Schraube und der Kork- \j^ ^ 
zieher haben sowohl bei ihrer Vorwärts- als bei / 
ihrer Rückwärtsbewegung positiven Schrauben- -|- — 

sinn. Fig. 187. 

In jedem Falle kommt der Zusammenstellung 
einer gerichteten Ebene E und einer gerichteten Geraden g (Fig. 185) 
ein bestimmter positiver oder negativer Schraubensinn zu. 

Man kann daher als Symbol des Schraubensinnes die Zusammen- 
stellung eines Pfeilbogens und eines geraden Pfeiles nehmen (Fig. 187). 

8. Sohraubensinn eines Achsensystems. 
Die Ebenen eines beliebigen schief- oder recht- 
winkligen Achsensystems Oxyz sind durch die 
Reihenfolge ihrer Benennung gerichtete Ebenen. 
Man erhält nämlich den der y;er-Ebene zu- 
kommenden Drehungssinn (^gl. § 32, 2), in- 
dem man den positiven Halbstrahl y über 
den konkaven Winkel yz (vgl. § 32, 1) gegen 
den positiven Halbstrahl z hindreht und 
analog für die zx- und jry-Ebene verfährt (in Fig. 188 ist aus der 
Zeichnungsebene yz die a;-Achse nach vorn heraustretend gedacht). 
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Die gerichtete y^-Ehene bestimmt aber nach § 32, 7 in Verbindung 
mit der gerichteten a:-Achse einen (in Fig. 188 positiven) Schrauben- 
sinn, denselben, den auch die £?ir-Ebene mit der y-Achse oder die 
xy- Ebene mit der jgr -Achse bestimmt. 

Jedes Achsensysicm Oxyz erhalt somit, der bestimmten Heihen- 
folge seiner Achsen entsprechend, einen positiven oder negativen Schrauben- 
sinn, je nachdem die positive Halbachse z auf der positiven oder negativen 
Seite der gerichteten xy -Ebene liegt (vgl. § 11, 3). 

Insbesondere hat das rechtwinklige Achsensystem Oxyz entweder 
positiven (Fig. 189a) oder negativen (Fig. 189 b) Schraubensinn. Man 
nennt es auch bezüglich positiv oder negativ orientiert.^^) Ein positiv 
und ein negativ orientiertes rechtwinkliges Achsensystem können nicht 



/ 



/ 



Zr ^i^ if ^S/ oy ■• / \ 

Fig. 189. Fig. 190. 

derart zur Deckung gebracht werden, daß die gleichnamigen Achsen 
einschließlich ihrer positiven Richtungen alle drei zusammenfallen. 

9. Vertauschung der Achsen. Der K.eihenfolge yxz der Achsen 
desselben Systems Oxyz in Fig. 188 entspricht der umgekehrte 
Schraubensinn, wie der vorherigen Reihenfolge xyz, da der Achsen- 
folge yx der entgegengesetzte Drehungssinn der rcy-Ebene entspricht, 
wie der Folge xy. 

Überhaupt ändert sich der Schraubensinn eines Achsensysiems bei 
Vertauschung zweier Achsen, 

10. Sohraubensinn dreier gerichteten Geraden. Drei gerichtete 
Gerade x, j/, z im Räume, die sich nicht alle in einem Punkte schnei- 
den, haben der Reihenfolge x, y, z entsprechend, einen bestimmten 
Schraubensinn, denjenigen eines Achsensvstems, das aus drei ihnen 
parallelen und gleichgerichteten von einem Punkte ausgehenden 
Achsen besteht. 

11. Der Sinus eines Dreikants. Die positiven Halbachsen eines 
Achsensystems Oxyz mit den sie verbindenden Ebenen bilden ein 
Dreikant (eine Raumecke; Fig. 190). Der von den Kosinus der Winkel 
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zwischen den Kanten (vgl. § 32, 1) abhängige Ausdruck (über die Be- 
zeichnung der Quadratwurzel vgl. § 6, zu (14')) : 

(9) mixyz = eyi — oo8^y^ — cos^0x — cos^xy + 2cosyj3'CO9ZX'Cosxy 

heißt der Sinus des Breikants (der Raumecke).^) Dabei soll € = + l 
oder — 1 sein, je nachdem der Schraubensinn der Ecke d. h. des 
Achsensystems Oxy^ (vgl. § 32, 8) positiv oder negativ ist (vgl. 
§ 11, (4)). 

Es ist daher: 

(10) BinyxiS = — Binxy^j 

und entsprechend ändert sich bei jeder Vertauschung zweier Achsen 
das Vorzeichen (vgl. § 32, 9). 

Bei der rechtwinkligen Ecke d. h. dem rechtwinkligen Achsen- 
system Oxyz (Fig. 189) ist nach (9): 

(11) 8\nxyz = + 1 oder — 1, 

je nachdem das System positiv oder negativ orientiert ist. 

Daß der Ausdruck unter der Wurzel in (9) positiv und sinxyis 
zwischen — 1 und + 1 gelegen ist, wird sich in § 41, 9 ergeben. 

§ 33. Richtungswinkel einer Geraden und Polarkoordinaten 
eines Punktes. 

1« Zwei Riohtxuigswinkel der gerichteten Geraden. Die Rich- 
tung einer gerichteten begrenzten oder unbegrenzten Geraden g in 
bezug auf das rechtwinklige Koordinatensystem Oxy^ wird durch 
zwei Richtungswinkel g) und rp bestimmt, 
wobei wir mit Rücksicht auf § 32, 1 an- 
nehmen können, daß die Gerade durch 
geht (Fig. 191). Der eine Wi^ikel (p ist der 
Winkel der Projektion g (vgl. § 32, 3) 

gegen die a; -Achse, seiner relativen Größe ~^^^^^ ~"|"^J/ 

nach in bezug auf den Drehungssinn der y^ 

a;y- Ebene (vgl. §32,8) bestimmt (vgl* ^ 

§ 11^ 2): j,.^ j^^ 

(1) g)=-xg (...0^(p^27C.. .). 

Der andere Winkel ip ist der absolute Winkel von g gegen die 
;sf -Achse, die positive Normale der a;y -Ebene (vgl. § 32, (5)): 

(2) tp = 0g {0£t£^)' 

Beide Winkel sind durch g eindeutig (tp bis auf Vielfache von 2at) be- 
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stimmt und bestimmen auch ihrerseits eindeutig die durch gehende ge- 
richtete Gerade g. Mit (p nämlich hat man den positiven HalbstraM 
von g' und damit die durch ihn senkrecht zur jry- Ebene gelegte und 
von der ;sr-Achse begrenzte Halbebene. In dieser ist dann durch ^ 
der positive Schenkel von g bestimmt. 

2. Drei Bichtungskosinus der gerichteten Geraden. Da die 
Richtungswinkel g), ^ g^gen das Koordinatensystem unsymmetrisch 
sind, benutzt man auch die drei BichtungswinTcel (vgl. § 32, 1): 

(3) cc = xg, ß = yg, y = zg, 

um die Richtung der gerichteten Geraden g zu bestimmen (Fig. 192), 
oder auch die Kosinus dieser Winkel: 

(4) a = cosa, 6 = cos/3, c = cosy, 

sie heißen die Bichtungskosinus^) der gerichteten Geraden g. 

Die Winkel a, /3, y und ebenso ihre Kosinus a, 6, c sind jedoch 
nicht unabhängig voneinander (vgl. § 33, 7). 

3. BiohtnngskoBiniis einer ungerichteten Geraden. Entgegen- 
gesetzt gerichtete Gerade haben nach (4) entgegengesetzt gleiche 





Fig. 192. 



Fig. 198. 



Richtungskosinus a, 6, c und — a, — 6, — c (vgl. § 2, 6). Die 
Richtungskosinus einer ungerichteten Geraden sind daher um ein ge- 
meinsames Vorzeichen unbestimmt. 

4. Polarkoordinaten eines Punktes. Die vom Koordinaten- 
anfangspunkt nach einem Punkte P (Fig. 193) laufende Strecke r= OP 
heißt der Leitstrahl (Radius vektor) des Punktes P. Er hat eine be- 
stimmte Länge: 

(5) r - ÖP 
und eine bestimmte Richtung, 

Diese wird nach § 33, 1 durch die zwei Richtungswinkel: 

(6) (p = x/j ^ = ^ 

bestimmt, wo /= OP^^ (Fig. 193) die Projektion der Strecke r=-OP 
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auf die a;y-Ebene ist; oder nach §33,2 durch die drei Richtungs- 
winkel oder Richtungskosinus: 

(7) a = xr, ß = yr, y = ^. 

(8) a==cosa, 6 = cos/3, c = cosy. 

Die Größen r, % ^ odet' r, a, /J, y oder r, a, b, c heißen die Polar- 
koordinaten des Punktes P}^) 

Hier ist r, wie in § 12, 5 in doppelter Bedeutung gebraucht, in 
der Regel im Sinne (5), als Schenkel eines Winkel aber für die 
Strecke OP ihrer Richtung nach. 

5. Beziehung zwischen x^ y^ z und r, ify tf?. Hat P die ge- 
meinen Koordinaten x, y, z und ist: 

(9) '•' = ÖP,,, 

SO sind a;, y die gemeinen (vgl. § 31, 4) und r', 9) die Polarkoordinaten 
des Punktes P^^ in dem ebenen System Oxy (vgl. § 12, (9)). Daher ist 
nach § 12, (13): 

(10) a; = /cos9?, 3/ = /sin 9. 

Andererseits folgt aus den rechtwinkligen Dreiecken OPP^^ und 
OPP^ der Fig. 193: 

(11) / = r • sin^ (> nach (2)), ;sf «= r • cos^. 

Darch Verbindung von (10) und (11) erhält man die gemeinen Ko- 
ordinaten durch die Polarkoordinaten r, tp, ^ eindeutig attsgedriickt: 

(12) a: = rcosqpsin^, y = rsingjsin^, ;2f = rcos^. 

Umgekehrt sind r, 9), ^ durch x, y, z eindeutig bestimmt mittels der 
aus (10 j und (12) hervorgehenden Gleichungen (vgl. §12,(14)): 



(13) 




cosi^ = — , (0^i('<:^), 



f, (0<:cp<2:r); r^Vx' + f. 



In / hat man zugleich den Abstand P^P --= OP^y des Punktes 
P = Xjy,z von der z -Achse (Fig. 193). 

6. Beziehung zwischen x, y, z und r, a, b, c. Aus den recht- 
winkligen Dreiecken OPP^, OPP^, OPP, in Fig. 193 folgt mit 
Rücksicht auf (5) und (8) und § 31, (1): 

(14) x = ary y^br, z^cr] 

und umgekehrt, da r bereits aus (13) bekannt ist (vgl. § 12, (10); (11)): 

(15) r^V^f^^, a^^, 6 = 1-, c = f- 

Staude, analyt. Geometrie. 11 
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Insbesondere hat ein Punkt mit den Polarkoordinaten .1, a, b, c die 
gemeinen Koordinaten (vgl. §12,(12)): 

(16) x^ a, y = 6, z ^c. 

7. Parameterdarstelliing und gegenseitige Abhängigkeit der 
Biohtnngflkosintis. Da P in § 33, 4 ein beliebiger Punkt war, können 
die in § 33, 4 als ein Teil der Polarkoordinaten von P auftretenden 
Größen (p, ^ und a, fe, c als Richtungswinkel und Richtungskosinus, 
einer beliebigen gerichteten Geraden g gelten, wie in § 33, 2. Nun 
folgt aber durch Vergleichung von (14) und (12): 

(17) a = cos9?sin^, & = sing)8in^, c«=cos^ 
und damit durch Quadrieren und Addieren: 

(18) a^ + h^ + c"^ 1. 

Die drei Richümgskosimis einer' gerichteten Geraden sind von deinen 
zwei Bichtfungsmnkeln (p, rlf mittels der Gleichungen (17) abhängig und 
unter sich stets durch die Gleichung (18) verbunden (vgl. § 11, (12)). 

8. Die Verhältnisse der drei BichtungskOBinus. Sind daher: 
die Verhältnisse der drei Richtungskosinus a, b, c gegeben, etwa: 

(19) a:b:c==Ä:B:G, 
so folgt für diese selbst nach (18): 

(20) a^ ^ =^, fc= ^ r ^^, c^ ^ 



bei unbestimmtem Vorzeichen der Quadratwurzel (vgl. § 11, (14)). 

Brei Größen Ä, B, C, die sich verhalten wie die drei Richtungs- 
kosinus a, 6, Cy bestimmen daher (vgl. § 33, 8) die Richtung der un- 
gerichteten Geraden; sie sind homogene Koordinaten einer Richtung ohne 
Rücksicht auf deren Sinn (Ff eilspitze) }^) 

9. Eigenschaften und Anwendung der Polarkoordinaten r, <jp, tf?^ 
Alle Punkte des Raumes, deren Polarkoordinate r den gleichen Wert 
hat, liegen auf einer Kugel, die mit dem Radius r um beschriebeu 
ist (Fig. 193). Alle Punkte von gleichem (p liegen auf einer Haßh 
ebene, welche durch die ;^-Achse begrenzt wird (vgl. § 33, 1, Schluß). 
Alle Punkte von gleichem ^ liegen auf einem Halbkegelmantd, der 
durch Rotation des Halbstrahls DP (Fig. 193) um die ;8? -Achse be- 
schrieben wird. 

Kugel, Halbebene und Halbkegel schneiden sich in einem einzigea 
Punkte. 

Für den Punkt ist r = 0, tp und ^ unbestimmt, aber auch un- 
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nötig; für alle Punkte der ;2f -Achse ist ^ == Ö oder n, q) unbestimmt, 
aber überflüssig. 

Auf der Erdlct(gel ist, bei konstantem r, die xy-Ehene die Äqua- 
torebene, g? die geographische Länge und %== -^ — if (vgl. § 32, (7)) 
die geographische Breite. 

Auf der Himmelskugel wird entweder der Himmelsäquator oder 
der Horizont als :rj^- Ebene genommen. Im ersten Falle ist q) die 
Bektaszension und % ^i© Deklination; im letzteren ist — 9? das Azimut, 
X der Höhmwinhel, t die Zenitdistanz, 

10. Eonstruktion des Fimktes aus den Polarkoordinaten r^ 
a, j?, y. Alle Punkte von gleicher Polarkoordinate a liegen auf einem 
Halhkegdmantd k^ um die a? -Achse, alle Punkte von gleichem ß auf 
einem solchen k^ um die y-Achse, alle Punkte von gleichem y auf 
einem solchen k^ um die ^-Achse.^'*) Um bei gegebenen r, a, ß, y den 
Punkt P zu konstruieren, wählen wir die icy-Ebene als Zeichnungs- 
ebene. Der Durchschnitt der Kugel vom Radius r mit der icy-Ebene 
sei der Kreis K (Fig. 194); die Schnittlinien der Kegel k^ und k^ mit 
der iry-Ebene sind die Geraden OA^^ OA^, die den Winkel a mit 
der positiven ä: -Achse, und die Ge- 
raden OB^, OB^j die den Winkel ß 
mit der positiven y-Achse bilden. 
Dann sind die Geraden A^A2 und 
B^B^ die Projektionen der Schnitt- 
kreise m und n der Kegel k^ und k^ 
mit der Kugel, also ist der Schnitt- 
punkt P^y der beiden Geraden die ge- 
meinsame Projektion der beiden 
Schnittpunkte, die die Kreise m und 
n miteinander haben. Der Punkt P 
ist von diesen beiden Schnittpunkten 

der auf der positiven oder negativen Seite der ajy-Ebene liegende, 
je nachdem y spitz oder stumpf ist (vgl. § 33, (14)). Legt man nun 
den den Punkt P enthaltenden Halbkreis m als m' (Fig. 194) um 
die Gerade A^A^ in die ajy-Ebene um, so erscheint P als P' auf der 
Geraden B^B^. Man erhält also umgekehrt P' als Durchschnitt von 
B^B^ mit dem über A^A^ errichteten Halbkreis m\ Man bekommt 
schließlich P, indem man ein Perpendikel von der Länge e ^ P^^P' 
auf der ajy-Ebene errichtet, bei spitzem y nach der positiven, bei 
stumpfem y nach der negativen Seite der ary-Ebene. 




Fig. 194. 



11* 
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§34, 1—3. 



§ 34. Die Koordinaten einer Strecke. 

1. Polarkoordinaten einer Strecke. Eiüe Strecke PP' im Räume, 
die von einem Punkte P nach einem Punkte P' hinläuft (Fig. 195), 
hat eine bestimmte absolute Länge (vgl. § 1, 2; § 12, 1): 

(1) 5 = PF 

und eine bestimmte Bichtung. Ihre Richtung wird durch ihre drei 
Richtungskosinus (vgl. § 33, 2): 

(2) ' a = cos^, fe = cosyS, c = cos^ 

bestimmt, wo s in derselben Weise, wie in § 12, 1 in doppeltem Sinne 
gebraucht wird. 

Wir nennen die absolute Größe s und die RichtungsJcosinus a, b, c 
die PolarJcoordinatm der Strecke.^^) j^j^ 



ft 




-y 




Fig. 195. 



Fig. 196. 



2. Gemeine Koordinaten einer Strecke. Sind P^, P^, P^ und 
P/, P/, P; die Projektionen der Endpunkte P und P' auf die Ko- 
ordinatenachsen (vgl. § 31, 2), so sind die Strecken (Fig. 196): 

(3) ^-r.^:, ^=PyP;> z=p,p: 

die orthogonalen Projektionen der Strecke PP' (vgl. § 12, 2). Man 
betrachtet sie zugleich als die gemeinen rechtmnJdigen oder recht- 
winkligen ParalM-Koordinaten der Strecke, Haben nun P und P' die 
gemeinen Koordinaten x, y, z und x, y, z, so folgt nach § 31, 2 und 

§ 1, (5): 

Die Koordinaten der Strecke stellen sich durch die Koordinaten 
ihrer Endpunkte in der Weise dar: 
(4) X = x'-x, Y=y'-y, Z = z' - z. 

3. Beziehung zwischen gemeinen und Polarkoordinaten einer 
Strecke. Ist allgemein ÄP! die orthogonale Projektion einer Strecke 
AB auf die gerichtete Gerade x (Fig. 197), so ist: 
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(5) A'B=^AB'CosxSy 

wo unter dem Kosinus, wie in § 12, (5), s die Strecke AB ihrer 
Richtung nach bedeutet. 

Infolge dieses Satzes ergeben sich zwischen gemeinen und Polar- 
Koordinaten der Strecke die Beziehungen (vgl. § 12, (7); (8)): 

(6) X'—x = as, y—y^^Sj z' — z = cs, 
aus denen mit Rücksicht auf §33,(18) folgt: 



(7) 



X — X 




Fig. 197. 



4. Beziehung zwischen einer Strecke 
und ihren Koordinaten. Die Strecke PP' 
bestimmt ihre Koordinaten eindeutig, aber nicht umgekehrt. Denn 
parallelgerichtete und gleichlange Strecken haben dieselben Koordi- 
naten (vgl. Fig. 198 und § 12, 4). 

Durch die Koordinaten Xj y, z ihres Anfangspunktes P und ihre 
eigenen Koordinaten 5, a, 6, c oder X, F, Z ist dagegen die Strecke 



Oy 





Fig. 198. 



Fig 1H9. 



vollkommen bestimmt, da alsdann die Formeln (6) oder (4) auch die 
Koordinaten x^ y\ z des Endpunktes liefern. 

5. GteschloBsene Streckenpolygone. Schließt sich von drei 
Strecken mit den Koordinaten "K^Y^Z^^ X^T^Z^, X^Y^Z^ die zweite 
an die erste und die dritte an die zweite an, so ist mit der Fig. 199 
angegebenen Bezeichnung der Eckpunkte nach (4): 



Aj — X^ X^j 

Yi-y^-y^y 

und daher: 



A2 x^ x^, 

^2 == yi - ys; 

^2 = -^1 — ^37 



-^3 — ^2 "^1? 
^8 = y2 - yu 
^8 == ^^' — ^1 
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Daraus folgt aber (Fig. 200): 

Immer dann und nur dann, wenn drei Strecken ein (auch dem 
Sinne der Seiten nach) geschlossenes Dreieck bilden, sind die Summen 

ihrer gleichnamigen Koordinaten NuU:^^) 

(8) r, + r, + r« = 0. 
z^ + z^ + ^3 = 0. 

^^ In gleicher Weise ergibt sich, daß für 
^i» 200. yier Strecken, die ein geschlossenes 

(windschiefes) Viereck bilden: 

x, + x, + X3 + x, = o, r, + r, + r3+r, = o, 

Z^ + Z^ + Z^ + Z^^ 0; 

und analog für jedes geschlossene Streckenpolygon (vgl. § 12, 7). 

6« Strecken auf einer und derselben Geraden. Kommen auf 
derselben gerichteten Geraden g mit den Richtungskosinus a, b, c 
mehrere Strecken PP', QQf (Fig. 201) in Betracht, so haben diese 
nach § 34, 1 die Polarkoordinaten 5, a, 6, c oder s, — a, —b, — c 

foMc (^S^' § ^^' ^)' wenn s ihre absolute 

Länge ist. Es ist aber in solchem 



(9) 





•^JC 



Fig. 201. 



Fig. 202. 



Falle oft zweckmäßiger, s, a,b, c und — s, a, 6, c als ihre Polar- 
koordinaten anzusehen, also allen Strecken dieselben Richtungskosinus 
a, 6, c zu geben und ihre Länge 5 relativ, also positiv oder negativ 
zu nehmen, je nachdem ihre Richtung mit der von g übereinstimmt 
oder ihr entgegengesetzt ist (vgl. § 12, 8). 

Die Formeln (6) behalten auch bei dieser veränderten Auffassung 
der Polarkoordinaten einer Strecke ihre Gültigkeit, da sie nur von den 
Produkten as, bs, es abhängen. 

7. Teilung einer Strecke. Seien (Fig. 202) P^ = x^, y^, z^ und 
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Pf = Xf, ffg, z^ zwei Punkte und P = x, y, z derjenige Punkt, der die 
Strecke P^T^ im Verhältnis X teilt (vgl. §3, 1), so daß: 

<10) ^ = A. 

Sind dann a, 6, c die Richtungskosinus der Strecke PiP^y so 
haben die Strecken P^P und P^P im Sinne von §34,6 die Polar- 
loordinaten PjP, a, h, c und P^P, a, h, c, so daß nach (6): 

a; — a:i = PiP-a, y-y^^ P^P-b, z — z^^P^PCj 
x — x^^P^Pa, y — y^^ P^P'h, z — z^^P^Pc. 
Hieraus folgt durch Division mit Rücksicht auf (10): 

^ ^ x — x^ ' y — Vt ^ z — z^ 

und durch Auflösen nach x, y^ z: 

Die Koordinaten x, y, z des Punktes, der die Strecke der Punkte 
^17 Vi) ^1 ^^^^ ^2; Vif ^% *^ Verhältnis l teilt, sind (vgl. § 12, (18)): 



112) 



(13) 









z = 



z^—U^ 



Der Mittelpunkt der Strecke hat die Koordinaten: 



a^i + rr. 



i/=^'4^ 



j8^ = 



§ 35. Der Winkel zweier gerichteten Geraden und seine Teilung. 

1« EosiniiB und Sinus des Winkels zweier gerichteten Geraden. 

Die Richtungskosinus zweier sich schneidenden oder nicht schneiden- 



Pz^^h^z> 



Pi(O^J>,<^,) 



den gerichteten Geraden seien a^, &i, 
c^ und a^j \j c^, Ihr Winkel d' ^ p^p^ 
ist nach § 32, 1 identisch mit dem 
Winkel zweier parallelen und gleich- 
gerichteten von ausgehenden Geraden 
Pi und pg. Auf deren positiven Schen- 
keln tragen wir von aus die Längen 
OP^ = OP2 = 1 (Fig. 203) ab. Die ^' 
Punkte Pj und Pj haben nach §33,(16) die Koordinaten x,y,z = 
«1, 61, q und «2, 62? ^3- Daher ist nach § 34, (7) für ihre absolute 
Entfernung d: 

oder nach § 33, (18): 
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Andererseits ist aber nach dem Eosinussatz: 



^2= 0P^^+ 0P^^-2.0F^, OP2.cosa- = 2-2cosa-. 

Durch Vergleichung beider Gleichungen ergibt sich für den Kosinus 
des Winkels zweier Geraden von den BichtungsJcosinus a^, h^, q und 

(1) cosO" = a^a^ + 6165 + qcg. 

Danach ist weiter: 

sin^a- = 1 — (ai »2 + 61 62 + ^1^2)^ 

= («1* + 61' + q') (0^2' + h' + C2') - K«2 + 61 «^2 + ^1^)' 

= (61 c, ~ »2 Ci)2 + (ci «2 — Cg a^y + (flr, 62 - öf'2 fei)^ 
also da -9* nach § 32, (2) zwischen und x liegen soll: 



(2) sinO- = V(hc^ — h^c^y + (c^ a^ - c^ a^y + (a^ b^ - a^ fejl 

Wenn die eine der beiden gegebenen Geraden ihre Pfeilspitze wechselt» 
ändert (vgl. § 33, 3) cos-ö" sein Vorzeichen (vgl. § 13, 1). 

2. Senkreohte und parallele Gerade. Nach (1) ist der Winkel d^ 
spitz oder stumpf, je nachdem: 

(3) a^a^ + 6^62 + ^1^ > ^ ^^®^ < ^5 
ist femer '&• = -, wenn: 

(4) a^a^ + 6162 + ^1^2 =" 0. 

Die beiden Geraden sind in diesem Falle senkredit zueinander. . - 
Nach (2) ist -9- «= oder jt, wenn: 

(5) a^ : 61 : q = «2 : 60 • ^2 • 

Daß in diesem Falle die beidkn Geraden gleichsinnig öder ungleich- 
sinnig parallel sind, geht schon aus § 33, 8 hervor (vgl. § 13, 2). 

3. Teilung des Winkels zweier Geraden. In 
der Ebene zweier sich schneidenden gerichteten 
^pt Geraden p^ und p^ bilden die von zwei gleich- 
namigen Schenkeln begrenzten (in Fig. 204 schraf- 
fierten) Felder die innere, die von zwei ungleich- 
namigen Schenkeln begrenzten Felder die äußere 
Winkelfläche (vgl. § 4, 1). Es gibt nun eine be- 
stimmte ungerichtete Gerade p, die den Winkel 
der beiden gerichteten Geraden p^ und p^ in be- 
Fig. 204. stimmtem Sinusverhältnis teilt, so daß: 
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(6) 



sin p^p 



= L 



Dabei ist k positiv oder negativ, je nachdem p der äußern oder inuern 
Winkelfläche angehört (§ 4, 2). Wir lassen jetzt die beiden Geraden p^ 



und P2, wie in § 35, 1, von ausgehen 
(Fig. 205) und tragen wie dort auf ihren 
positiven Schenkeln in der Entfernung 
1 von die Punkte P^ und Pg ab, 
deren Koordinaten mit den Richtungs- 
kosinus von p^ und p^ identisch sind. 
Ist dann P der Schnittpunkt der Ge- 
raden p mit der Verbindungslinie der 
Punkte Pi und Pg, so ist, nach § 5, (1) 
mit «1 «^ «2? lieben (6) auch: 

(7) 



'Ä^^AV 




p ftivwj 
p/afi^o^ 






^ L 



Der Punkt P hat daher nach § 34, (12) die Koordinaten: 



X ■■ 



Xa^ 



1— Z 



y 



1 — X ' 



Zc, 



Sind nun u, v, w die Richtungskosinus und r die absolute Länge des 
Leitstrahles OF, so ist nach § 33, (15) und (18) und § 35, (1) mit 
^=p;p\i 

^2_ / a^-XaA ^ / b,-Xb^ y / e^-Zc, y_ l + X«-2icos^ 



Ol —Xa^ 



V = 



b^—Xb^ 



w = 



(1- 



• X)« 



(1 — Z)r' (1 — X)r' "" (1— ^)»- 

Da aber u, v, w oder — w, — t^, — w zugleich die Richtungskosinus 
von p sind (vgl. § 33, 3), so ergibt sich (Fig. 205): 

Die Richtungskosiniis derjenigen ungerichteten Geraden, die den 
Winkel d' zweier gerichteten Geraden a^, \, c^ und a^, b^, c^ im Sinus- 
verhältnis k teilt, sind: 



-Xa^ 



b^—Xbf 



IV = 



c^—Xc^ 



(8) ^ ' ^ 

1 ()=Vl — 2Acosd' + ^2. 

Die Quadratwurzel bleibt im Vorzeichen unbestimmt (vgl. § 13, 6). 

4. Die Halbierungslinien eines Winkels. Den Werten A = — 1 
und A = + 1 entsprechen die innere \ und äußere Halbierungslinie 
Äg des Winkels PiP2' Für die Richtungskosinus derselben folgt da- 
her aus (8), wie § 13, 6: 
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(9) 



«i+a» 



«i— «t 






Cl + c. 



«1--^, ^i--^> «'1 = ^. p-±2cos^, 



, v^^-^-y-^, «<;i = ^-^, () = ±2siii 



2 



§ 36. Die Koordinaten eines Dreiecks im Ranme. 

1. Polarkoordinaten einer Dreieoksfläohe. Drei Punkte Ä, B, C 
des Raumes, die nicht iti einer Geraden liegen (Fig. 206), bestimmen 
ein Dreieck. Dieses hat einen bestimmten absolut gerechneten Flächen- 
inhalt: 
(1) zZ-ZBC. 

Es macht femer die Ebene, in der es liegt, zu einer gerichteten 
Ebene (§ 32, 2), indem es durch die Reihenfolge der Ecken Ä^ B, C 
einen Drehungssinn bestimmt (§ 15, 1). Diejenige Seite der Ebene, 
von der aus dieses Drehungssinn positiv erscheint, gilt als positive 

v(abc) 





Fig. 206. 



Fig. 207. 



Seite des Dreiecks, lezüglich der Ebene, Die nach dieser Seite laufende 
Normale n ist die positive Normale des Dreiecks, bezüglich der Ebene. 

Wir nennen den absoluten FläcJieninhalt A und die Bichtungs- 
kosinus a,b,c der positiven Normale die Polarkoordinaten des Dreiecks^^) 

2. Die Orthogonalpfojektion des Dreiecks. Die orthogonalen 
Projektionen Ä, B\ C der Ecken des Dreiecks ABC auf eine Ebene E 
bestimmen die orthogonale Projektion A'B'C des Dreiecks (Fig. 207). 
Auch diese hat im Sinne von § 36, 1 ihre positive Seite, von der aus 
die der Reihenfolge der Ecken A% B\ C entsprechende Drehung (a in 
Fig. 207) positiv erscheint. 

Ist nun aber für die Ebene E selbst unabhängig von dem Dreieck 
ihr Drehungssinn [ß in Fig. 207), beziehungsweise ihre positive Nor- 
male m angegeben, so stimmt die positive Seite der Projektion ÄB'C 
mit der positiven Seite der gerichteten Ebene entweder überein (wie 
in Fig. 207) oder nicht. Im ersten Falle soll der Flächeninhalt der 
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Projektion j den wir mit: 

(2) Je-A'B'C 
bezeidmen, (ds positiv y im zweiten cds negativ gelten. 

In diesem Sinne ist der Flächeninhalt der Projektion Ä'B'C 
eines Dreiecks ÄJBC, dessen positive Normale n ist, auf eine gerichtete 
Ebene mit der positiven Normale w(vgL § 34, (5)): 

(3) AB' C = ABC . cos Wn. 

3. Gemeine Koordinaten des Dreiecks. Die Koordinatenebenen 
sind gerichtete Ebenen (vgl. § 32, 8); daher sind die Projektionen 
^yz7 ^zxy ^xy «'ßes Dreiccks P^P^P^ 
auf sie (Fig. 208) im Sinne von § 36, 2 
aufzufassen. 

Wir nennen diese Projektionen 
die gemeinen Koordinaten des Dreiecks 
(ygL§34,2). 

4. Beziehung zwischen ge- 
meinen und Polarkoordinaten. Aus 
(3) folgt daher: 

Zwischen den gemeinen Koordi- 




^iVi 



'•»JÄ 



naten ^y^, J^^, J^^ und den Polar- 



Fig. 208. 



koordinaten z/, a, b, c (§ 36, 1) eines Dreiecks bestehen die Beziehungen: 



(4) 

und umgekehrt: 



z/^, = z/a, z/,^ = ^6. 



(5) z/ = Vz/,!+^J + ^4, «== 






^.y-^<^ 



b = ~-'^ 



C = 



^xy 



Die gemeinen Koordinaten bestimmen also eindeutig die absolute 
Größe und die Richtung der positiven Normale des Dreiecks. 

5. Darstellung der Koordinaten des Dreiecks durch die 
Koordinaten der Eckpunkte. Die Koordinaten der Eckpunkte Pj, 
Pj, Pg des Dreiecks seien x^, y^, z^\ x^, y^, z^] ^s^S/sj^s- Die Eck- 
punkte der Projektion z/^^ (Fig. 208) in bezug auf das ebene System 
Oxy sind nach §31,4 x^^y^*^ ^2 »2/2 5 ^sflfs- Entsprechendes gilt für 
^yg und z/^ 



Daher ist nach § 15, (6): 



(6) 2z/,,- 



Vi 


^i 


1 


Vi 


^i 


1 


Vs 


H 


1 



2z/..= 



^1 ^1 
^9 ^9 



X. 



1 




Xi Vi 1 


1 
1 


, 2z/., = 


«2 Vi 1. 



Mittels (5) sind danach auch die Polarkoordinaten des Dreiecks durch 
die Koordinaten der Eckpunkte ausgedrückt (vgl. § 34, (7)). 
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§ 37, 1. 



§ 37. Die Transformation der Koordinaten. 

1. Übergang von einem Koordinatensystem zu einem parallelen. 

Es sei (Fig. 209) Oxyz das ursprüngliche Koordinatensystem und 
O'xyz' ein neues Koordinatensystem, dessen Achsen x, y'y z be- 
züglich mit den Achsen x,y,z parallel und gleichgerichtet sind, und 
dessen Anfangspunkt 0' in bezug auf Oxyz die Koordinaten x^y 
yQ, Zq hat. Alsdann ist zunächst: 

^o = oo;, yo = oo;, z,= oo:, 

wo OJ, Oy, 0/ die Projektionen von 0' auf die Achsen x, y, z sind 
(vgl. § 31, 2), und ferner für die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes P in bezug auf die beiden Koordinatensysteme (vgl. § 14, 1): 
x=OP,, y^OP^, ^-0P„ 
x=0'P^, y'^O'P^, z'^O'P,, 
WO die Projektionen P^, P^, P^ und P^,, P^,, F^. des Punktes P auf 
je zwei gleichnamige parallele Achsen durch dieselbe projizierende 



P'jcyz'^ri^ 







Fig. 209. 




Ebene ausgeschnitten werden. Es besteht nun zwischen den der x- 
und a;'- Achse angehörigen Strecken (Fig. 209) die Beziehung; 

0F,^00^+0:F^^00:+0'P^ oder x^x, + x\ 
und ebenso für die anderen Achsen. 

Zwischen den Koordinaten x, y, z und x, y, z eines und desselben 
Punktes P in bezug auf zwei parallele Systeme, ein altes Oxyz und 
ein neues O'x'yz' bestehen die Formeln: 

(1) X^Xq + x\ y=^y^ + y\ z ^ Z^ + z\ 

^0 ^oj yo? ^0 ^^^ Koordinaten des neuen Anfangspunktes im alten 
System sind.^) 

Dieser Satz gilt mit gleicher Ableitung auch für zwei parallele 
schiefwinklige Systeme. 
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2. Übergang von einem rechtwinkligen zu einem konzen- 
trischen schiefwinkligen System. Es sei (Fig. 210) Oxyz das 
ursprüngliche rechtwinklige Koordinatensystem. Die von aus- 
gehenden Achsen eines schiefwinkligen Systems O^^g sollen durch 
ihre Richtungskosinus a^, \, c^; a^, b^, c^ und «3, 63, Cj gegeben sein 
(vgl. §14,2). 

Alsdann sind zunächst (vgl. Fig. 210) die schiefwinkligen Koordi- 
naten 5, 1?, 5 eines Punktes P nach § 31, 8: 

l^OP^, rj-OP^, t^OP.. 

Zugleich haben die Strecken OP^, OP^^P^P^^, OP^^ P^^P 
(vgl. § 31, (3)) in bezug auf das alte System Oxyz im Sinne von 
§ 34, 6 die Polarkoordinaten: 

I, öl, &i, q, 7y, «2, 62, Cg, 5;, ttg, 63, C3, 

also nach § 34, (6) die gemeinen Koordinaten: 

ötj? h^y Cil, ac^rj, h^rj, c^rj, agg, ftgg, Cgg. 
Da andererseits die Strecke PO nach § 34, (4) die gemeinen 
Koordinaten: — a?, —y, —z hat und die vier Strecken OP^^ ^^^Iri^ 
P^„Py PO ein geschlossenes Polygon bilden, so ist nach §34 (9): 

«il + «2^+öt3g— a; = 0, bi^+b^n + ht—y=0, c^^+c^rj+c^t—^^^O. 

Zum Übergang von einem rechtwinkligen System. Oxyz zu einem 
schiefwinkligen System 0^i]lj dessen Achsen in bezug auf jenes die 
Richtungskosinus a^, b^j c^\ a^, b^, c^-^ a^, b^, c^ haben , dienen die 
Formeln ^^): 

' x^a^i + a^rj + a^t, 

(2) \y = b,^+b,ri+b,t, 

U = cj -f cgiy ^-c3^ 

Ist nun: 

% ^2 ^s 

(3) D= 6, b, h 

^1 ^2 ^3 

die Determinante der Richtungskosinus der schiefwinkligen Achsen |, 
Vf t 9^9^^ ä(^ rechtwinklige System Oxyz und sind: 

(4) Pt = c^a^ — c^a^, ^2 = ^^1—^1^3? JB^ = c^a^— c^a^, 
Ol = 0263 — ag&g, C2 = a^b^ — ai&3, C3 = «162 — ^ih 

die ünterdeterminanten von D, so folgt durch Auflösung (Anm. 2, II, 1) 
der Gleichungen (2): 
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{^) Bri^A^x + B^y + C^Zy 

Bt-Ax + B,y + C,0. 
Bamit sind die neuen Koordinaten |, iy, J durch die alten x, y, z dar- 
gestdlt (vgl. § 14, (4)). 

3. Der Wert der Determinante der neun Bichtungskosinns. 
Bezeichnen wir mit: 
(6) a^cosiyg, 6 = 008 gl, c = co&i,ri 

die Kosinus der Winkel der schiefwinkligen Achsen gegeneinander, 
so daß nach § 35, (1): 



(7) 



a = aoöto + &063 + Co Co, 



h =^a^a^ + 6361 + C3C1, 
c = a^aa + W + c^Cg, 

so ist nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten (Anm. 1, 
V, 2) mit Rücksicht auf § 33, (18): 





«1* + h* + <i' 


a^üi+W+c^c^ ai<»8+*i68+Ci<^3l 


1 € h 


D*= 


agai+ftjfci+CjCi 


«S* + 62* + «2* O2 «8+^2 ^+ «2 Cg 1 = 


c \ a 




«8 «1+63^+^8^1 


a8a2+6s62+<'8<i! «8* + *3* + Ci \ 


h a \ 


oder: 








(8) 


I) = bVT 


-a^-h^-c^ + 2al)c, « = ±1. 





Die Determinante B hängt also ihrem absoluten Werte nach nicht 
mehr von den Richtungskosinus «i, ^i, c^; a^^h^, c^; 0^3, 63, Cg, sondern 
nur von den Winkeln der Achsen i, ri, ^ untereinander ab (vgl. (6)). 
Sie ändert somit ihren absoluten Wert hei einer Brehung des starr 
gedachten Systems O^rj^ (der j,Ecke 0^1]^^^) um den Punkt nicht 

und kann daher bei einer solchen auch ihr 
Vorzeichen nicht ändern. Man kann dieses 
folglich aus einer speziellen Lage bestimmen. 
Legt man zu dem Ende das starre 
System O^T^g so, daß die positive |- Achse 
in die positive a?- Achse fällt, also a^ = 1, 
61 = 0, Ci = wird, so kann es sich nun- 
mehr noch um die :r-Achse drehen. Bei 
einer vollen Drehung um die a;- Achse kommt 
die ly- Achse, die einen Rotationskegel be- 
schreibt, zweimal in die xy-Woene zu liegen (als rj oder ly* in Fig. 211), 
wobei Cg =« wird. In einer dieser Lagen bildet sie mit der y- Achse 
einen spitzen Winkel (63 > 0), in der andern einen stumpfen (62 < 0). 




Fig. 211. 
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Wir legen sie in die erstere Lage, wodurch die xy-^hene und |^-Bbene 
gleichen Drehungssinn (Fig. 211), also gleiche positive Seiten (vgl. 
§ 32, 2) erhalten. Mit den Wei-ten a^ = l, 6i = 0, c^ - 0; c^ = 
wird nun nach (3) D^b^c^, hat also wegen b2> das Vorzeichen von 
Cg. Je nachdem daher der Winkel z^ spitz oder stumpf ist, d. h. die 
0- und 5- Achse auf gleicher oder auf ungleichen Seiten der vereinigten 
xy- und giy-Ebene liegen, ist D> oder < 0, d. h. nach § 32, 8: 

Je nachdem die beiden Koordinatensysteme, das rechtwinklige 
Oxy0 und das schiefwinklige 0|i^S, gleich oder ungleich orientiert 
sind, ist die Determinante D positiv oder negativ, ist also in (8) 
6 = + 1 oder £ = — 1. 

Bei positiv orientiertem System Oxyis ist daher nach § 32, (9) 
D der Sinus der Ecke ^rj^i 

Die Dete^inante der neun Bichtungskosinus der drei (gerichteten) 
Kanten 5, rj, ^ einer Ecke (Fig. 212) in beztig auf ein (positiv orien- 
tiertes) rechtwinkliges Koordinatensystem Oxyz ist: 



(9) 



D = 



«1 


\ 


c. 


«2 


h 


C2 


«» 


h 


Cs 



= sin5T?g, 



(vgl. § 14, (3)). 

4. Übergang von einem rechtwinkligen zu einem konzen- 
trischen rechtwinkligen System.^^) Ist das neue System O^rj^ ebenso 



^(^h^^ 





Fig. 212. 



Fig. 213. 



wie das alte rechtwinklig (Fig. 213), so werden die Kosinus (6): 
a = 0, 6 = 0, c = und damit (vgl. § 32, (11)) die Determinante 
der neun Richtungskosinus: 
(10) D= + l oder -1, 

je nachdem das neue System positiv (wie das alte) oder negativ 
orientiert ist.^^) 

Die Gleichungen (2) gelten auch jetzt noc\ aber ihren Auflösungen (5) 
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kann man eine einfachere Form geben. Durch Multiplikation der 
drei Gleichungen (2) bezüglich mit a^, 6^, q oder a^, ftj, c^ oder 
«3, 63, C3 und Addition folgt nämlich mit Hinblick auf (7), wo jetzt 
a = 0, 6 =. 0, c « 0, und § 33, (18): 

^^a^x + h^y + c^^, 
(11) V^^2^ + hy + ^2^r 

Die Vergleichung dieser Formeln (11) mit den Formeln (5) gibt 
für D = + 1 für die Unterdeterminanten (4) : 

(12) 



^1 = &1 , ^3 = 63 , B3 = &3 , 



1(^1 



.'>' 




/'ß-ÄJ^ifc^ 



"J^ 



Fig. 214. 



^ar 



5. Übergang von einem rechtwinkligen zu einem nicht- 
konzentrisohen sohiefwinkligen System. Sei in bezug auf ein 
zf^ ^ _ ursprüngliches rechtwinkliges System 

Oxyz ein neues schiefwinkliges System 
ß|iyg durch die Koordinaten iPo> ^o? ^0 
seines Anfangspunktes Sl und die Rich- 
tungskosinus aj, \, c^; ttj, &2> ^2 ^°^ 
ag, 63, C3 seiner Achsen |, iy, 5^ ge- 
geben. Man lasse dann von Sl 
(Fig. 214) ein drittes mit Oxyz pa- 
ralleles System Slxy'z ausgehen und 
bezeichne mit x^ y, z\ |, ly, l\ x\ 
y\ z die Koordinaten eines Punktes 
P mit bezug auf die drei Systeme. Dann ist nach (1): 

x==Xq + x\ y^y^-\-y\ z^z^-\r z' 

imd, da die Richtungskosinus der Achsen |, 7y, % gegeÄ Slx'y z die- 
selben sind, wie gegen Oxyz (vgl. § 32, 1), nach (2): 
X = %| + a^ti + agg, 2/' = 61g -f ^fi + 63 g, z - cj + Cgiy -f c^J- 
Zwischen x^ y, z und |, t^, g bestehen daher die Formeln: 
x^x^ + a^i, + a^ri + a^t,, 
(13) U=-% + ^S + &2^ + 685, 

und umgekehrt wie in § 37, 2: 

DI ^ ^, (^~a:o) + 5i(y-2^o) + (^i(^-^o), 
•(14) I Dri^A,{x^x^) + B,(y-y,) + C,(z^z,), 

Di^A,(x^x,) + B,(y^y,) + C,{z-^z^). 



Digitized by 



Google 



§ 37, 6. 



177 



Mit x^O, y = 0, z =0 erhält man aus (14) für die Koordinaten 
lo? ^0' ^0 ^^^ alten Anfangspunktes im neuen System: 
2)§o = — Ä^Xq - B^yQ - C^Zq, 

(15) Drjo^- A^o - ^22/0 - ^2^0^ 

Damit aber kann man die Formeln (14) in die einfachere Form 
bringen (vgl. § 14, (14)): 

Dl^D^, + Ä,x + B,y+C,z, 

(16) Dri^ Drio+ A,x + B,y + C^z, 
D^^Dto + A,x + B,y+C,z, 

6.^ Übergang von einem rechtwinkligen System zu einem be- 
liebigen neuen rechtwinkligen System. Ist das System ^^rj^ recht- 




»m^\c^) 







^y(\\V 







Fig. 215. 



Fig. 216. 



-liafi.c^) 



winklig und positiv orientiert wie Oxyz, so gelten die Formeln (13) 
unverändert,^^) und aus (14) wird mit Rücksicht auf (10) und (12): 

g = a^ix-x^) + &i(«/-yo) + Ci(^-^o). 
(17) ri^a^{x-x^) + \{y-y^) + ^2(^-^0). 

, i^a^{x — x^ + h.^(y — yo) + c^{^ — ^o) 
öder mit den neuen Koordinaten des alten Anfangspunktes (Fig. 215): 
So = — ö^i^o — hyo — ^i^Q^ 



(18) 



So = — %^0 — ^32/0 — ^3^0 



einfacher und mit (13) gleichförmig (vgl. § 14, (18)): 
i l^l^ + a^x + \y + c^Zy 

(19) N = ^0 + 0^2^ + hy + <^%^j 

U = So + %^ + ^3^ + ^3^- 

Staude, analyt. Geometrie. 
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= siii l'iyg, usw., 
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7. Übergang von einem schiefwinkligen zu einem konzen- 
trischen schiefwinkligen System. Zwei konzentrische schiefwinklige 
Systeme 0|iy£; und OS'iy'S' beziehen wir zunächst (Fig. 216) auf ein 
konzentrisches rechtwinkliges Oxyz. In bezug auf dieses haben die 
Achsen i,ri,% die Kichtungskosinus «1,^1, c^; a^ 7^27^2'') ^8?*s>^8 ^^^ 
S', ri\ l' die Richtungskosinus a^', 61', c^'; Og', feg', c,'; «3', 63', c,'. Dann 
ist nach (5) und (2): 

DI = A,x + B,y + C,z, x = a/g' + a^'V + a/?', 
Dt? =^ ^g^ + JB^y + C^z, y = 6/6' + W + VS'; 
Dg = Jlga; + D^y + C^z, z ^ c/r + c/V + ^3'^. 
Die Elimination von x, y, z ergibt hieraus zunächst für |: 

DI ^ {A,a^ + B,W + C,c,') r + (Ä,a,' + B,b,' + G^c,') y( 
+ (^ia3' + DiV+CiC30r 

Da aber nach (4) und (9): * 

a/ 6/ c/ 

»2 feg ^ 

»3 63 C3 

so ergibt sich schließlich unabhängig von dem rechtwinkligen 
System Oxyz: 

Zwischen den Koordinaten |, ly, g wnd |', iy', g' in fe^iWi^ aa/* ^M;e* 
lonzentrische schiefwinklige Koordinatensysteme bestehen die Gleichungen: 

sinliyg . 6 = sing'i^S ' 6' + sinr/'^J; • t/' + sing'iyg • g', 

(20) sin|i?e . 1?« sinire • r + sinivs • V + sinig'e . r, 

singi^g. g =sin|i^|'.|' + sin|i^V- V+ sin|»jg'. g', 

wo die Koeffizienten die Sintis der bezüglichen Ecken sind (vgL 

§ 14, (19)). 

§ 38. Die EulersclLen Winkel. 

1. Die Enotenlinie und die Knotenpunkte zweier rechtwink- 
ligen Koordinatensysteme Oxyz und O^tit^ ^s seien Oxyz und 
O^rj^ (Fig. 217) zwei konzentrische positiv orientierte rechtwinklige 
Koordinatensysteme. Die xy-TSbene sei horizontal gestellt, die positive 
^- Achse nach oben gerichtet. Wir markieren den positiven Drehungs- 
sinn der xy- und |7y-Ebene je auf einem Kreise^ der in der Ebene 
mit dem Radius 1 um beschrieben ist. 

Die beiden Ebenen schneiden sich in einer Geraden ft, welche 
die Knotenlinie der beiden Systeme heißt. Ihre Schnittpunkte X^ 
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und Xi mit dem Binheitskreis werden als aufsteigender und absteigender 
Knotenpunkt unterschieden, da in dem einen, Xj, der Einheitskreis 
der ^y;- Ebene seinem positiven Drehungssinne nach von der negativen 
(unteren) Seite der :ry-Ebene auf die positive (obere) hinaufsteigt, 
im andern, X^, aber ebenso hinabsteigt. Die Richtung von X^ nach X^ 
betrachten wir als positive Richtung der Knotenlinie, 

2. Einführung eines Hilfssystems Ql'ri'l. Wir fähren in der 
Siy -Ebene ein neues ebenes Koordinatensystem 0^'rf ein, dessen positive 
g'- Achse (Fig. 218) in die positive Knotenlinie fallt und dessen positive 








' f 


^riYa:^^) 


Co 


lA^s^ 


^''' 


/ / 


^\ 




N.' 


/■ 


/ / 




^. 




d 


-h-/;P--^ 


i^'. 



"^^(Ob'hc') 



Fig. Sfl7. 



Fig 218. 



i/- Achse senkrecht zur Knoteolinie und oberhalb der ä;^- Ebene ge- 
legen ist, also mit der positiven ;8r- Achse einen spitzen Winkel bildet. 
Das Acbsensystem 0^'ri ist dann mit Og^ gleich orientiert; auch 
Oi,'rii ist ebenso wie O^ri^ positiv orientiert. 

3. Bestinimung des Biohtangskosinus der Achsen $', ij'. Die 
Richtungskosinus der g- Achse in bezug auf Oxyz seien aj, &g, Cg; 
diejenigen der Achsen 5' und r{ aber a\ V, d und a", 6", c". Die 
g'- Achse (a', 6', c') steht als Knotenlinie auf der ;er- Achse (0, 0, 1) 
und der g-Achse (cTg, 63, C3) senkrecht, so daß nach § 35, (4): * 

e = 0, a^a' + 636' == 0; a^ + V^ + c'« = 1, 

und daher mit noch zu bestimmendem « = ± 1: 



a = 



f&« 



V- 



c'=0. 



Die Achse 1^' (a", 6", e") ist zur Knotenlinie (a', b\ c') und zur 
g- Achse (ag, 63, Cj) senkrecht, also ist nach § 35, (4): 
- 63«"+ «36"= 0, a^a"+\b"+c^c'^0', a"2+ 6"^+ c"«= 1, 
woraus sich mit (J = -^ 1 ergibt : 



a = — 






6"==- 



^&sC, 



V«: 



■&»* 



^Äl^V+V. 



12* 
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Nun ist aber, da ij' mit z einen spitzen Winkel bilden soll, c">0, 
also d —1. Da ferner 0%'r[i positiv orientiert sein soll, ist nach 

§37,(10): 



a c \=- 

ag 63 Cj ' 



a/ + ft,' 



-h 







agCg -ftgCg ttj^ + V 



<+h' 



- 63 ag 



11 = 6 = 1 (Anm. 1, IV, 4). 



«3 63 C3 1 

Demnach drücken sich, indem noch «3^ + 63*= 1 — c^^ gesetzt wird, 
die Richtungskosinus der Achsen §' und ri durch die von t, wie 
folgt aus: 

(1) a'=-:^ A_ V= ^, .'=0, 



1-^8^ 



(2) a" /''_, 6"= 



K<^^ 



= Vr^ 



4. Darstellung der Bichtungskosinus der Aohsen |', r{y g durch 
zwei Parameter. Sind jetzt (Fig. 219): 

(3) x^z'i, <p==^r 

der absolute konkave Winkel der l- gegen die ^-Achse (§ 33, 2) und 
q) der Richtungswinkel von |' in dem ebenen Koordinatensystem Oxy 








Fig. «19. 



Fig. 220. 



(§ 11, (l)), SO ist, da a', V zugleich die Richtungskosinus von S' in 
diesem sind (§ 11,(11)): 

(4) C3=cos;|r, K 1 — ^3^= sin;|r; a'=cos9, 6' «sing). 

Die Kombination der Gleichungen (1), (2) und (4) ergibt aber 
unter Auflösung der Gleichungen (1) nach «3, 63: 



Digitized by 



Google 



§ 38, 5—6. 



181 



(5) 



(6) 



(7) 



a = cos 9), V = sin 9), c = 0, 

d' = — sin g? • cos %^ 6" = cos g? • cos i^ c" = sin jr, 

«3 = sin 9 • sin ^i^ ^3 == — cos 9^ • sin 1^ c^ = cos %. 

Die neun RichtungslcosimiS des Systems O^'ri'^ sind damit durch 
die beiden Winkel <p und % dargestellt 

5* Koordinatentransformation von Oxyz auf 0^'r/^ und von 
O^'^'g auf 05^ g. Nach §37,(2) bestehen zwischen den Koordi- 
naten Xy y, z und |', ri\ 5' eines Punktes P in bezug auf die beiden 
Systeme Oxyz und OS'»?'^ die Beziehungen: 

'x^a;i' + a"n'+a,l\ 

y = fe'r + &'Y + 63r; 

Ist ferner (Fig. 220) ^ der Richtungswinkel der Achse | in dem 
ebenen System 0|'i?' (vgl. § 11, (1)), so bestehen zwischen den Koordi- 
naten I', ri, 5' und I, 7/, £ des Punktes P in bezug auf die beiden 
Systeme OI'VS und O^T^g (§38, 2; 1) die Gleichungen (vgl. §14, (9)): 

I' = I cosi^ — 7? sin^, 

tj' = I sin ^ -f ly cos ^, 

Die Kombination der Gleichungen (6) und (7) gibt: 

IX = {a cos ^ + a" sin 1^) | + (— a' sin ^ -f a" cos 1^) 1^ + agg, 
2/ = (fe' cos 1^ + 6" sin ^) g + (— fe' sin 1^ + 6" cos !^) 1? + ^sS? 
^ = (c cos ^ + c' sin 1^) S + ( — ^'' sin ^ + c" cos ^) '»? + C3 5- 
6. Darstellung der neun Bichtungskosinus durch drei Para- 
meter. Vergleicht man diese Formeln, die zwischen den Koordinaten 
X, y, z und |, ly, % eines Punktes P mit bezug auf die Systeme Oxyz 
und 0|iyg bestehen, mit den gleichbedeutenden Formeln § 37, (2), so 
ergibt sich unter Benutzung von (5): 

Sind Oxyz und Oi,r\t, zwei positiv orientierte rechtwinklige Koordi- 
natensysteme , so drücken sich die neun liichtungskosinus a^i^c^, ^2^^2^^y 
agftjCg der Achsen S, iy, g gegen das System Oxyz durch drei unab- 
hängige Winkel q>y t, % in folgender Weise aus:^^) 
ai = cosg)COst^— singjsin^cos;^, 
b^ = sin9COsi^-|-cos9sini^cos;f, 
c^ = sin^sinjj, 

a2=— cos^sini^ — sin<pcos(^cos;^, 
62= — sin^jsin^-fcoscjpcos^cos;^, 
^2= cosi^sin^u, ^3= cos;^. 



(9) 



«3= smgjsin;^, 
fcg«— cosgjsin;^, 
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Hier ist %^zt der Winkel zwischen der z- und ^-Achse, g) = x^' 
der Richtungswinkel der Knotenlinie %' gegen die x-Aäise in der xy- 
Ebene und ^ = 5'6 der Richtungswinkel der 1^- Achse gegen die Knoten- 
linie T in der irj-Ebene (Fig. 220). 



§ 39. Der Raüminlialt des Tetraeders. 

1. Absoluter und relativer Bauminhalt. Vier Punkte Ay B 
C, D des Raumes, die nicht' in einer Ebene liegen, bestimmen ein 
Tetraeder AB CD (Fig. 221a). Indem wir nun die vier Punkte nicht 
unterschiedslos als dessen Eckpunkte ansehen, sondern die für das 
Symbol ABCD gewählte Reihenfolge der Eckpunkte betonen, legen wir 

^ A A 




Fig. 221a. 



Fig. 221b. 



Fig. 221c. 



dem Tetraeder einen bestimmten Schraubensinn bei, der positiv oder 
negativ sein mag, je nachdem der Punkt A auf der positiven oder 
negativen Seite der durch den Drehungssinn des Dreiecks BCD (vgl. 
§ 15, 1) gerichteten Ebene dieses Dreiecks (vgl. § 32, 2) liegt. Wir 
deuten den Schraubensinn (Fig. 221b) durch das §32, 7 eingeführte 
Zeichen au. 

Das Symbol ABDC würde das Tetraeder der nämlichen vier 
Punkte mit verändertem Schraubensinn (Fig. 221c) bedeuten. 

Der absolute Rauminhalt ABCD des Tetraeders ist von dem 
Schraubensinn unabhängig, also (vgl. § 15, (1)): 



(1) ABDC = ABCD. 

Der relative Rauminhalt^) ABCD dagegen soll seinem absoluten 
Betrage nach gleich ABCD, seinem Vorzeichen nach aber positiv 
oder negativ sein, je nachdem der Schraubensinn des Tetraeders ABCD 
positiv oder negativ ist 

2. Die Vertauschung der Eokpunktfolge. Es ist daher zu- 
nächst, wenn A an erster Stelle bleibt, nach dem Drehungssinn des 
Dreiecks BCD (§15, (2)) 

(2) ABCD=^ACDB=ADBC==-ABDC=-ACBD=-ADCB. 



Digitized by 



Google 



§ 39, 3. . 183 

Aus dem Anblick, den die Seitenfläche BCD bezüglich ihres 
Drehungssinnes von der gegenüberliegenden Ecke Ä aus bietet, kann 
man aber auch auf den Anblick schließen, den die andern Seiten- 
flächen des Tetraeders bezüglich ihres Drehungssinnes von den ihnen 
gegenüberliegenden Ecken aus bieten. Breitet man nämlich das Netz 
des positiv geschraubten Tetraeders AB CD (Fig. 221b) in der von 
ihrer positiven Seite gesehenen Ebene BCD als Zeichnungsebene aus 
(Fig. 222), so erscheinen die Drehungssinne der Dreiecke: 
ADC, ÄBD, ACB 

auch positiv; ebenso werden sie aber von ihren gegenüberliegenden 
Ecken: 

B, C, D 

aus positiv erscheinen, wenn man die Dreiecke wieder nach vorn in 
den Raum hinein klappt bis zur Vereinigung der drei Punkte A. 
Daher ist das Tetraeder AB CD auch in der Bezeichnung: 

BADC, CABD, DACB 

positiv geschraubt in dem Sinne, daß von der ersten Ecke der 
Drehungssinn des Dreiecks der drei folgenden positiv erscheint. Das 





Fiff. 228. 

Analoge würde sich aber für ein negativ geschraubtes Tetraeder 
AB CD ergeben, so daß auf jeden Fall: 

(3) ABCD = BADC^ CABD = DACB. 

Die Kombination der Formeln (2) und (3) zeigt aber, daß der 
durch die Permutation ABCD dargestellte Rauminhalt sein Vorzeichen 
hei jeder Transposition (Vertauschung zweier Buchstaben) wechselt.'^) 

3. Darstellung des relativen Bauminhalts durch Grundfläche 
und Höhe. Wir bezeichnen (Fig. 223) mit z/ = BCD den abso- 
luten Flächeninhalt des Dreiecks BCD (Grundfläche des Tetraeders) 
und mit 8 den senkrechten Abstand des Punktes A von der Ebene 
BCD (Höhe des Tetraeders) und rechnen diesen Abstand positiv oder 
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^-•^Ä^j 



}iegativ, je nachdem A auf der positiven oder negativen Seite der durch 
den Drehungssinn des Dreiecks BCD gerichteten Ebene liegt. 

Alsdann ist nach § 39, 1 der relative Bauminhalt des Tetraeders: 
(4) ABCD=-\JS. 

4. Darstellung des relativen Bauminhaltes durch die Koordi- 
naten der Eckpunkte. In bezug auf ein rechtwinkliges positiv orien- 
tiertes Koordinatensystem Oxyz seien x^y^z^, ^22/2^2? ^s^s^s) ^43/4^4 

die Koordinaten der vier Eckpunkte Pj, 
Pg, Pg, P^ eines Tetraeders. Wir führe^ 
ein neues rechtwinkliges Koordinaten- 
system Ü5'»?5 ein (Fig. 224), in bezug 
auf welches die vier Punkte die Ko- 
ordinaten giT^iSi, l^ri^i^, gaT^jgj, 54^4^4 

^^ haben mögen. Der Anfangspunkt Sl dieses 
neuen Systems sei der Punkt P^, so daß 

S*=0, ^4=0, ^4=0; 

die positive |-Achse laufe von P^ nach 
Pj, worauf: 

?2 > 0; % = 0, e^ = 0; 
die ly- Achse sei in der Ebene B^P^P^ senkrecht zur |- Achse und 
nach derjenigen Seite der |- Achse gerichtet, auf der Pg liegt; dann ist: 

^3 > 0; 58 = 0; 

und stimmt der Drehungssinn, den die |iy- Ebene als Koordinaten- 
ebene hat (in Fig. 224 durch den Pfeilbogen angedeutet) mit dem 
Drehungssinn des Dreiecks P^PgPg = P^P^P^ überein; endlich sei 
die J;- Achse die positive Normale der |i^ -Ebene, so daß £li,rit, ein 
positiv orientiertes Koordinatensystem wird. Je nachdem dann P^ auf 
der positiven oder negativen Seite der Ebene P^P^P^ gelegen ist, 
wird gl > oder g^ < 0. 

Danach ist im Sinne von § 39, 3: 

also nach (4): 

P,P3P,P, = -^-il,%g,. 




Fig. 224. 



Hierfür kann man aber, da 1,2 = 



= 0, Sä = 0, £^ = ist, auch schreiben : 
5i nx 5i 



(5) 



6.P,P,P,P, 



I» 



V» 
Vs 
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Sind nun a^, 6^, c^; a^, b^, Cg; a^, &,, c, die Biclitmigskosinus 
der Achsen |, rj, i (Fig. 224), so wird nach § 37, (17) aus (5): 

(h{'^-'»i)-\-\iyi-yd+cM-^d a2Q«2-^i)+^iiyi-yd+«i(.'^i-'ii) ■■ 



und nach dem Multiplikationstheorem (Anm. 1, Y, 2): 



6.P,P,P,P,= 



1«8 *8 



31/-1 Xa 



I ^R ^1 



yi-vt 
yz-y* 






oder, da hier nach § 37, (10) der erste Paktor D = 1 ist: 

I «1 — «4 yi — Vi 
(6) 6.AP,P,P,= 



^-■?4| 



Xot X, 



Vi-Vt, ^8 - •8'4 , • 
«8 - «4 ys - y* ^8 - ^4 i 

Durch Bänderung der Determinante ergibt sich hieraus (Anm. 1, III, (17)): 

oc^ — x^ Vi — yi e^ — Zl 



6.P,P,P,P,= 






^2-^4 2/2-2/4 

^3 ^4 J/S 3/4 

I ^4 3/4 

und folgt daher schließlich (Anm. 1, IV, 4): 

Der sechsfache relative Rauminhalt des Tetraeders P^P^P^P^ 
drückt sich durch die Koordinaten der vier Ecken in hezug auf ein 
rechtwinkliges positiv orientiertes Koordinatensystem (Fig. 224) folgender- 
anaßen aus (vgl. § 15, (6); § 1, (5)): 

I x. 



(7) 



6.P,P,P,P,= 



yi 

Vi 



Xo 



^i yi «4. 



Bei einer Transposition der Indizes 1, 2, 3, 4 ändert sich'), wie nach 
§ 39, 2 erforderlich, das Vorzeichen des Ausdrucks (7). 

5. Eine Ecke des Tetraeders im Eoordinatenanfangspunkt. 
Wenn die Ecke P^ = x^, y^, n^ nach = 0, 0, verlegt wird, so 
folgt aus (7) (vgl § 15, (4)): 



(8) 



6.PiP,P3 = 



Xq 



Vi 
Vi 
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§ 39, 6-7. 



eis secJisf acher relativer Bauminhalt eines Tetraeders, das den Koordi- 
natena/nfangspunkt und drei durch ihre Koordinaten gegebene PunJcte 
Pi, P^, P3 isu Ecken hat (Fig. 225). 

6« Darstellung des relativen Bauminhaltes mittels clreier 
Xanten. Führt man jetzt die Polarkoordinaten der Punkte P^, P^, P3, 
also die absoluten Lösungen r^, r^, r^ und die Richtungskosinus 
«1, fti, Cij a^, 62, Cg; ag, 63, c^ der Kanten OP^, OP^, OP^ 
(Fig. 225) ein, so wird nach § 33, (14) (vgl. Anm. 1, IV, 5): 



\r^ 



6.P,P,P,0 



= r^r^r^ 



h 



h 



ta^rj o^r^ c^r^ 

I «3^8 ^^8 ^3^3 

Die Determinante der neun Richtungskosinus ist aber nach § 37, (9) 
gleich sin r^r^rg, wenn wir unter dem Symbol Sinus mit ^1,^27^3 

die drei Kanten OP^, OP^, OP^ auch 

ihrer Richtung nach bezeichnen (vgl. 

,.rö»V« §33,4). Daher folgt unabhängig 

f^^jD^y^z^ vom Koordinatensystem Oxyz (vgl. 

§ 15, (3)): 

Sind r^y rg, rg die absoluten 
Längen dreier von einem Eckpunkte 
des Tetraeders P^ Pj Pg ausgehenden 
Kanten (Fig. 225) unä sin r^rgrg der 
Sinus der von ihnen gebildeten Ecke, 
so ist der sechsfache relative BauminJidlt des Tetraeders: 

(9) 6.PiP2PgO = rir2rg.sinrir2rg. 

7. Die Tetraeder aus fünf Punkten des Baumes. Wenn man 
die mit den Koordinaten von fünf Punkten P^, Pg, Pg, P^, Pg ge- 
bildete identische (Anm. 1, IV, 3) Gleichung: 

^1 y^ 0, l 1 




X. 



Vi 


«» 


1 


1 


Vs 


^j 


1 


1 


y* 


^4 


1 


1 


95 


«5 


1 


1 



= 



nach den Elementen der letzten Kolonne entwickelt, so ergibt sich 
mit Rücksicht auf (7) unter Weglassung des Faktors 6, der vom 
Koordinatensystem Oxyz unabhängige Satz (vgl. § 15,4): 

Zwischen den relativen Bauminhalten der fünf aus fünf Punkten 
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,P,'^*V*£, 



^'Ä%& 



Pi, Pj, Pj, P4, P5 gehüdetm Tetraeder besteht stets die Beziehung^): 
(10) P,P,P,P,+P,P,P,P,+ P,P,P,P,+ P,P,P,P,+ P,P,P,P,=0. 

8« Der relative Bauminhalt des Tetraeders in Bchiefwinkligen 
Koordinaten. Führen wir statt des positiv orientierten rechtwinkligen 
Koordinatensystems, auf das sich die 
Formeln (6) und (7) beziehen, ein 
konzentrisches schief winkligesSystem 
O^rji ein (Fig. 226), so ist nach 
§37,(2) für i^ 1,2,5,4: 

wo ai, 61, q; or^? *2> ^5 0^3, 63, C3 
die Bichtungskosinus der Achsen des 
neuen Systems 0|iyg sind. Es wird 
daher aus (6): 

& .P P P P = 

«1 (^2-^4) + Öf2 (^2-^4) + «3 (52-54) \ (S2-I4) + &2 (^2-^4) + ^3 (52-54) 




«1 


61 


Cl 


«f 


h 


Cg 


«8 


h 


Cj 


«1 


h 


Cl 


«2 


&, 


«2 


«8 


6, 


^8 





^1 - I4 »Jl - 


Vi 


ii-ti 




Ss - 5* Vi -Vi 


f2-S* 




Sj - S4 % - »^4 


fs-S* 




ll »Jl gl 1 








I2 % £2 1 








^8 % g» 1 


f 






S* l?* g* 1 







wie beim Übergang von (6) zu (7), und endlich nach § 37, (9) un- 
abhängig von Oxyz (vgl. § 15, (9)): 

k Vi 5i 1 

(11) 6.P,P,P3P, = sing^^ l' "^^ ^ ] 

«3 % 58 1 
§4 ^4 54 1 

In dieser Formel für den sechsfaehen relativen Bauminhalt des Te- 
traeders bedeuten J,., rj^, f^ (i=l,2, 3, 4) die auf ein schiefwinkliges 
Koordinatensystem O^rj^ (Fig. 226) bezogenen Koordinaten der vier Eck- 
punkte und sinliyg den Sinus des Dreikants der Koordinatenachsen!*^) 
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§ 40, 1—2. 



n. Kapitel. 

Die Gleichungen der Ebene und der geraden Linie* 

§ 40. Die Gleicliimg der Ebene. 

1« Die Gleichung der durch drei Punkte bestimmten Ebene. 
Jede Ebene kann man sich durch drei getrennte Punkte P^, Pg, P^ 
des Baumes, die nicht in einer Geraden liegen, bestimmt denken. Ein 

P<3Ci/Z 




Pig. 227. 




Fig. 228. 



vierter, laufender Punkt P des Raumes (Fig. 227) bildet mit jenen 
ein Tetraeder PP^P^P^ und liegt (§39,(4)) immer dann und nur 
dann in der Ebene P^P^P^, wenn der Rauminhalt des Tetraeders 
Null ist. Mit Rücksicht auf §39, (7) ergibt sich daher bei Einführung 
der rechtwinkligen Koordinaten der Punkte (vgl. § 16, (5)): 

Der Punkt P=^x,y,z liegt immer dann und nur dann in der Ebene 
der drei Punkte P^ = x^, y^, z^-, P^=^x^, y^, z^-^ P^ = x^, y^, z^ 
(Fig. 228), wenn: 



(1) 



X 
X, 

x^ 



y 

Vi 



= 0. 



Man nennt (1) die Gleichung der Ebene P^P^P^ in laufenden Ko- 
ordinaten Xj y, z. Der Satz gilt nach § 39, 8 auch für schiefwinklige 
Koordinaten, ebenso wie die Sätze in § 40, 3 — 5.^) 

3« Bedeutung der Koeffizienten der Gleichung der durch drei 
Funkte bestinmiten Ebene. Nach den laufenden Koordinaten ge- 
ordnet (Anm. 1, III, (17)), lautet die Gleichung (1): 

(2) Ax^By^Gz-^B^^ 0, 

wo die Koeffizienten A, B, C, B die Werte haben: 
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^ = ! 



(3) 



Vi 



Vi 





"l 


x^ 


1 


, n- 


^2 


x^ 


1 




^8 


^z 


1 




a?! 


Vi. 


^1 


x> = - 


^i 


Vi 


«2 




x» 


y» 


h 



Vi 



X. 



1 

1 , 
1 



Jeder dieser Ausdrücke hat eine geometrische Bedeutung. Nach 
§ 36, (6) sind: 

(4) A = 2J^„ B=2J,,, C = 2J,^ 

die doppelten gemeinen Koof^dinaten des Dreiecks P^P^Pg^ und nach 
§ 39, (8) ist: 

(5) D^6.0P,P,P, 

der secJtsfache Bauminhalt des Tetraeders OP^P^P^ (vgl. §39,2). 

3, Allgemeine Form der Gleichung der Ebene. Jede gegebene 
Ebene kann nach §40, 1; 3 durch eine Gleichung von der Form: 

(6) Ax + By + Cz-^D=^0 

dargestellt werden,^^) 

Ist jetzt umgekehrt die Gleichung (6) mit willkürlichen Koeffi- 
zienten Ay B, C, D gegeben, so wird sie jedenfalls einen Ort von 
oo^ Punkten x, y, z darstellen, da ihr bei beliebiger Wahl von zwei 
Koordinaten durch einen entsprechenden Wert der dritten genügt 
werden kann. Sind nun P^ « x^y j/i, ^^j P^^x^, y^, z^-, Pj - x^, y^, z^ 
irgend drei getrennte, nicht in gerader Linie liegende Punkte des 
fraglichen Ortes, so genügen ihre Koordinaten der Gleichung (6) 

so daß: 

Ax^ + By^ + (7;^! + D = 0, 

(7) Urr^ + 5^2 + (7^2 + ^ = 0, 

^^8 + -BJ/ä + C-^8 + ^ = 0. 

Hieraus aber folgt mit einem Proportionalitätsfaktor q (Anm. 2, III, (14)): 



(8) 



p^ = 



Vi 

y% 





^1 ^1 1 




1 


«2 Xi 1 
«S Xi 1 

«1 Vi üi 


, qC = 


qD 


3^2 Vi ^2 
Xs Vi h 





«1 Vi 
^i Vi 
Xs Vi 
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§ 40, 4—5. 



Die öleichtiiig (6) nimmt durch diese DarstelluDg ihrer Koeffi- 
zienten, von dem Faktor q abgesehen, die Form (1) an, bedeutet also 
die Ebene der drei Punkte P^, P2, Pg. 

Jede gegebene Gleichung von der Form (6) stellt eine Ebene dar. 

4. Did Anzahl der Eonstanten. Die allgemeine Gleichung (6) 
der Ebene enthält drei Konstanten^ die Verhältnisse der vier Koeffi- 
zienten. In der Tat bestimmen drei Punkte, die die Ebene voll- 
kommen bestimmen, in den Gleichungen (8) nur die Verhältnisse der 
vier Koeffizienten (vgl. § 16, 6). 

Die vier Koeffizienten der Gleichung einer gegebenen Ebene bleiben 
daher um einen gemeinsamen Faktor unbestimmt. Umgekehrt stellen 
zwei gegebene Gleichungen: 

dieselbe Ebene dar, wenn: 

(10) A^.B,:C^'.D, = A,:B,.C,:D^ 

oder mit einem Proportionalitätsfaktor — Aj : ^Ig geschrieben: 

XiA, + X^Ä^ = 0, AiBi+A,£j=0, AiCi + AjCg-O, AiA + ''»A = 0. 
Indem man zur AbkQrzang setzt: 

(X,=^Ä,x + B,y+C,z + D,, 

^ ^ \X,==Ä^X + B,y+C,z + D„ 

spricht man diesen Satz auch so aus: 

Die beiden Gleichungen X^ = und Xg = stellen immer dann 

und nur dann dieselbe Ebene dar, wenn mit zwei nicht verschwinden- 
den konstanten Faktoren die Identität 
(die in x, y, z identische Gleichung) 
besteht^^): 
(12) 11X1 + ^2X2 = 0. 

5« Bedeutung der Koeffizienten- 
Verhältnisse der allgemeinen Gleichung 
der Ebene. Die Ebene (6) schneidet 
die Koordinatenachsen J/ = 0, ;2r = 0; 
^ = 0, x = 0', x = 0, t/ = (vgl. §31,6) 
in drei Punkten i, M, JV^ (Fig. 229) mit 
den Koordinaten (vgl. § 16, (U))««): 




Fig. 229. 



(13) x^OL=- 



I> ^ 7i>r ^ /Mir ^ 



y 



Mit Z) = geht die Ebene (6) durch den Koordinatenanfangspunkt; 
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mit Ä = ist sie der a; -Achse, mit 2? = und C = der yz -'Ebene 
parallel. Es sind also: 

(14) Äx + By+C0== 0, 

(15) By+C2 + D=^0, 

(16) Äx + D^O 

die allgemeinen Gleichungsformen für solche Ebenen, die bezüglich 
durch gehen oder der a;-Achse oder der yjgr-Ebene parallel sind. 

6, Spurlinien der Ebene. Die Geraden LM und LIs^ heißen 
bei der Stellung § 31, Fig. 180 des Koordi- yj^ 
natensystems die Spurlinien der Ebene in 
Aufriß- und Grundrißebene (in Fig. 230 ist -^^ 
die letztere wie in §31,7) in die erstere 
umgeklappt, so daß die drei Strecken Oi, 
OMj ON in ihrer wahren Größe erscheinen. 
Die beiden Spurlinien charakterisieren die ^ ^^ ^^ 
Ebene vollständig und dienen in der darstel- 
lenden Geometrie zur Darstellung der Ebene. ^-^ 

Ihre Gleichungen in bezug auf die ebenen Koordinatensysteme 
Oxz und Oxy sind (vgl. § 16, 6): 

(17) Äx+C^ + D==0, Äx + By + D^O. 

7, Ebenen durch einen gegebenen Punkt. Soll dre-Ebene: 

ÄX+ By+Cz + D^O 

einen gegebenen Punkt Xqj y^, Zq enthalten, so muß: 
Ax^ + By, + Cz^ + D = 

sein. Mit Subtraktion beider Gleichungen folgt: 

Die Gleichung jeder durch den Punkt Xq, j/q, z^ gehenden Ebene liat 
die Form: 

(18) Ä{x- X,) + B(y ^ yo) + C{z - z,) == 0. 

8, Paranaeterdarstellnng der Ebene. Die |^- Ebene des in 
§ 37, 5 gebrauchten Koordinatensystems Sl^rj^ kann als eine ganz be- 
liebige, mit Bezug auf das Koordinatensystem Oxyz gegebene Ebene 
des Raumes gelten. Für jeden Punkt rr, y, z dieser Ebene ist aber 
in den Formeln § 37, (13) i = 0, während | und ri unabhängig von- 
einander und beliebig variieren. Daher ergibt sich (Fig. 231): 

Ist SI^Xq, j/o, Zq ein fester Punkt einer Ebene E, ferner a^, b^, q 
und «2» ^2? ^2 ^^^ Richtungskosinics zweier von £1 innerhalb der Ebene 
OMsgehenden Achsen | und i^, so bieten die Gleichungen (vgl. § 16, (2)): 
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§ 40, 9. § 41, 1—2. 



x = XQ + a^^ + a^ri, 

(19) \y-yo + h^ + hv, 

eine Parameterdarstellung der Ebene}^'^) Die Parameter g und ri bedeuten 
die (schiefwinkligen) Koordinaten des laufenden Punktes der Ebene 
in dem ebenen Koordinatensystem Sllri (vgl. § 10, 6). 



öt 




Sff^A^j^ 



Flg. 231. 




9. Ebene durch emen Punkt und zwei Richtungen. 

Elimination der Parameter ergibt sich in (vgl. § 16, (3)): 



Durch 



(20) 



x — x^ 


«l 


Og 


y-Vo 


\ 


\ 


z-z^ 


c, 


Ci 







die Gleichung der Ebene, die durch den Punkt Xq, y^y Zq und zwei von 
ihm in den Richtungen a^, \, c^ und a^, h^, Cg ausgehende Geraden geht 



§ 41. Der Abstand eines Punktes von der Ebene. 

1. Ebene nach dem Eoordinatenanfangspunkt gerichtet. Die 

Gleichung einer Ebene sei in bezug auf ein positiv orientiertes recht- 
winkliges Koordinatensystem: 
(1) Ax + By-\-Cz + D = 0. 

Kommt es darauf an, die Ebene als gerichtete Ebene ^^) aufzufassen (vgl. 
§ 32, 2), so soll als ihre positive Seite immer die dem Koordinaten- 
anfangspunkt abgewendete Seite gelten (Fig. 232). 

Das von auf die Ebene gefällte Perpendikel ON bezeichnet 
dann die Richtung der positiven Normale n der Ebene (vgl. § 17, 1; 
§32,4). 

2. Darstellung der Bichtungskosinus der positiven Normale. 
Seien Pi = x^yy^, z^, P^ = x^yy^, z^, 1"^ = ^%, Vz, h drei beliebige Punkte 
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der Ebene (Fig. 233), die jedoch so gewählt sind, daß die positive 
Normale des Dreiecks PjPgPj (vgl. §36,1) mit der positiven Normale 
der Ebene übereinkommt. Nach § 40, (8) stellen sich dann die Ko- 
effizienten A, B, Cy D bis auf einen gemeinsamen Faktor, den wir 
hier sq ((> > 0, « == ± 1) nennen wollen, durch die Koordinaten von 
Pj, Pg, Pg in folgender Weise dar: 



(2) 



eQÄ = 



fpC = 



Vi e 


1 1 






Zl X^ 


1 




Vi ^3 1 


= 2^,,, .p5 = 


h Xi 1 


= 2^.., 


»j h 1 




h iCj 1 


Vi 1 




^1 Vi h 




y. 1 


= 2z/,„ sqD- 


«2 Vi h 


= 6.0P,P,P3, 


y> 1 






^3 


y« h 







wo ziy^, J^^, ^^y die gemeinen Koordinaten des Dreiecks P^P^P^ 
(vgl. §40,(4)) sind und 'OPiPgPg der relative Rauminhalt des Te- 
traeders OP^P^Ps (vgl. §40,(5)) ist. 
Da nun der Voraussetzung nach 
O auf der negativen Seite des Drei- 
ecks PiPgPs liegt, ist nach § 39, 1 
dieser Rauminhalt negativ und somit 
nach der letzten Formel (2), wo q > 
sein sollte, fD<0 oder: 

(3) £ sign.D. 

Der doppelte absolute Flächeninhalt 

des Dreiecks P^P^Ps ist nach §36,(5) mit Rücksicht auf (2): 

(4) 2j=^2,p;p;p^^2V7^^T^j^T^^ 

und die Richtungskosinus der positiven Normale n des Dreiecks, 
ebenso: 




Fig. 2S8. 









sVa^ + B^+C^^ 



sYa^ + B^+C*' 









s Ya^ + jB^T^ 

Unabhängig von den drei Punkten P^, Pg, Pg folgt also (vgl. §17,2): 
Die Bichtungskosinus der positiven Normale n der durch die Glei- 
chung (1) gegebenen und nach gerichteten Ebene ^ auch Tmrz die 
„Stellungskosinus der Eben^'^^) genannt, sind: 

A ^ B G 



(5)a» 



6 = 



c = 



bYa^ + B^+G^' ^Y'A^J^B^+C^' bYa^ + B^+C^' 

Stande, analyt. Oeometrie. 13 ^^ 
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§ 41, 3-4. 



WO das Yorzeiclien s durch (3) bestimmt ist. Sie hängen nur von 
den Verhältnissen der vier Eonstanten A^ B, C, D ab. 

3* Der Abstand eines Fanktea 
von der Ebene. Der Abstand d eines 
Punktes P==^x, y, z von der gerichteten 
Ebene (1) soU positiv oder negativ gelten, 
je nachdem der Punkt auf der positiven 
oder negativen Seite (mit ungleich- 
seitig oder gleichseitig) liegt. 

Der relative Rauminhalt des Te- 
traeders PP.P^P^ (Fig. 234) ist da- 
her, falls P^^P^yP^ die in §41^2 angenommenen Punkte sind, nach 
§ 39, (4): 

Andererseits ist nach § 39, (7) mit Benutzung der Gleichungen (2): 

z 1 

z, 1 
z. 1 






« y 


6.PPjP,P,= 


«1 yy 


lind daher: 


«5 y» 



SQ (Äx + JSy + Cz + D) 



2J ö = €Q {Äx + By+Cz + D). 

Setzt tnan hier den Wert (4) von 2J ein, so folgt: 

Der Abstand d des Punktes P = x,y,z von der durch die Glei- 
chung (1) gegebenen und mit Bezug auf gerichteten Ebene ist^^): 
(6) g^Äx + By + Cz+J) 

wo s wieder durch (3) bestimmt ist. 

Der Ausdruck (6) ist hiemach für alle Punkte x, y, z auf der 
negativen Seite der Ebene (1), auf der liegt, negativ und für alle 
Punkte auf der positiven Seite positiv, während er für alle Punkte 
der Ebene selbst verschwindet (vgl. § 17, 3). 

4. Ebene nach einem beliebigen Funkt gerichtet. Statt nach 
dem Eoordinatenanfangspunkt wollen wir jetzt die Ebene (1) nach 
einein beliebigen Punkt Pq = a;^ y^, z^ richten. Es sott also ihre 
positive Seite diejenige sein, die dem Punkte Pq abgewandt ist. Der 
Abstand d eines Punktes von der Ebene soll wieder auf ihrer positiven 
Seite positiv sein. Wir führen zunächst P^ als Eoordinatenanfangs- 
punkt 0' eines neuen parallelen Koordinatensystems O'xyz ein 
mittels der Substitution (vgl. § 37, 1): 
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(7) ' x^Xq + X, y=-yo + V'y z^z^^-z. 
Die Gleichung der Ebene (1) wird dann: 

(8) Ax' + By' + Cz' + D' = 0, 
wo: 

(9) ly^Ax^^By^^Qz^^B. 

Nach §41,2 und 3 gelten daher für die Richtungskosinus der 
positiven Normale der nach 0' gerichteten Ebeiie (8) in bezug auf 
das neue System 0> x'y' z' die Formeln 
(5) mit: 

(10) € = — sign. D' 

und für den Abstand eines Punktes x, 
y\ z die Formel: 

(11) ^ Ax' + By'+Cz' + B^ 

mit demselben Werte von e. 

Die Richtungskosinus einer gerich- 
teten Geraden in bezug auf parallele und gleichgerichtete Achsen 
sind aber nach § 32, 1 dieselben. Es folgt daher, wenn wir in (10) 
den Wert (9) und in (11) mittels (7) wieder die alten Koordinaten 
x, y, z des Punktes x\ y', z einführen (vgl. § 17, 4): 

Die Richtungskosimts der positiven Normale n der nach einem be- 
liebigen Punkte Xq, yQ^ Zq gerichteten Ebene (1) sind durch die Formeln (5) 
und der Abstand eines Punktes x, y, z von der Ebene durch die 
Formel (6) bestimmt^ beidemal mit: 

(12) s ^ - sign. (Ax, + By, + Cz, + D). 

5. Die Polarkoordinaten des von O gefällten Perpendikels. 
Bezeichnet p = ON iie absolute Länge des von auf die Ebene ge- 
fällten Perpendikels ON (Fig. 235), so sind, indem wir die Ebene 
wieder wie in § 41, 1 nach richten, p, a, 6, c die Polarkoordinaten 
der Strecke ON (vgl. § 34, 1). 

Da der Abstand S des Punktes von der Ebene im Sinne von 
§ 41, 3 negativ, also d = — p ist, und sich aus der Formel (6) mit 
X = 0y t/ = 0, z = ergeben muß, so wird: 

n 



(13) 



■p = 



sYa^ + B^+C^ 



Die Polarkoordinaten p, a, 6, c des von auf die Ebene (1) ge- 
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fällten Perpendikels sind durch die Formeln (5) und (13) bestimmt, wo 
6 den Wert (3) hat 

6. Die Hessesohe Normalform der Gleichung der Ebene. Da 
nun nach (5) und (13) identisch in x, y, z: 

/^ A\ Ax + By+Cz + D , , , 

(14) ; ^=- = ax + by + cz —p 

ist^ so kann nach § 40, (12) die Ebene (1) auch in der Form: 

(15) ax + by + cz — p == 

dargestellt werden. Man nennt diese Gleichung, in der die Koeffizienten 
p, a, 6, € die Polarkoordinaten des von auf die Ebene gefällten Per- 
pendikels sind, die Hessesche Normalform der Gleichung der Ebene.^'^ 

Sie geht aus der allgemeinen Form (1) durch Division mit dem 
Faktor bVj^^B^~+~C% e^—sign.D hervor. 

Hieraus folgt zugleich, daß unter den Bedingungen: 

(16) A' + B^+C' = l, D<0 

die Gleichung (1) selbst die Normalform hat, oder daß die für die 
Normalform (15) erfüllten Bedingungen: 

(17) a' + b' + c'^l, p>0 

hinreichend sind, um die Normalform analytisch zu kennzeichnen. 

Der Satz § 41, 3 kann nun mit Rücksicht auf (14) so aus- 
gesprochen werden (Fig. 285): 

Ist eine Ebene durch ihre Gleichung (15) in der Normalform ge- 
geben, so ist der Abstand d eines Punktes x, y, z von der Ebene: 

(18) S^^ax + by + cz- p, 

wobei als positive Seite der Ebene, auf der d positiv ist, die dem Ko- 
ordinatenanfangspunkt abgewandte Seite gilt (vgl. § 17, 5). 

Für p == ist die positive Seite der Ebene, auf der d positiv 
ist, dadurch bestimmt, daß die positive Normale (§ 32, 4) die Rich- 
tungskosinus a, b, c hat, da für a: = a, y = b, z = c (vgl. § 33, (16)) 
d = a^ + b^ + c^=l wird. 

7. Der Neigungswinkel einer gerichteten Geraden gegen eine 
gerichtete Ebene. Die Richtungskosinus einer Geraden g (Fig. 236) 
seien a, 6', c'; für ihren Winkel ^ gegen die positive Normale (5) der 
Ebene (1) ist nach § 35, (1): 

cosng = cos^ == aa +bb + cc = —j^- — • 

€Y^' + B*+C^ 

Für den Neigungswinkel x ^on g gegen diese Ebene E selbst folgt da- 
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Der Neigungswinkel % einer durch ihre Bichtungskosinus a\ Vy c 
gegebenen gerichteten Geraden gegen die durch ihre Gleichung (1) ge- 
gebene und nach gerichtete Ebene ist durch die Angaben: 

(19) Sinx^— Tz^ii ; ; ~Y<;i;< + Y; f = -sigii.D 

eindeutig bestimmt 

S. Ebene durch zwei Achsen gerichtet. Ist eine Ebene durch 
einen Punkt Xq^ y^, z^ und zwei von ihm ausgehende Achsen | und iy 



n(aJbc) 



gfdWj 




n(ähc) 




^oU>2ü 



Ti(aA<^z> 



l<fh\c^) 



./" 



'0 y ^ 

rig. 236. / Fig. 287. 

mit den Richtungskosinus a^, fe^, c^ und «g, \y c^ gegeben (Fig. 237), 
so sind die Koeffizienten Ä, Bj C ihrer Gleichung (1) nach § 40, (20): 

(20) A=-\c^—b2C^j B =- c^a^ — c^a^y C =^ a^b^ — a^b^, 

so daß nach § 35, (2) für den Winkel d' der beiden Achsen: 



(21) Vä^ + B^+ C^ = sin§i? = sin^, (sin-9- > 0). 

Die Richtungskosinus der positiven Normale n der Ebene wären 
dann im Sinne von (5), (3): 



(22) 



a = 



fsin'd' 



c. a, — c, «1 



s sin d" ^ 



C = 






Richtet man aber die Ebene nicht wie in §41,1 in bezug auf 0, 
sondern nach der Folge der Achsen |, rj wie in § 32, 8, so muß man 
das Vorzeichen s nicht wie in (3), sondern aus der Bedingung be- 
stimmen, daß das Achsensystem ^rjn positiv orientiert sei (vgl. § 32, 8), 
also nach § 37, 3 die Determinante: 
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i h ^1 i 
2 62 <^2 I > sei. 
h c I 

Dies gibt aber nach (22) die Bedingung: 

{bi c, — &, c^y + fa g, — c, ai)« + (a, b^ — a, &J« 



= £sin'9'>0 



(vgl. § 35, (2)), so daß fi = + 1 sein muß. 

Sind däfier a^, 6^, q wm? a^, h^, c^ die Richtungskosinus zweier 
durch einen Punkt gehenden Achsen 5 und rj, so hat die positive Nor- 
male der durch die Achsenfolge |, iy gerichteten Ebene dieser Achsen 
die Richtungskosinus ^'^): 



(23) 



a = 



sind" 



^ "" sin«- ' 



sin d" ' 




sin|i?g 



^0 (vgl. §32,(1)): _ 

^ = iiy, (0<^<;r). 

9. Darstellung des Sinus einer Ecke als Produkt der Sinus 
zweier Winkel. Es seien jetzt |, ly, g die Kanten einer Ecke und 

a^ bi c^ 

(24) D- «2 i, c, 

«3 63 Cg 

wri(ap^c^> die Determinante ihrer Richtungskosinus 
(vgl. § 37, (9)). Die positive Normale n 
der durch die Achsenfolge |i^ gerichteten 
Si?- Ebene ist nach (23) unter Anwendung 
der Bezeichnung § 37, (4): 

(25) a^4^., 6 = -^, c = -^- 
^ ^ sin -ö- ' sm 'S" ' sin % 

Für den Neigungswinkel % = ^rj,^ der g-Achse gegen die |iy-Ebene 
(Fig. 238) ergibt sich dann mit Hinblick auf § 32, (7) und § 35, (1): 

sin(|iy, g) = sin;^ = coswg == aa^ + bb^ + cc^ 

und damit nach (25) (vgl. Anm. 1,11,(6)): 

• /f. fr\ • -^s fl^a + -ß^ ^s + CL c. 2> sin|7jf 

sin iU t) = sin z = -^^i^^i^^^ = üi^ = -j^- • 

Sonach wird: 

(2ß) singiyg := sin|iy; sin(|i?,g). 

Der Sinw5 der Ecke |iyg is^ ^ZeicÄ rfem Produkt aus dem Sinus des 
Winkels -9" = 5^ dsr beiden Kanten g, ri (0<'9'<;t) wwd c?em Sinus 



^<aM> 



Fig. 288. 
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des Neigungswinkels % "^ ^Vj i ^^ Kante t gegen die Ebene 

In der Tat hat der Sinus der Ecke das Vorzeichen dieses Nei- 
gungswinkels (vgl. § 32, 3 und 11). 

Infolge der Gleichberechtigung der drei Kauten ergänzt man 

(26) zu: 

(27) sin|i?g = siniyg • sin(iyg,S) -= singg • sin(gS,iy) = singi? • sin(Siy,6). 

Der Sinus einer Ecke liegt nach (27) zunschen den Grenzen — 1 und 
+ 1 wnd kann diese Grenzen nur erreichen, wenn jede Kante auf den 
beiden andern senkrecht steht (vgl. § 32, (11)).'*) 



§ 42. Zwei Ebenen und der Ebenenbüscbel. 

!• Der Winkel zweier gerichteten Sbenen. Zwei Ebenen 77^ 
und n^ seien durch ihre Gleichungen: 

^^ [A^x + B^y + Cte + B^^O 

gegeben und nach §41,1 gerichtet. Unter ihrem Winkel ist dann 
nach § 32, 5 der Winkel 9' ihrer positiven Normalen % und »j zu 
verstehen (Fig. 239). Da deren Rich- 
tungskosinus nach § 41, (5) die Werte 
haben (vgl. § 18, 1): 



(2) 



o, = 



&.= 



c.= 



Äi 







Fig. 289. 



*,l/^' + B.'+C,' 
U, = signü)^, 

i = 1, 2, so ergibt sich nach § 35, (1); (2) für den Wirikd %■ der hdden 
gerichteten Ebenen (1): 

A,A, + B,B^ + C,C^ 



(3) 



cosO' = 



a.y^.« + A'+C.' • e, Ya,' l%*+ C 



(4) sin^ = ] M<7»--B.fi )' + (gi^» 



- C, A,y + {A,B,-A^B,)' 



2, Senkrechte und parallele Ebenen. Die beiden Ebenen (l) 
sind nach (3) zueinander senkrecht, wenn: 
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§ 42, 3—4. 



(7) 



(5) A,A, + B,B, + C,C,^0; 
dagegen nach (4) einander parallel, wenn (vgl.. § 33, 8): 

(6) A^ : B^ :C^=^A^:B^:C^/ 

Mit Rücksicht auf § 40, (10) kann man daher die Gleichungen von 
zwei pa/rallden Ebenen immer mit gleichen Koeffizienten von x, y, z^ 
also in der Form: 

Ax + By + Cz + B,^ 0, 

Ax + By+Cz + D^ = 
annehmen. 

3. Büschel von FaraUelebenen. Alle Ebenen, die einer ge- 
gebenen Ebene parallel sind, bilden einen Büschel von ParaUdebenen}^ 
Ein solcher wird nach (7) durch eine Gleichung von der Form: 

(8) Ax + By + Cz + x^O 

dargestellt, in der x einen Parameter von wechselndem Werte be- 
zeichnet. 

Die Richtungskosinus a, &, c der gemeinsamen ungerichteten Nor- 
male aller Ebenen (8) oder die Kosinus der Stellung dieser Ebenen 
sind nach § 41, (5) ihren Verhältnissen nach: 

(9) a:b:c^A:B:C 

(vgl. § 33, 8). Die Größen A, B, C, die nur ihren Verhältnissen nach 
in Betracht kommen, sind homogene Koordinaten dieser Stellung}^^) 

Durch jeden gegebenen Punkt x^y y^, Zq des Raumes geht eine 
Ebene des Büschels (8), deren Parameter x den Wert hat (vgl. 
§40,7; §42,9): 

x = — {Axq + By^ + Cz^. 

4« Innerer und äußerer Winkelraum zwischen zwei Ebenen. 

Als innere Winkelfläche i zwischen den Normalen n^ und n^ der beiden 

Ebenen 11^ und TZg, die wir von einem 
Punkte der Durchschnittslinie S der bei- 
den Ebenen ausgehen lassen, gilt nach 
§ 35, 3 diejenige, die von gleichnamigen 
Schenkeln begrenzt wird (in Fig. 240, die 
TT den Durchschnitt der Ebenen U^ und 77^ 
mit der Ebene der beiden Normalen n^ 
und n^ darstellt, ist die innere Winkel- 
fläche punktiert). Als inneren Winkel- 
räum J zwischen den beiden Ebenen be- 
Pig. 240. trachten wir daher denjenigen (in Fig. 240 
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schraffierten), der von ungleichnamigen Seiten der beiden Ebenen be- 
grenzt wird (in Fig. 240 sind die positiven Seiten mit +, die ne- 
gativen mit — bezeichnet). Denn liegt eine durch die Achse s gehende 
Ebene 77 in diesem innern Winkelraum «7, so liegt ihre Normale n 
in der innern Winkelfläche i und umgekehrt. 

Da nach § 41, 1 beide Ebenen dem Anfangspunkt ihre negative 
Seite zuwenden, so liegt dieser stets in dem von gleichnamigen 
(negativen) Seiten begrenzten äußeren Winkelraum, so daß wir auch 
sagen können (vgl. § 18, 4): 

Als äußerer Winkelraum zwischen den hdden gerichteten Ebenen (1) 
gilt derjenige, der den KoordinatenanfangspunM enthält 

5. Teilung des Winkels zwischen zwei gerichteten Ebenen. 
Unter dem Sinusverhältnis A, nach dem eine durch s gehende un- 
gerichtete Ebene 77 den Winkel der beiden gerichteten Ebenen 77^ 
und 772 teilt, verstehen wir dasjenige, nach dem die ungerichtete 
Normale n der Ebene 77 den Winkel der gerichteten Normalen n^ 
und % teilt (vgl. § 4, 3), also kurz: 

/^f.\ 3 sin /Ii TT sin n^ n 

^ ^ sin ilg TT sin w, n 

Das Sinusverhältnis X ist nach § 4, 3 positiv oder fiegativ, je nachdem 
die Ebene 77 im äußeren oder inneren Winkelraum der Ebenen 77^ 
und 772 liegt- Die ungerichtete Ebene 77 bestimmt das Sinusverhält- 
nis eindeutig und ist ihrerseits durch dasselbe eindeutig bestimmt. 

6. Gleichung der ungerichteten Ebene, die den Winkel zweier 
gerichteten Ebenen in bestimmtem Sinusverhältnis teilt. Wir setzen 
zur Abkürzung: 



Xg = Ä^x + B^y + C^z + Dg- 

Diejenige Gerade n, die den Winkel der Normalen n^ und n^ im 
Sinusverhältnis A teilt, hat nach § 35, (8) Richtungskosinus u, v, w 
mit den Verhältnissen: 

u:v:w = a^— ka^ : \ — kh^ : c^ — kc^. 
Nach (8) stellt daher die Gleichung: 
(12) (oi ~ ka^)x + {\ - kh,)y + (c, - kc,)z + x = 

bei veränderlichem x alle die untereinander parallelen Ebenen dar, 
die n als Normale haben. Unter diesen befindet sich nach § 42, 3 
auch die Ebene 77, die den Winkel der Ebenen 77^ und 772 ^^ Sinus- 
verhältnis k teilt; ihre Gleichung muß aus (12) erhalten werden, wenn 
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man x so bestimmt, daß die durch (12) dargestellte Ebene durch die 
Schnittlinie s von U^ und IT^ geht. Nun kann man unter Benutzung 
von (2) und (11) die Gleichung (12) schreiben: * 

(13) — --^^— ^-^— ^^ ^;i— — ^^=^^ + x^0. 

Die Bedingung, daß dieser Gleichung alle Punkte von s genügen, 
also alle Punkte, für die gleichzeitig Xi = und X^^O ist^), lautet: 

=^ l —^-^^ + x^0. 



Danach aber reduziert sich (13) auf: 

^ X : ^ = 0. 



^'^ ^^ Sind (Fig. 241) 

die Gleichungen zweier gerichteten Ebenen^ 
so ist die Gleichung der Ebene, die deren 
fiX^'o WinJcel im Sinusverhältnis X teilt: 

-^ ^y (15) X,-^Z, = 0, 




(14)(5^'^' 



Fig. 241. 



(16) ^ = ^iV ^+^il+ ^i- . ;^. ^^__ ^^^jy^^ ,^ = _ sig^.2,^ 

und der den Koordinatenanfangs'punkt enthaltende Winkdraum' als 
äußerer gilt, in dem X positiv ist (vgl. § 18, 4).^^) 

7. Allgemeinere Bestimmung des äußeren Winkelraumes. Ist 
der äußere Winhelraum zwischen den Ebenen (14) nicht durch 0, son- 
dern durch einen beliebigen Punkt x^^ y^, Zq gegeben, der in ihm liegen 
soll, so hat man, bei gleicher Begründung wie in § 42, 6 niit Rück- 
sicht auf § 41, 4, in (16) zu setzen (vgl. § 18, 5): 

[«1 = — sign. (Ä^Xq + 5,^0 + Ci^o + A). 



(17) 

[ «2 sign. (Ä^Xq + B^yQ+ C^Zq + D^. 

8. Anwendung der Hessesclien Normalform. Bei Anwendung 
der Hesseschen N*ormalform der Gleichungen (14) wird nach § 41, (17) 
der Koeffizient von X in (16) gleich 1 und lautet der Satz von § 42, 6: 
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die Gleichungen zweier Ebenen in der Hesseschen Normalform, so ist 
die Gleichung derjenigen Ebene, die den Winhel jener beiden im Sinus- 
Verhältnis A teilt :^'^) 

(19) JVi-AiV2 = 0. 

Insbesondere lauten die Gleichungen der inneren und äußeren Hal- 
bierungsebene (A = — 1 und A = + 1, vgl. § 35, 4) bezüglich (vgl. § 18, 6): 

(20) N^ + N^^O, iVi-JV", = 0. 

9. Die Gleichung des Ebenenbüsohels tiait mnltipli^iertem 
Teilungsverhältnis als Parameter. Die Gleichung (15) stellt bei 
veränderlichem A, bezüglich fc, alle durch die Schnittlinie 5 der beiden 
Ebenen (14) gehenden Ebenen dar. Sie ist die Gleichung des Ebenen- 
biischds^^), das durch die in (14) gegebenen Grundebenen y die wir 
nun r^ und F^ nennen wollen, bestimmt ist (vgl. § 18/ 7). 

Der Parameter ^ der Büschelgleichung bedeutet nach (16) und 
(10) das midtiplizierte Teilungsverhältnis der laufenden Ebene des 
Büschels in bezug auf die beiden Grundebenen (vgl. § 6, (7')). 

Durch jeden Punkt Xq, y^, Zq des Raumss, ausgenommen die auf 
der Achse s des Büschels liegenden Punkte, geht eine bestimmte Ebene 
des Büschels (vgl. § 42, 3). 

Man erhält den Parameter ^ = ^q dieser Ebene aus der Bedingung, 
daß die Koordinaten Xq, y^, Zq der Gleichung (15) genügen, also aus: 

wo Xi® und X^^ die mit x = Xq, y = t/o? ^ = ^o gebildeten Aus- 
drücke (9) sind (vgl. § 42, (17)). Es ist daher: 

(21) ^o = |-I- 

10. Die Gleichung des Ebenenbüschels mit Doppelverhältnis 
als Parameter. Als Einheitsebene Fq des Büschels (vgl. § 18, 8) gilt 
diejenige Ebene, für die das multiplizierte Teilungs Verhältnis ^ den 
Wert 1 hat. Entspricht es dem Werte l = Xq des Teilungsverhält- 
nisses selbst, so ist nach (16): 



J- — _ / - - — --— * '^O > 

und damit wieder nach (16) der Parameter ^ der laufenden Ebene IT 
gleich dem Doppelverhältnis (vgl. §42,(10) und §6,(16')): 



Digitized by 



Google 



204 § 42, 11. 

wobei nun die Angabe des äußeren Winkelraums nicht mehr erforder- 
Uch ist (vgl. § 18, 8). 

Gibt man die Einheitsebene durch einen Punkt x^, y^, Sq, durch 
den sie gehen soll, so ist wie in (21), nur jetzt mit fto = !• 

(23) l = g, 
wonach man die Gleichung (15) in der Form: 

-^ — iL-^ == 

schreiben und sagen kann: 

Sind Xj = und Xg = in (14) die Gleichungen der Grund- 
ebenen Fj und Fg eines Ebenenbüschels und Xq, j/q, ^q die Koordinaten 
eines festen Punktes, durch den die Einheitsebene Fq bestimmt werden 
soll, so ist die Gleichung der laufenden Ebene TL des Büschels: 

(24) fo-f^fo = 0, 
WO IL das Boppelverhältnis 

(25) ^ = (r,r,i7ro) 

bedeutet. 

Die Gleichungen (15) und (24) sind gleich allgemein, aber 
während (15) von den Konstanten Ä^, B^, C^, B^ und A^, B^, C^, B^ 
selbst abhängt, enthält (24) nur die Verhältnisse A^: B^ : C^: B^ und 
Ä^: B2 : C^: B^ und stimmt darin mit den Gleichungen (14) überein, 
die auch nur diese Verhältnisse enthalten (vgl. § 40, 4). 

11. DoppelverhSItnis von vier Ebenen im Büschel. Da in der 
Gleichung (15) des Büschels der Parameter ^ nach (16) das multiplizierte 
Teilungsverhältnis oder nach der Ausdrucksweise von § 6, (7') die 
multiplizierte Verhältniskoordinate der laufenden Ebene B in bezug auf 
die beiden Grundebenen F^ und Fg als Anfangsebenen ist, so folgt 
wie in § 18, 9: 

Bas Boppelverhältnis von vier durch ihre Gleichungen:'^^) 

(26) Xi — ^1X2 = 0, Xi — ^2^2 = 0, Xi-^3X2 = 0, Xi — ^4X55 = 
gegebenen Ebenen 11^, Tlg, 11^, B^ des Büschels (15) ist: 

(27) d-(7I,i7,77.y7.) = fe=-^«^-^j. ■ 

Bas Boppelverhältnis, das zwei durch ihre Gleichungen: 

(28) X,-iL,X, = 0, X,-^,Z, = 
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gegebene Ebenen U^ und 12^ mit den beiden Grundebenen F^ und F^ 
des Büschels bilden, ist: 



(29) d = (rir,j7,i7,) = ^. 

Für ft2 "= ~" /*! ^i°^ ^i® Ebenen (28) zu den Grundebenen har- 



Die gleichen Sätze gelten auch für die Form (24) der Gleichung 
des Büschels. 



(2) 



§ 43. Die Gleicliimgen der geraden Linie im Räume. 

1. Farameterdarstellang der geraden Linie. Nach § 34^ (6) be- 
stehen zwischen den Polarkoordinaten einer Strecke PqP, nämlich 
ihrer Länge s und ihren Richtungskosinus a, /3, y, und den Koordi- 
naten Xq, yQ, Zq und x, y, z ihrer Endpunkte die Gleichungen: 

(1) x — x^^as, y-yo^ßs, z-z^==ys. 

Läßt man daher bei festen Werten von a^Q, t/^, ;?q; a, /3, y die im 
Sinne von § 34, 6 relative Länge 5 der Strecke von — - oo bis + «» 
laufen, so erhält man in (vgl. § 16, (2)): 

x=^x^-\-as, y = yo + ßs, z=^z^ + ys 

(a' + /3' + y*=l, '-(X)<5<+(X)) 

eine ParameterdarsteUung^) der gerichteten geraden Linie, die durch den 
Punkt Xqj y^j Zq in der BicJitung a, ß, y hindurchgeht (Fig. 242). 

Die Formeln gehen auch (vgl. 
§ 40, (19)) mit g = 5, 1? = 0, t - 
(und a, j3, y für a^, 6^, c^) aus 
§37,(13) hervor. Der Parameter 
1 = 5 bedeutet die Koordinate des 
Punktes auf der Geraden (vgl. 

§ 1, 6)- 

2. Darstellung der Geraden 
durch eine Proportion. Durch Eli- 
mination von s ergeben sich aus (2) 
die Gleichungen (vgl. § 16, (3)): 
(3) x-XQiy-yQiz-ZQ^aißiy 

für die durch den Punkt x^, y^, z^ in der Richtung a:ß:y hindurch- 
gehende (ungerichtete) Gerade. 

Hier brauchen a, /3, y nicht selbst die Richtungskosinus zu sein, 
sondern sich nur wie diese zu verhalten (vgl. § 33, 8): 



A^ 




oy^^c 



Pig. 242. 



(a' + /3' + y'=l oder 4=1) 
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§ 43, 3-4. 



(5) 



Insbiesondere ist: 
(4) X :y : js '^ a : ß : y 

die durch den Anfangspunkt in der Richtung a: ß: y gehende 
Gerade. 

3. Darstellung der Geraden als Durchschnitt zweier Ebenen. 
Die Proportion (3) vertritt zwei lineare Gleichungen zwischen rc, y, z. 
In der Tat kann die Gerade im Räume immer als Durchsclinitt zweier 
Ebenen betrachtet und daher durch zwei Gleichungen von der Form: 

Ä,x + B,y + C,z + I)^^0 
dargestellt werden. 

Ist Xq^ y^, 0Q ein Punkt der Geraden, so können die beiden 
Gleichungen (5) auf die Form §40,(18) und danach in die Form: 

(6) x-x^:y^y^:0^ZQ^B^C,-B,C^:C^A^-C,A^:A,B,-A^B^ 
der Proportion (3) gebracht werden (Anm. 2, II, rl2)). 

4. Matrixgleichung der Verbindungslinie zweier Funkte. Eine 
Gerade sei als Verbindungslinie zweier getrennten Punkte -Pi = ^i,yi» 

^1 und Pa = ^2 ; 2/2 j ^2 gegeben (Fig. 243). 
Die beiden Punkte bestimmen mit 
einem beliebigen Punkte P ^ x, y, z 
des Baumes ein Dreieck FP^F^y 
dessen absoluter Flächeninhalt ^ 
immer dann und nur dann verschwin- 
det, wenn der Punkt P in der Ver- 
bindungslinie von Pj und Pj liegt. 
Die Bedingung ^ = zerfällt aber nach 
§36,(5) in die drei Bedingungen: 

wenn ^y^, ^^^, ^^^ die Koordinaten des Dreiecks ^ bedeuten. 

Der laufende Punkt P = x, y^ z der Verbindungslinie der Punkte 
Pi = ^i>2/n^i lind P2 = ^2?^2?^2 genügt daher den drei Gleichungen: 




^.. = 0, 4 



(7) 



2^, 



y« 



y 


z 


1 






z 


X 


1 


Vi 


h 


1 =0, 


2^,.= 


^1 


3-1 


1 


Vi 


«2 


1 




H 


^2 


1 








X 


y 1' 








2J 


xy 


X^ 


yx 1 = 
1 


= 0. 







= 0, 
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Wenu die drei Punkte P, Pj, P^ in gerader Linie liegen, verschwindet 
auch der Rauminhalt 11 des Tetraeders OPP^ Pg, ist also nach § 39, (8): 

•X y z 



(8) 



677: 



= 0. 



1 Vi ^1 

i ^2 y^ H 

Indem wir daher die vier Gleichungen (7) und (8) in das Verschwin- 
den einer Matrix (Anm. 1, III, (25)) zusammenfassen, ergibt sich (vgl. 
§ 16, (5)): 

Die Verbindungslinie der Punkte x^, y^, z^ und x^, y^, z^ ist durch 
die die vier Gleichungen (7) und (8) vertretende Gleichung: 

X y z 1 



(9) 



X, 



Vi «1 







1 

^i Vi ^i 1 
dargestellt (vgl. § 40, (1)). 

5. Abhängigkeit der vier Oleiohungen der Geraden. 



Da aber 



zwischen den vier Größen J^^, J^^, J^^ und 377 die Identitäten 



bestehen :*««) 
(10) 



x^-J^, + y, ■J.^ + z^-J,^ + 377 = 



so folgen im allgemeinen aus zweien von den vier Gleichungen (7), 
(8) die übrigen beiden von selbst. Ist beispielsweise: 



(11) 

SO wird nach (10): 



X, 



==0, ^,, = 0, 

..i^, + 377=0 




a:2.z/^, + 377 = 

und hieraus folgt: z/y^ = und 77 = 0, wenn Xi^X2 (Anm. 2, 1, 3). 
Im Ausnahmefalle Xi=X2 fallen aber auch die beiden Gleichungen (11), 
die dann lauten: 

in eine zusammen; die Gerade ist der yz-^hene parallel. Man kann, 
also sagen: 

Die VerhindungsUnie der Punkte x^, y^, z^ und x^, y^, z^ ist, wenn 
sie nicht der yz- Ebene parallel ist, durch die. Gleichungen: 









Z X 1 




X y 1 


(12) 


h ^1 1 


= 0v 


«1 Vi 1 


dargestellt. 


zl, x^ 1 




^2 Vi 1 
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6. Darstellung der Geraden durch Grundriß und AuMß. Die 

Darstellung (12) fällt wieder unter die allgemeine Form (5). Die 
beiden Gleichungen (12) stellen (vgl. § 40, (15)) die projizierenden 
Ebenen der Geraden auf die ;8ra?- (Grundriß-) und ajy-(Aufriß-)Ebene 
dar. Sie sind zugleich in bezug auf die ebenen Koordinatensysteme 
Ozx und Oxy (vgl. § 40, (17)) die Gleichungen von Grundriß g und 
Aufriß g' der Geraden g, d. h. ihren orthogonalen Projektionen auf 





^x 



Fig. 244. 



die beiden Ebenen zx und xy (vgl. Fig. 244, sowie die Fig. 245, wo 
die Grundrißebene nach § 31, 7 aufgeklappt ist); G^ und G2 sind die 
Spurpunkte, d. h. die Schnittpunkte der Geraden g mit Grundriß- und 
Aufrißebene, ö^" und G^' die Projektionen von G^ und G^ auf die 
a: -Achse. 

7. Die Anzahl der Konstanten der Geraden. Die Gleichungen (12) 
lassen sich (da x^ =(= x^ sein soll) durch Auflösen nach y und z auf 
die Form bringen :^^) 

(13) \y-h + i^ 

\0 = Cq + cx, 

Sie enthalten vier unabhängige Konstanten h^y hj Cq, c, wie denn (§ 16, 5) 
Grundriß und Aufriß einer Geraden völlig unabhängig «voneinander 
gegeben sein können, worauf (Fig. 244) die über ihnen senkrecht zu 
Grundriß- und Aufrißebene errichteten Ebenen die Gerade als ihren 
Durchschnitt bestimmen. Es gibt daher 00^ gerade Linien im Baume, 

8. Beziehung der beiden Darstellungen (3) und C13). Die 
Gleichungen (13) können in der Form: 



x:y 



^0=1 



h:c 



geschrieben werden, die aus (3) mit: 

(14) a:o = 0, yo^b^, Zq^Cq-, a:ß:y^l:b:c 

hervorgeht. Es ist 0, b^, Cq der Schnittpunkt der Geraden (13) mit 
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der yz -Ebene, und sind (vgl. § 33, (20)): 
1 . h 



(15) 



ß 



die Richtungskosinus der ungerichteten Geraden (13). 

Die Qleichungen (3) dagegen geben^ nach y und z aufgelöst, die 
Gleichungen 









welche die Form (13) haben mit: 

(16) io = -^'^% ^0 = -^^^^, 



l. e^ 



(17) 



9. Gleichung der Verbindungsebene einer Geraden und eines 
Punkites. Die Gleichung einer Ebene ^ die durch den gegebenen 
Punkt iTj, yj, Zi geht, ist nach § 40, 
(18) von der Form: 

+ C(z--z,)^0. 

Soll, nun die Gerade (2) in dieser 
Ebene Uegen, muß die Gleichung: 

+ C(z, + ys--z,)^0 

identisch in s erfüllt sein, also: 

[^(^o-^i) + BiVo-yi) + C(z,--z,) = 
[Aa +Bß +Cy -0. 

Durch Elimination von A, B, C aus (17) und (18) folgt (Anm.2,II,3): 
Die Verbindungsebene des Punktes x^,y^,z^ mit der Geraden (3): 
oc — XQ.:y — yQ:z-ZQ^a:ß:y 
(Fig. 246) hat die Gleichung: 
\ X — X. 




(18) 



(19) 



y-Vi 


e-g^ 


yo-^i 


^o-h 


ß 


Y 



= 0. 



10. Der Abstand eines Punktes von einer Gteraden. Der ab- 
solute Abstand des Punktes A = ^i, 2/1, ^1 von der Geraden (2) sei d; 
der absolute Flächeninhalt des Dreiecks P^PqP2, wo Pq und P^ die 
den Werten 5 = und s =* 1 entsprechenden Punkte der Geraden 
sind (Fig. 247), sei J. Dann ist J^i.1.8, also nach § 36, (5): 

Staude, analyt. Geometrie. 14 
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2.10 § 44, 1. 

wo nach § 36, (6) (vgl. Aam. 1, IV, 4): 



2J.. 



^1 1 ' ! yi ^1 1 



= ß{zi-eo)-7{yx-ya) 



und ebenso: 

Für den Abstand 8 des Punktes x^, y^, «, von der Geraden: 

x — oco'.y — y^ie — zo^a-.ß-.y (a» + /J^ + / == 1) 
ist:^"") 

(<J«= [ß(g^-g^)-y{y^-y^)}»+ [y(x^^ x^)- a(Zi- e^)}' 

+ { «(yi - Vo) - /*(% - «o) } *• 
Hier müssen nach der Ableitung a, ß, y die wirklichen Richtungs- 
kosinas sein, also «* + /3* + y^ = 1 (vgl. § 43, 2); andernfalls ist die 
rechte Seite (20) noch durch «* + /3* + y* zu dividieren. 



(20) 



§ 44, Zwei gerade Linien im Raiime, 

1. Bedingung der vereinigten Lage zweier durch ilire Para- 
meterdarstellungen gegebenen Geraden. Zwei Gerade g^ und g^ im 
Räume schneiden sich im allge- 
meinen nicht. Wenn sie sich 



M/r 



Jt^iVi^i 




-^1 yo^ß.^^y 




Fig. 247. 



schneiden, sagt man auch, daß sie sich in vereinigter Lage befinden. 
Seien die beiden Geraden durch ihre Parameterdarstellungeu 
(vgl. § 43, (2)): 

gegeben. Haben die Geraden einen gemeinsamen Punkt F =^ x^ y, fSy 
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der zu den Parameterwerten s^, bezüglich Sj (Fig. 248) gehört, so 
müssen die drei Gleichungen bestehen: 

(V- V) + «1«! - «8«» = 

(2) \(yi'-y^) + ßts^-ß,s,==o 

ih" - V) + 7xh - YiSi = 0, 
was nur möglich ist (Anm. 2, 11, 3), wenn: 



(3) 



yi'-y,' 



-0. 



«1 «2 

ßi ß, 

1 -*2 ?! 72 

Die Gleichung (3) ist die Bedingung, daß die beiden Geraden (1) 
sich schneiden. 

Die Parameterwerte s^ und Sg des Schnittpunktes P ergeben sich 
dann in der Tat aus den Gleichungen (2), deren wirkliche Auflösung 
weiterhin in den Formeln (16) erhalten wird. 

2. Bedingung der vereinigten Iiage zweier durch Grund- und 
Anfriß gegebenen Geraden. Sollen die beiden durch die Gleichungen- 
paare (vgl. § 43, (13)): 

^ = C^® + ^1^ U = ^2^ + C2^ 

gegebenen Geraden sich schneiden, so muß der Schnittpunkt x, y, z 
allen vier Gleichungen (4) genügen, also auch den durch Elimina- 
tion von y und z entstehenden Glei- 
chungen : 

= 0. 



(4) 



(5) 



Die beiden Geraden (4) schneiden 
sich daher unter der Bedingung: 

(6) "'-"• »':-\"i-o^ 



^^^3-^j: 



Cj ^2 ^1 ^ I 



Der Schnittpunkt selbst wird dann: 



(7) x = - 



■b. 



Cl—Ci 



y- 




In der Grund- und Aufrißdarstdlung der beiden Geraden g^ und 
g^ (§ 43, 6) besteht die Bedingung des Schneidens darin^ daß der Schnitt- 
punkt P' der beiden Grundrisse g^ und g^ und der Schnittpunkt P" 
der beiden Aufrisse g^' und g^' (Fig. 249) senkrecht übereinander liegen^ 

14* 
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also Grund- und Aufriß eines Raumpunktes P sind (§ 31, 7). In der 
Tat haben die Punkte P' und P" unter der Bedingung (6) aus (5) die 
nämliche Koordinate x, 

3. Sohraubensinn eines Paares gerichteter Geraden. Sind g^ 
und g2 zwei gerichtete Gerade, die sich nicht schneiden, und verbindet 
man irgend einen Punkt 1\ der ersten mit irgend einem Punkt T^ 
der zweiten Geraden (Fig. 250), so ist die Verbindungslinie t^^ eine 
gemeinsame Transversale der beiden Geraden. Sie soll ihrer Richtung 
nach von der ersten zur zweiten Geraden laufen. 

Die drei gerichteten Geraden gig^hi bestimmen, in dieser Reihenfolge 
genommen, nach §32, 10 einen bestimmten Schraubensinn ©^©(ö'iö^a^ij), 
denjenigen eines Achsensystems, dessen drei von irgend einem Punkte 
ausgehende Achsen gig^t-^ (Fig. 250) mit g^g^t^^ parallel und gleich- 
gerichtet sind @(ö'i^8^i2) = @(5^iVO 

Man kann den Punkt nach T^ verlegen und hat dann nur durch 
Tj eine Parallele g^ zu g^ zu ziehen (Fig. 251). Je nachdem dann die 





Fig. 250. 



Fig. 251. 



positive Halbachse T^T^ von t^^ auf der positiven oder negativen 
Seite der durch die Achsenfolge g^g^^ gerichteten Ebene 5^1 ^2^ (^8^- 
§32,8) liegt, ist der Schraubensinn ©(^i^s^s) = ® (^x5'2^^i2) positiv 
oder negativ (in Fig. 251 positiv). Denkt man sich in g^ in der 
positiven Richtung von g^ schwimmend mit dem Gesicht nach g^ ge- 
wendet, so ist @ positiv oder negativ, je nachdem man g^^ von links 
nach rechts (wie Fig. 251) oder von rechts nach links laufen sieht. 
Da nun, was das Achsensystem gig^ti^ betrifft, die Gerade g^ der 
Ebene g^g^^ parallel ist, also ihrer ganzen Ausdehnung nach auf der- 
selben Seite der Ebene liegt, ist der Schraubensinn © von der Wahl 
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des Punktes T^ auf g^ unabhängig. Ebenso ergibt sich aber^ daß 
er von der Wahl von T^ auf ^^ unabhängig ist. 

Der Schraubensinn @ = ©(S'iö's^is) ist daher unabhängig von der 
Wahl der Transversale t^^y ^^^^ ^^^ beiden Geraden g^^ g^, zunächst 
bei dieser ihrer Reihenfolge eigentümlich. Er ist aber auch t;ön 
dieser Reihenfolge unabhängig. Denn nimmt man g^ als erste und g^ 
als zweite Gerade, so ändert sich (Fig. 252 gegenüber Fig. 251) der 
Drehungssinn der Ebene gig^^ aber auch der Sinn der Transversale, 
die nun als t^^ von T^ nach T^ läuft. Daher ist @(^2^i^2i)^®(äö'2^i2)- 

I. Ein Paar gerichtete Gerade g^, g^^ die sich nicht schneiden, 
haben einen bestimmten, von ihrer Beihenfolge unabhängigen Schrauben^ 
sinn @/^*) der bestimmt wird als Schrauhensinn eines Achsensystems 





Fig. 258. 



Og^g^t^^ dessen Achsen parallel und gleichgerichtet den beiden Ge- 
raden und einer beliebigen von g^ nach g^ laufenden Transversale t^^ 
sind (Fig. 250). 

n. Denkt man sich mit dem Kopf voran in der einen Geraden 
nach ihrer positiven Richtung hin schwimmend, da^ Gesicht der anderen 
Geraden zugewendet, so ist der Schraubensinn @ positiv oder negativ, je 
nachdem man diese ihrer positiven Richtung nach von links nmh rechts 
oder von rechts nach links laufen sieht. 

Um ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu haben, denken wir uns. 
das positiv orientierte rechtwinklige Achsensystem Oxyz (Fig. 253, 
die ic-Achse tritt nach vorn aus der Zeichnungsebene Oyz heraus). 
Die eine Gerade g^ sei die gerichtete rc-Achse selbst, die andere g^ 
gehe durch einen Punkt T^^O^O,d der positiven (d>0) Halbachse <8r 
parallel der gerichteten ^-Achse. Nach I ist der Schraubensinn des 
Paares g-^g^ gleich dem des Achsensystems Oxyz, also positiv. Nach 
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U ergibt sich dasselbe, da man, in der einen Geraden schwimmend, 
jedesmal die andere von links nach rechts laufend erblickt. 

4« Das Moment zweier gerichteten Geraden im Baume. Zwei 
gerichtete Geraden g^ und g^ seien durch ihre Richtungskosinus a^, 
ßii Vi ^°d ^2> A? Vi ^^^ durch je einen Anfangspunkt P^ = x^y 
y^, z^ und T^ = x^^ y^^ z^ gegeben (Fig. 254). Ihre Parameterdar- 
stellung geben die Gleichungen (1). 

Für den Winkel % zwischen den beiden Geraden ist nach § 35, (1) 
und (2): 

(8) COS'»"-«!«, + A/'» + yiy»7 

(9) sin^ = V(^r^^=^^^F+^ 

Verbindet man einen beliebigen Punkt P^ = a?!, y^, z^ {s^ der 
Geraden g^ mit einem beliebigen Punkte Pg =^2> ^2? ^% (^2) ^^^ ö®" 

raden g^ (Fig. 254), so erhält man 
eine gemeinsame Transversäle t^^ = 
Pi P2 der beiden Geraden g^ und g^ . 
Die von P^ nach Pg hinlaufende 
Transversale hat, wenn: 
(10) 



J?-^-^ 







ihre absolute Länge von P^ bis P^ 
.9/^Ar.^ bedeutet, nach § 34, (7) die Rich- 
tungskosinus : 



/* = S^^ 



Fig. 254. 



oder nach (1): 



(11) 



A = 



03,® — a;/ + a, s, — a^ s^ 



V —r 






'--s^Z + y««« — Vi«! 



Der Sinus der Ecke, deren Kanten g^^, g^^, t^^, etwa von aus- 
gehend (Fig. 254), mit den Geraden g^^, g^, t^^ parallel und gleich- 
gerichtet sind, ist dann bei positiv orientiertem System Oxyz nach 
§37,(9): 



also mit Benutzung von (11): 



«=1 


«2 


k 


^1 


ft 


i^ 


yi 


yi 


V 
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, Ol a, a^"— a;i'+a,^ — «1«! 



(Anm. 1,IV,4). Führen wir die den Geraden g^, g, eigentümliche Gh-öße 






«1 «j 






r 



(12) 

ein, so wird: 

(13) 



M. 



«1 

;7t 



«*2 

^2 
I 0^ 






^«" - ^1 



t 



t,smg,%H,l^M. 



Wir nennen den Ausdruch M in (12) da« Moment^^^) der beiden 
Geraden g^, g^, die bezüglich durch die Punkte x^, y^^ z^ und x^, 
Vi^f ^2* i^ den Richtungen «i, ß^y y^ und «j, /S^, y^ hindurchgehen 
(Fig. 254). Da nun t nach (10) positiv ist, und der Sinus der Ecke 
9i9^^n ^'^^ § 32, 11 positiv oder negativ ist, je nachdem das Achsen- 
system g^g^t^ und daher nach § 44, 3 das Geradenpaar g^^ g^ po- 
sitiven oder negativen Schraubensinn hat, so folgt: 

Der Schraubensinn eines Pa^ares gerichteter Geraden ist positiv oder 
negativ, je nachdem ihr Moment positiv oder negaHv ist. 

Das Moment zweier Geraden ist nach seiner Definition (12) von 
der Beihenfolge der beiden Geraden unabhängig, da die Determinante (12) 
bei Yertauschung der Indizes 1 und 2 sich nicht ändert (Anm. 1, 
IV, 2; 5). 

In Übereinstimmung mit § 44, 3 ergibt sich also auch hier der 
Schraubensinn des Paares unabhängig von der Reihenfolge, sowie von 
der Wahl der Transversale. 

Für die beiden Geraden in Fig. 253 können wir: 

V = 0, t/,«==0, V = 0; :r,« = 0, y/ = 0, z,^ =^ d 

nehmen und ist: 

«1=^1, ^, = 0, 7^1 = 0; (^=0, ß,^l, r^^O. 

Damit wird nach (12): 

M=d>0, 

80 daß der Schraubensinn des Paares positiv ist. 

Aus (3) und (12) folgt: 

Das Verschwinden des Momentes ist die Bedingung, daß die beiden 
Geraden sich schneiden. 

5. Die Fnßpunkte der gemeinBamen Normale von Bwei Ge- 
raden. Die Transversale ^12 = ^> /*> ^ der beiden Geraden g^, g^ in 
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§ 44, 4, die bisher (Fig. 254) eine ganz beliebige war, wird zui* ge- 
meinsamm Normale n,, der beiden Geraden, wenn (§ 35, (4)): 



(14) 



(15) l - 



tl + ßifi + Y»v 
oder nach (11) und (8): 

s, - cos^ . s, = «1 «- V) + ßtiVi-Vi') + n (V-'^i") 
Icos^ . s, - s, - a,(ar,<>-a;i») + ft(y,«-J/i») + ys(V-V)- 

Hieraus ergibt sieb durch Ausflösnng nach s^ und s,, wenn nur 
sin fr + ist, stets je ein und nur ein Wert für s^ und Sg, nämlich: 
(8in«d.Si = («,-«« cos *)«-<) + (Ä-Acos*)(y,»-yi«) 

+ (yi-y,cosfr)(V-V), 
sin»fr . Sg = ^r-, _«, cosfr) (a^i'-arg») + (/J« -^i cos») (yi'-y,») 

+ (j's-J'iCOsfr)(V-V)- 
Di^sß Formeln geben für die Darstellung (1) cier beiden Geraden 
die beiden Parameterwerte der Fußpunicte P^ und Pj der gemeinsamen 
formale n^^ (^^^g- 255). 

Wenn g^ und g^ sich schneiden^ geben die Formeln (16) die Para- 
meter Sj und s^ des Schnittpunktes (vgl. § 44, 1 ). 

Denn multipliziert man die drei Gleichungen (2) bezüglich mit 
ccifßifyi oder cL^yß^i?^ ^^^ addiert, so folgen auch die Formeln (15). 



ae) 



r^i^j 



6. Die Gleichungen der ge- 
meinsamen Normale. Dje durch 
Pj und Pg (Fig. 255) senkrecht 
zur gemeinsamen Normale n^^ ge- 
legten Ebenen E^ und E^ enthalten 
die Geraden g^ und g^ bezüglich 
ganz. Man erhalt also n^^ auch 
dadurch, daß man durch g^ eine 
zu ^2 parallele Ebene E^ und durc^i 
g^ eine zu g^ parallele Ebene -E, 
legt und dann weiter durch g^ und 
g^ die zu E^ und E^ senkrechten 
Ebenen F^ und bezüglich Fg zieht. 
Dann ist n^^ der Durchschnitt F^ X Fg ^^^ beiden letzteren Ebenen. 
Die Ebene F^ ist dadurch bestimmt, daß sie durch P^^x^, y^, z^ 
geht und zwei durch P^ gehende Gerade, die eine g^ mit den Richtungs- 
kosinus «1, ^1, y^ und die andere parallel n^^ mit den durch (14) 
bestimmten Richtungskosinus A, ^^ i/ enthält; ihre Gleichung ist da- 




Fig. 265. 
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her nach § 40, (20): 



(17) 



x — x^ y — y^ s — V 



«1 
X 



ßt 



n 

V 



= 0. 



Ebenso hat die Ebene Fj die Gleichung: 



(17) 



«-V y-y^" «-V 



ßf 






= 0. 



Nach (14) folgt. aber für die Richtnngskosinus l, (i, v der ge- 
meinsamen Normale m^, (vgl. § 33, S): 

(18) A-=.5. fey'.-y^fe , ^»,.?v?v=^, ^„..f^L^M., 

r. • .. (*-±l)- 

Damit wird: 

usw.y so daß man die beiden Gleichungen (17) auch schreiben kann: 

(19) j(^^^«^~^)(^~^i')+(''i^^«^--^«)(y"-yi')+(>^i^^«^~^2)(^-v^ 

Dtes siwd 5öm?Y die Gleichungen (vgl. § 43, (5)) der gemeinsamen 
Normale w^ £?er beiden Geraden g^ und g^, die durch (1) gegeben sind 
und den Winkel 0* miteinander bilden. 

7. Die kürzeste Entfernung zweier Geraden im Haume. Da 
die Strecke P1P2 ^^^ gemeinsamen Normale (Fig. 255) auf den beiden 
parallelen Ebenen E^ und E^ senkrecht steht, so ist die absolute Länge 
(20) n^P^, 

der Strecke P1P2 die senkrechte Entfömung der beiden Ebenen und 
daher die kürzeste Entfernung der in diesen Ebenen verlaufenden Ge- 
raden g^ und g^. 

Nach der für jede beliebige Transversale ^^^ gültigen Formel (13) 
ist aber speziell für die Transversale n^^' 

Jtf = n.sin^iV^i^ 
während mit Einsetzung der Werte (18) von A, ^i, v: 

ßi A f* 



sin^i^öfj^WjO == 



Vi y% ^ 



sin^ 



{(Ay,-y.A)* + {y^'h-'^xY^y + («i^^-ft«,)*} = ««n^ 



Digitized by VjOOQIC 



218 



§44, 8-9. 



wird (vgl. § 41, (26)), und daher: 

(21) Jf«w.£sinö-. 

Da n und sin-O* positiv sind, folgt hieraus, daß s das Vorzeichen des 
Momentes M ist, wodurch für die von g^ nach ^r^ laufende Normale n^^ 
auch das Vorzeichen s der Richtungskosinus (18) bestimmt ist. 

Die Formel (21) aber gibt, wenn wir im Gegensatz zu (20) das 
Vorzeichen £ in w aufnehmen, den Satz:^^^) 

Der hwrzeste Aistand n zweier gerichteten Geraden g^ und g^ ist: 



(22) 



M 

sin^ 



WO M das Moment und d- den Winkel der beiden Geraden bedeutet, 
und n positiv, oder negativ gerechnet ist, je nachdem das Paar der beiden 
Geraden positiven oder negativen Schraubensinn hat. 

8. Das Moment zweier Geraden, die durch (4) gegeben sind. 
Sind die Gleichungen der beiden Geraden g^ und g^ in der Form (4) 
gegeben, so haben wir, um sie in die Form (1) zu bringen, nach 
§ 43, (14) und (15) zu setzen: 



i^^V, 



c^ 






(23) «x = ^, ^1 = ^, 7'i = ^; «,--, K2-,^. ^1-^, 

WO wir, um die beiden Geraden zu richten, etwa mit positivem Vor- 
zeichen setzen: 
(24) 



Dann wird nach (12): 



!1 1 

^ * 

! ^1 ^2 ^2 ^1 



1 



1 







h 62-&1 V-Vi==, 

Cj Cj C^ Cg Cj I 



Cg Cj ^2 Cj^ 



Das Moment der beiden im Sinne der Bichtungshosinus (23), (24) 
gerichteten Geraden (4) ist (vgl. (6)): 



(25) 



M = 



yi + b,»+e,»Vr+b,*+e,' 



\ 



■V 



V- 



c,"r-c; 



9. Das Moment zweier Oeraden als Bamninlialt eines Te- 
traeders. Sind Pi = Xi, tfi, Zi und P, = x^, y^, z^ zwei in der po- 
sitiven Richtung der Geraden g^ aufeinanderfolgende Punkte derselben 
und Pj = arg, y^, ;?, und P^ = x^, y^, ^^ zwei ebenso auf g^ liegende 
(Fig. 256), so ist (§ 34, (7)): 
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Vi 



z, — z. 



^12 — -^1 -^2 



"'S /J y 4 

~ ; P2 



y ^ — yi 



7^2 = 



^^— ^« 



^34=--p8A. 



Indem man nun den Ausdruck (12) 
mit Pi und P, (Fig. 256) fürP^« und 
Pj« (Fig. 254) bildet, wird (Anm. 1, 
IV, 4; 2; III, (17)): 



Jf = 



1 



^2-^1 2^4-^8 Vs-Vi 

^2—^1 ^4 — -^8 ^S — -^! 

U/a ~~ X* Xa ""• X* Xq X-i > 

y^-Vi VA-yi Vs-yii 




Fig. 256. 



^9 — -2f, 0A— ^1 



1-^2 



^s — ^1 



1 



^9 ^1 



- X^ Xa 



■yi ys-yi y^-Vi 



^5—^1 



^« — ^1 



^A 



-8^1 



»•i«>-s- 



1 -^2 '^1 

yi y^-yi y^-yi y^-yi 



^1 ^9 —SS. Zo — z. 











z^-z^ 




1 .Vi ^2 3^8 2^4 

^lÄ**«* I jgTj 2^2 j8?3 ;2^4 

II 1 1 1 



(vgl. § 39, (7)). 

Bas Mo7nent zweier gerichteten Geraden, die hezüglich vofn Punkte 
P^ nach dem Punkte P^ und von Pj nach P^ laufen, ist der sechsfache 
relative Rauminhalt des Tetraeders P^P^P^P^ dividiert dwrch die ab- 
soluten Entfernungen PxP^ «*^rf ^3^4-' 



(26) 



M. 



6.P,P,P,P, _ i_ 



a;, t/i Zi 1 

Xt Vi' «i 1 

a^s Vi "3 1 

x^ y^ z^ 1 



'12 



r^. = l/(^^=^+'(y,-y,)«+ (^.-^,7- 

Da Jlf eine den beiden Geraden eigentümliche Konstante ist, bleibt 
der Rauminhalt P^P^P^P^ ungeändert, wenn man die Strecken PjP, 
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und P^P^, ohne ilire Länge zu ändern, beliebig auf den Geraden ver- 
schiebt. 

Macht man r^, =» ^34 — 1, wird direkt: 
(27) M=6.P,P,P,P^. 



m. Kapitel. 

Die Koordinaten der Ebene. 

§ 45. Die Koordinaten der £1)ene nnd die Gleichung des Punktes. 

1. Die Koordinaten der Ebene.''^) Die darch die allgemeine 
Gleichung: 

(1) Äx + By+Ce + D'-O 

gegebene Ebene schneidet nach § 40, 5 auf den Koordinatenachsen 
die Strecken (Fig. 257): 

(2) ÖL = -f, 0M=-^ ON ^ 

ab. Die negativen reziproken Werte der relativen Längen dieser Strecken 

heißen die Koordinaten der Ebene und werden als solche mit u, Vj w 

kz bezeichnet, so daß (vgl. § 19, 1): 

j\rL (3) w-^-, ^=2^7 ^^D' 

/ ! I \^^ Sind umgekehrt die Koordina^ten w, 

/ il \v ^^ ^ gegeben y so ist nach (3): 
/ j j "f N. Ä: B:C:D = u:v:w:l 

/ /i^^^^^,,.^^-''^'''^^ ^°d daher die Gleichung der Ebene (vgl. 

Jr^ §40,4); 

/-'' Fig. 267. . , 1 A 

ß^, (4) tia? + t?y + M?j8f + 1 = 

(über den Fall D^O vgl. § 47, 6; § 49, 5). 

Die Beziehung zwischen einer Ebene und ihren Koordinaten ist 
daher ardi seisei tig eindeutig. 

Nach §19, 1 sind v, U] w, U] w, v zugleich die Koordinaten der 
Schnittlinien MNj NLy LM in bezug auf die ebenen Koordinaten- 
systeme Ogz, OzXy Oxy (vgl. § 31, 4). 

2. Besondere Werte der Koordinaten. Alle Ebenen, von deren 
drei Koordinaten eine, etwa t« = ist, sind (vgl. § 40, 6; § 31, 6) der 
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a;-Achse parallel; alle Ebenen, für die v = und m? = 0, sind der 
yj8f- Ebene parallel. 

Alle Ebenen von gleichem u gehen durch einen festen Punkt L 
der ;r- Achse, aUe Ebenen von gleichem v und w gehen durch eine 
feste Gerade MN der yg-'Ehene (Fig. 257). 

3. Die Gleichung des Punktes in laufenden Ebenenkoordi- 
naten. Sind Ä, B, C, D beliebige (nicht mit den in (1) vorkommenden 
in Beziehung stehende) Konstanten und u, v, w die Koordinaten einer 
veränderlichen Ebene, so kann man sich die Gleichung: 

(5) Au + Bv + Cw + B^O 

dadurch entstanden denken, daß man in die Gleichung (4) der Ebene 

tf, Vy w die Werte: 

/-ß\ ABC 

eingesetzt hat. . Die Gleichung (5) ist daher die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß der Punkt (6) auf der Ebene w, v, w 
liegt, oder, was dasselbe ist, daß die veränderliche Ebene w, v, w 
durch den festen Punkt (6) geht. 

Eine veränderliche Ebene geht immer dann und nur dann durch 
den festen Punkt (6), wenn ihre Koordinaten u, t?, w der Gleichung (5) 
genügen. 

Man nennt daher (5) die Gleichung des Punktes (6) in laufenden 
Ebenenkoordinaten w, t;, w. Es gibt oo* Ebenen, deren Koordinaten 
der Gleichung (5) genügen. 

4. Dualität zwischen den Koordinaten, beziehungsweise den 
Gleichungen von Ebene und Punkt. Wir können die vorstehenden 
Erklärungen in folgender Weise gegenüberstellen (vgl. § 19, 3): 



Ist: 

(7) Ax + By+C:z + B=^0 

die Gleichung einer Ebene in laufen- 
den Punktkoordinaten x, y, z, so 



(8) u. 



A 



B 

b 



w^^ 



B 



die Koordinaten der Ebene. 



Sind u 



07 



die Koordinaten 



einer Ebene, so ist: 

(9) UQX + VQy + WQZ+ 1^0 



Ist: 

(7') Au + Bv + Cw + B=^0 

die Gleichung eines Punktes in 
laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w^ 
so sind: 



___ B 
Vo — 2) f 



C 
1) 



(80 x,^^ 

die Koordinaten des Punktes, 

. Sind Xq, y^, e^ die Koordinaien 
eines Punktes, so ist: 

(9') XqU + yQV + ZqW + 1^0 
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§ 45, 6—7. 



die Gleichung der Ebene in laufen- \ die Gleichung des Punktes in laufen- 
den FunkUcoordinaien x, y, z. den EienenJcoordinaten Uj v, w, 

5. Bedingung der vereinigten Lage von Funkt und Ebene. 
Die Ebene u^, v^, Wq und der Punkt x^y y^, Zq liegen daher vereinigt, 
d. h. die Ebene geht durch den Punkt und der Punkt liegt in der 
Ebene, immer dann und nur dann, wenn: 

(10) UqXq + v^y^ + WqZq +1 = 0. 

6« Ebene durcli drei Punkte, Punkt in drei Ebenen, Die 

Gleichung eines Punktes hat nach § 45, 3 immer die Form: 

(11) . Au + Bv + Cw + B^O. 

Sie hängt, wie die Gleichung der Ebene §40, 3; 4, von drei Konstantenr 
Verhältnissen Ä:B:C:B ab, die bestimmt sind durch drei Ebenen 
u^, ^1, w?i; U2, v^y W2] Wjj, v^y w^y welche durch den Punkt gehen. 
Denn da deren Koordinaten der Gleichung (11) jgentigen müssen, so ist: 

Au^ + Bv^ + Cm^i + Z) = 0, 

(12) • Au^ + Bv^ + Ci*;^ + D = 0, 

J.M3 + Bv^ + Cw^ + D = 0. 

Eliminiert man aus (11) und (12) die Konstantenverhältnisse, so er- 
hält man (Anm. 2, III, 3) die Gleichung des Punktes, der in den drei 
Ebenen liegt, und damit den folgenden rechts stehenden Satz, zu dem 
der duale, links stehende schon § 40, 1 abgeleitet wurde (vgl. § 19, 6). 
Die Gleichung der Verbindungs- ! Die Gleichung des Schnittpunktes 
ebene der drei Punkte x^, y^ , J3^ ; der drei Ebenen u^,v^, u\ ; Wg ? ^2 > ^2 > 
^99 Vtj ^2? ^8? %> ^3 ^^^ *^ laufenden Wg, v^y w^ ist in laufenden Koordi- 



(13) 



X 



X, 



x,y,z. 






naten 


Uy Vy W: 




y e 


li 




U V 


w 1 




1 
1 


= 0. 


(13') 


u, v^ 


w^ 1 
u\ 1 


Vz ^» 


1 






«<8 ^3 


w^ 1 



0. 



Es ist zugleich die Bedingung dafür, . Es ist zugleich die Bedingung dafür, 
daß die vier Punkte XyyyZ] ^^1,^1,^1; I daß die vier Ebenen UyVyW^i^yVj^yW^; 
^^jV^yh'-) ^sfPsf^B ^^ einer Ebene u^y v^y w^'^ Mg, Vg, w^ durch einen 
liegen. | Punkt gehen. 

7. Abstand einer Ebene von einem Punkte. Ist ein Punkt 
durch die Gleichung (11) und eine Ebene durch ihre Koordinaten 
Uf^yV^yWQ gegeben, so hat der Punkt die Koordinaten: 
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_ A 



B 



c 

D 



und die Ebene die Gleichung: 

f^o^ + v^y + Wq0 + 1 = 0. 

Nach § 41, (6) ist der senkrechte Abstand des Punktes von der 
Ebene: 



TT + «'o • n + «'^ 



D 



D 






+ 1 



oder mit Unterdrückung des Index 0: 

Der senkrecJUe Abstand der durch 
ihre Koordinaten u, r, w gegebenen und 
gerichteten (vgl § 41, 1) Ebene (Fig. 258) 
von dem durch seine Gleichung :'^^) 

(14) Au + Bv + Cw + B=^0 

gegebenen Punkte ist: 

Au + Bv + Cw + B 



(15) ö=^ 



— Byu^+ y2+ tü^ 




8. Die Hessesclie Normalfonn der Gleichung des Punktes. 
Bringt man die allgemeine Gleichung (5) des Punktes durch Division 
mit D auf die Form: 

(16) au + bv + cw + 1 ^ 0, 

welche die Hessesche Normdlform der Gleickung des Punktes heißf^^), 

so sind nach (9') die Koeffizienten a, 6, c direkt die Koordinaten des 

Punktes. Der Abstand der Ebene w, v, w von dem Punkte ist' dann 

nach (15): 

^ aw + 6r + cu? + 1 



(17) 



yü^-f' t^a+u;« 



Dies ist zugleich der Abstand eines durch seine Koordinaten a, 6, c 
gegebenen Punktes von einer durch ihre Koordinaten u, ?;, w ge- 
gebenen Ebene. 

9. Farameterdarstellung des Ebenenbündels. Nach § 40, 7 
umfaßt die Gleichung: 

(18) A{x- X,) + B{y - y,) + C {z - ^o) = 

alle durch den Punkt x^^ y^, z^ gehenden Ebenen. Sind A, ft, v die 
Richtungskoflinus der Normale einer solchen Ebene, so ist (§ 41, (5)): 
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§45, 10. 



Indem man daher in (18) X, ft, v statt Äy B, C setzt, erhält man 
nach (8) für die Koordinaten der Ebene: 

(19) u^ 



^o^ + 2/ol* + ^o»'' 



a^e^ + 2/ol^ + ^o^' 



W = 



x.^ + yot^ + ^0^ 



♦-« 



Dies ist eine Parameterdarstellung der Koordinaten u, v, w aller durch 
den Punkt Xq, y^, 0^ gehend€n Ebenen, der Ebenen eines BUndds^^'^). 
Die Parameter k, fi, v bedeuten die homogenen Koordinaten der Stel- 
lung der laufenden Ebene des Bündels (vgl. § 42, 3). 

10« Transfonnation der Bbenenkoordinaten von einem recht- 
winkligen System auf ein anderes. In bezug auf das rechtwinklige 

Koordinatensystem Oxy^ (Fig« 259) 

^-^Vä^^V sei ein neues rechtwinkliges Koordi- 

^Ya. Kcgj natensystem O'x'y/ gegeben, und 

zwar durch die Koordinaten x^y y^, 

Zq seines Anfangspunktes 0' und die 

Richtungskosinus «i, 61, c^; «7j, 63, c^; 

«3,63,^3 seiner Achsen x'^jf^z. In 

bezug auf das neue System habe der 

Anfangspunkt des alten die Koordi- 

Öaten x^, y^, z^. Zwischen den Ko- 

^ ordinaten x, y, z und x\ y\ / eines 

Punktes in bezug auf die beiden Systeme bestehen nach § 37, (13) 

und (19) die Gleichungen: 




O'-^X^oUo 



jc'(a^hfC,) 



"^O-Jc^y^z^ 



Pig. 859. 



' x = Xq-{- a^x' + a<^y + a^z\ 

(20) y = yo + &i^'+&2/ + M', 
z =z^ +CiX +c^y +c^z\ 

wobei nach §37, (18): 

X(i = Öti 5/ft 

(22), 



(21) 



X = Xq +a^x + \y + c^z, 
y =yQ+(^%oc + l^y + c^Zj 
z' =^z^ +a^x + \y-{-€^Zy 



Hat nun in bezug auf das alte System eine Ebene die Koordinaten 
u, V, w und. daher nftch (9) die Gleichung: 

ux -{- vy -{- WZ + 1 ^ 0, 
so wird in bezug auf das neue zunächst ihre Gleichung nach (20): 
{a^u + i^v + c^w) X + (a^u + \v + c^w) y + {a^u + 83^ + ^»w') ^' 
+ (^e«^ + 2/0^ + z^W'^\)^0 
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«nd sind daher nach (8) ihre Koordinaten (vgl. § 21, (6)) ; 



(23) 



u = 



tti t* + &1 1; + Cj w 



V = 



ag M + 6j v + Cj w 



^0^ + 2/0^ + ^0^ + 1 

•Geht man umgekehrt von einer Ebene mit den neuen Koordinaten 
u, Vj w aus, so erhält man unter Benutzung von (21) für die alten 

(vgl. §21,(9)): 



«(; = • 



V«*' + yo'^' + V«''+ 1 

Zwischen den alten und neuen Koordinaten einer Ebene bestehen somit 
die Gleichungen (23) und (24). 



§ 46. Zwei Punkte und die Punktreihe. 

1. Gleichung des Punktes, der die Strecke zweier Punkte in 
bestimmtem Verhältnis teilt. Zwei Punkte P^ und P^ seien durch 
ihre Gleichungen U^ = und CTj = gegeben, wo die Abkürzungen; 



<1) 



Uy= A^u + B^v + C^w + D^, 



U^ = Ä^u + B^v + C^w + D^ 

in derselben Weise wie § 42, (11) ge- 
l)raucht sind. Die Koordinaten der Punkte 
«ind dann nach § 45, (8'): 



^1 T\ « 



^1 = D, ' 



^ ~ TT ' y^ 



?1 



^« = 



c. 




Dj' *« 2),' « D, 

X)ie Koordinaten des Punktes P, der die 

Strecke F^P^ im Verhältnis ;i teilt (Fig. 260), sind nach §34, (12): 



X = 



t*/« "~~ ^>^3 -^1 



^1 1 ^ 

1-1 ' 



= ^ 



B._^S, 



A 



1 — 1 



^! = 









Die Gleichung dieses Punktes P ist daher nach § 45, (9^) nach 
Multiplikation mit 1 — A : 



(Ä-^Ä)"+(5-'^5:)^-+(A-^ä)*^ + (i-^)=^ 



Staude, analyt. Oeometrie. 



15 
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oder nach (1): 

Sind daher (vgl. § 20, 1): 

tr, = A^u + B^v + C^w + i)i = 0, 



(2) 

^ ^ ' f7i, = 4,M + £,« + Cj«; + Dg = 

<?ie Gleichungen zweier Tunkte, so ist die Gleichung des Punktes, der 
die Strecke der beiden im Verhältnis X teilt:''*) 

(3) U,-(lU^^O, 
wo: 

(4) 1^-b\'- 

2. Anwendung der Hessesohen Normalform. Mit D, = 1, 
1)2 = 1 (vgL § 45, 8) nimmt der Satz die Form an: 

Sind: 

I JVi = a^u + \v + c^w; + 1 = 0, 

( i^2 = a^u + 62^ + ^2^ + 1 = 

die Gleichungen zweier Punkte in der Hesseschen Normcdform, so ist 
die Gleichung desjenigen Punktes^ der die Strecke jener im Verhältnis 
X teilt: 

(6) iVi-AJV2 = 0. 

Insbesondere lauten die Gleichungen des Mittdpufüctes und des un- 
endlich fernen Punktes der Strecke (A =« — 1 und A = + 1 nach 
§3, 3; 4) bezüglich:'«) 

^7) N, + N,^0, N,-N,^0 (vgl. §47, (8)). 

3. Die Gleichung der Funktreihe mit dem multiplizierten 
TeilungBverhältnis als Parameter. Die Gleichung (3) stellt bei ver- 
änderlichem A, bezüglich /i, alle Punkte auf der Verbindungslinie g 
der Punkte (2) dar. Sie ist die Gleichung der Punktreihe, welche 
durch die in (2) gegebenen Grundpunkte, die wir nun G^ und G^ 
nennen wollen, bestimmt ist. 

Der Pa/rameter ß der Gleichung der Punktreihe bedeutet dctö 
multiplizierte Teilungsverhältnis des laufenden Punktes P der Reihß 
in bezug auf die beiden Grundpunkte (vgl. § 20, 3). 

Auf jeder Ebene Uq, Vq, iVq des Raumes, aiisgenommen die durch 
die Trägerin g der Punktreihe gehenden Ebenen, liegt ein bestimmter 



Punkt Pq der Reihe, 
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Sein Parameter ^ hat (vgl. § 42, (21)) den Wert: 

(8) f^o^gl 

wo üj^ und ZJg^ die mit u = i^q, t; = t?Q, i<; == t«;^ gebildeten Aus- 
drücke (1) sind. 

4. Die Gleichung der Bunktreihe mit Doppelverhältnis als 
Parameter. Ist A = A^ der Wert der Teilungsverhältnisse A für den- 
jenigen Punkt (tq, für den das multiplizierte Teilungs Verhältnis /a 
den Wert 1 hat, so wird wie § 42, 10: 

(9) ii=^=^(G,G,PG,). 

Auch folgt in derselben Weise wie dort: 

Sind Z7i = und U^^O in (2) die Gleichungen der Grund- 
punkte 6?! und G^ einer Punktreihe und u^, Vq, Wq die Koordinaten 
einer festen Ebene, die den Einheitspunkt Gq der Reihe cmssckneidet, 
so ist die Gleichung des laufenden Punktes P der Reihe: 

(10) ^'"-/»f'^O, 
wo II das Doppelverhältnis: 

(11) .tt = (G,(;,PGo) 

bedeutet. 

5. Doppelverhältnis von vier Punkten der Beihe. Da in der 

Gleichung (3) der Parameter fi, wie in § 20, 5, die multiplizierte 
Verhältniskoordinate des Punktes P in bezug auf die Punkte G^ 
und G2 ist, so folgt: 

Das Doppelverhältnis von vier durch ihre Gleichungen: 

(12) U,-ii,U,^0, U,-ii,U,^0, U,-ii,U,^0, ü,-ii,U,^0 
gegebenen Punkten Pj, P^, Pj, P4 der Reihe (3) ist: 

(13) ,.(P,P,P.i.j_*^=M^|;;). 

Das Doppelverhältnis y das zwei durch ihre Gleichungen: 

(14) U,-ii,U,^0, U,-ii,U,-=0 

gegebene Punkte P^, P^ mit den Grundpunkten 6?^, G^ der Reihe 
bilden, ist: 

(15) S = (G,G,P,P,)^<^. 

Für fig *» — f^i sind die Punkte (14) zu den Grundpunkten harmonisch. 

15* 
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6« Sxx>rdinaton der Punkte einer Pnnktreilie und der Ebenen 
eines SbenenbÜBChele. Sind zwei Ebenen dnrch ihre Koordinaten 
ttj, t?j, M/\ und Uj, tj, «Tj gegeben y so sind ihre Gleichungen: 

^i^ + ^tP + ^^i^ + 1 =- 0, u^x + v^y + f€^z+l^ 0, 

und daher nach § 42, (15) die Gleichung der Ebene, die den Winkel 
jener beiden im Sinusrerhältnis A teilte 

(u^'-xXu^)x + K — xAt7j)y + (w^'-xXw^z + (1 — xA) = 0, 

(16) ,^i^S5^. 

Durch die Koeffizienten dieser Gleichung sind aber die Koordinaten 
der Ebene bestimmt. Neben den Satz § 34, (12), den wir links 
wiederholen, tritt daher der rechts folgende duale Satz (vgl § 20, 6) : ^^) 
Die Koordinaten Xy y, eines \ Die Koordinaten u, v, w einer 
Punktes y der die Sirecke der Ptmkte ' Ebene, die den Winkel der Ebenen 
x^y t/i, z^ und x^y y^y jgr, im Ver-iu^y i\y w^ und u^, t;,, w^ im Ver- 
hältnis X teiUy sind: hältnis X teilt y sind mit dem Wert 

. , (16) von x: 



^ i — X I "^ 1—X 



(17') u^'^'-^^y v^\-^;\ 

^ ^ 1 — xX ' 1 — xA ^ 



IV. Kapitel: 

Die homogenen gemeinen Koordinaten, 

§ 47. Die homogenen Koordinaten des Punktes und der Ebene. 
!• Begriff der homogenen gemeinen Koordinaten. Unter den 
homogenen gemeinen Koordinaten^^) des Punktes oder der Ebene ver- 
stehen wir vier Zahlen Xy y", /, f oder w', Vy w\ s'y deren Verhältnisse 
die gemeinen Koordinaten Xy y, z oder w, v, w des Punktes oder der 
Ebene sind, derart daß: 

(1) ^,^x, ^,-y, ^.=z, (1) -,=M, -.=v, -,=«;. 

Die homogenen Koordinaten bestimmen den Punkt oder die Ebene 
vollständig, sind aber durch diese nur ihren Verhältnissen nach bestimmt. 
Sie sollen stets endliche Werte haben und dürfen, damit ihre Ver- 
hältnisse bestimmt bleiben, niemals alle vier gleichzeitig verschwinden. 
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Wir lassen fernerhin die in (1) und (1') zur Unterscheidung ein- 
gefühi-ten Akzente weg. Um dann von den gemeinen zu den homo- 
genen gemeinen Koordinaten überzugehen ^ haben wir nur x, y z 

(u, V, w) durch ~r^ * ' T (~' ~~^ / ^^ ersetzen, während wir 
umgekehrt mit f«=l, (5=1) von diesen zu jenen zurückkehren 
(vgl. § 22, 1). 

2. Gleichungen der Ebene und des Punktes in homogenen 
Koordinaten. Die allgemeine Gleichung der Ebene oder des Punktes 
(§ 40, (6); § 45, (5)) wird bei Einführung der homogenen Koordi- 
naten unter nachfolgender Multiplikation mit t oder s: 

(2) Äx + By+Cz + Dt^O, (2') Au + Bv+ Cw + Ds =^0. 

3. Homogene Koordinaten und Koeffizienten der Gleichungen 
der Ebene und 'des Punktes. Der Vorteil der homogenen Koordi- 
naten zeigt sich zuerst darin, daß sie sich direkt mit den Koeffizienten 
der Gleichungen decken. Denn die Sätze § 45, 4 lauten gegenwärtig: 

Ist: ! Ist: 

(2) Äx + By+Cz + Dt^O 

die Gleichung einer Ebene in laufen- 
den Punktkoordinaten x, y, z, t, 
so sind: 

(3) u,=^Ä, v^^B, w^^C, 5o=^!(3') x^^A, y^^B, z^=^C, i^^li> 

die KoordincUen der Ebene, I die Koordinaten des Punktes. 

Sind UqjVq^WqjSq die Koordi- Sind Xq, y^, Zq, t^ die Koordi- 
ernten einer Ebene, so ist: \naten eines Punktes, so ist: 

(4) UqX + v^y + WqZ + SQt^O | (4') XqU + yoV + z^w + t^s ^ 

ihre Gleichung. \ seine Gleichung. 

Die Angaben (3) und (3') sind dabei nur bis auf einen gemein- 
samen Faktor gemeint (vgl. § 40, (10)). 

4« Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene 
in homogenen Koordinaten. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die vereinigte Lage des Punktes x, y, z, t und der Ebeue 
w, Vy Wy s lautet entsprechend § 45, (10) (vgl. § 22, (5)): 

(5) ux + vy + WZ + st == 0. 

5« Die unendlich ferne Ebene und der Koordinatenanfangs- 
punkt. Die homogenen Koordinaten ermöglichen eine Anpassung 
der analytischen Formeln an die Vorstellung, daß alle unendlich 



(2') Au + Bv + Cw + Ds^O 

die Gleichung eines Punktes in 
laufenden Ebenenkoordinaten u, v. 
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fernen Punkte des Raumes eine Ebene, die unendlidi ferne Ebern E«, 
bilden.") 

Hat nämlich die vierte der honaogenen Koordinaten o?, y, z, t 
eines Punktes P den Wert Ö, so wird, da x, y, z, t nicht alle vier 

sein dürfen, wenigstens eine der gemeinen Koordinaten 4"? * > v 

z t t 

von P unendlich, und damit auch der Punkt P unendlich fem (vgl. 

§ 31, 4). Ist umgekehrt P unendlich fem, und damit wenigstens 

eine seiner gemeinen Koordinaten unendlich, so muß, da x, «/, z, t 

immer endlich bleiben sollen, ^ = sein. Daher ist: 

die notwendige und hinreichende Bedingung aller unendlich fernen 
Punkte. Diese ist aber nach (2) die Gleichung einer Ebene, deren 
Koordinaten w^ = 0, Vo = 0, w^^O sind. Wir sagen d&her (vgl. § 22, 5) : 
Die unendlich ferne Ebene Er, hat die Gleichung :'^^) 

(6) ^ == 
und die Koordinaten: 

(7) w = 0, v^O, w^O, s + 0(5=1). 

Die Gleichung eines unendlich fernen Punlies x^^ A, y^^ B, Zq=^ C, 
^0=0 hat nach (4') stets die Form: 

(8) Au + Bv -f C«i; = 
(vgl. § 46, (7)). 

Das duale Seitenstöck zur unendlich fernen Ebene bildet der 
Koordinatenanfangspimhtj der die gemeinen Koordinaten 0, 0, 0, also 
die homogenen Koordinaten: 

(9) ä: = 0, J/-0, z^O, ^4=0(^=1) 
hat und daher nach (4') die Gleichung (vgl. § 40, (14)): 

(10) s ^ 0. 

6. Sohnittlinie einer Ebene mit der unendlich fernen Ebene. 

Eine beliebige Ebene, deren Gleichung 

(11) Ax + By + Cz + Dt = 

ist, schneidet die unendlich ferne Ebene (6) in einer Geraden, welche 
durch die beiden Gleichungen: 

(12) Ax + By + Cz = 0, t=^() 

dargestellt wird und die unendlich ferne Gerade der Ebene (11) ist 
(vgl. § 22, 6). Da sie nach (12) von D unabhängig ist, vielmehr 
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nur von den Verhältnissen Ä: B : C abhängt, so folgt mit Hinblick 
auf § 42 (6): 

Paraüele Ebenen schneiden die unendlich ferne Ebene in derselben 
Geraden. 

7« Schnittpunkt einer Geraden mit der nnendlich fernen Ebene. 
Die Gleichungen einer Geraden, die in der Richtung a, ß, y (Fig. 261) 
durch den Punkt ^o; ^o; ^o^ ^o g^H werden 
nach § 43, (3) in homogenen Koordinaten: 

(13) i^x-x^t\t^y—y^t\i^z-z^i^a\ß\y. 

Der Schnittpunkt der Geraden mit 
der unendlich fernen Ebene, der unend- 
lich ferne Punkt der Geraden (vgl. § 3, 4), 
genügt den Gleichungen (13) und (6), so 
daß für ihn: 

(14) x:y\z^aiß\Y, t^O. 

Die drei ersten homogenen Koordinaten des Schnittpunktes einer Geraden 
mit der unendlich fernen Ebene verhalten sich toie die Richtungskosinus 
der Geraden (vgl. § 22, 6). 

Parallele Gerade schneiden also die unendlich ferne Ebene in dem- 
selben Funkte. 

8« Verbindnngsebene dreier Punkte und Schnittpunkt dreier 
Ebenen. Die Sätze § 45, 6 lauten bei Anwendung homogener 
Koordinaten: 




Fig. 261. 



Die Gleichung der Verbindungs- 
ebene dreier gegebenen Punkte x, 



Die Gleichung des Schnittpunktes 
dreier gegebenen Ebenen % , v^ , w;i , 5^ ; 



Viy ^u ^1 ; ^3> 2/2; hj ^2; ^3? .Vs^ ^8» h «*2? ^2; «^2; ^2; ^; ^s; ^%y h «^ ^'^- 



in laufenden Koordinaten x,y,Zjt ist: 



(15) 



X 


V 


z 


t 


X, 


Vi 


^1 


k 


X, 


Vi 


^2 


h 


X 


y» 


h 


h 



fenden Koordinaten u, v, w, s ist: 



=0, 



Es ist zugleich die Bedingung da- 
für, daß vier gegebene Punkte 



(15') 



w 



u\ 



Wo 



IV. 



= 0. 



Es ist zugleich die Bedingung da- 
für, daß vier gegebene Ebenen 



x,y,z,t\ x^,y^,z^,t,',x^,y^,z^,t^\u,v,w,S', «1,^1, M;i,sr, t<2,t^2;^2j«2; 
0^3,3/3,2/3, fg in einer Ebene liegen. u^,v^,w^jSc^ durch einen Punkt gehen. 
9. Besondere Fälle der Gleichungen (15). Sind in (15) von 
den drei gegebenen Punkten der erste endlich, etwa* x^ = Xq, y^ = y^, 
Zi = Zq^ fi«l, die beiden andern aber unendlidi fem und in der 
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§ 47, 10. 



Riciitung ai, tj, c^, bezüglich «g, b^y c^ gelegen, so wird nach (14) 
aus der Gleichung (15) mit ^=1 (Anm. 1, IV, 4; 111,(17)): 



(16) 






Po 

1 



6, 



a, 






2/-yo 



I 



In der Tat ist diese Gleichung in § 40, (20) für die Ebene gefunden 
Avorden, die zwei vom Punkte Xq^ y^, Zq in den Richtungen a^, 6,, c^ 
und «2^ ^2; ^ ausgehende Geraden enthält. ^^ 

Sind in (15') zwei von den drei Ebenen parallelj also etwa 
«2 : ^2 : w?2 =^ ^3 • ^8 • ^8; ^^ verschwindet der Koeffizient von s (Anm. 
1, m, (17); IV, 3), und die Gleichung erhält die Form (8); der Schnitt- 
punkt liegt unendlich fern. 

Die Bedingung, daß die vier Punkte x^, y^, ^o^ 1? ^i> ^u ^i> 0; 
a^yb^yC^jO'^ aj, 63, Cg, in einer Ebene liegen, lautet nach (15): 



I ^0 Vq ^0 
t \ ^1 



= 



oder in anderer Ausdrucksweise (vgl. §37, (9) und §47, (14)): 

Drei von einem Funkte ausgehende Geraden £, 1;, l mit den Biditungs- 
Jcosinus a^, b^, q ; a^, b^y c^'^ ag, 63, Cg 
liegen in einer JEhene, wenn(Fig.262): 



Kz 



ft 



— ^y 



Fig. 262. 




^..-.-liov 



Fig. 268. 



(17) 



sm|i?g = 



«j 






ttg 6, 



= 0. 



10. Das Koordinatentetraeder der homogenen Koordinaten. 

Denken wir uns das rechtwinklige Koordinatensystem Oxpe durch 



Digitized by 



Google 



§ 47, 11 



23S 



Hinzunahme der unendlich fernen Ebene E^ zu einem ^yKoordinaten- 
tdraeder'^ ergänzt (in Fig. 263 sind die punktierten Teile unendlich 
fern zu denken), so haben die Seitenebenen des Tetraeders, die yz-^ 
0X-y ÄJy-Ebene und die unendlich ferne Ebene, die Gleichungen: 

(18) x^O, y = 0, z^Q, ^ = 

und daher (bis auf einen gemeinsamen Faktor) die Koordinaten: 

(19) w, v,w,s^ 1, 0, 0, 0; 0, 1, 0, 0; 0, 0, 1, 0; 0, 0, 0, 1. 
Dagegen haben die bezüglich gegenüberliegenden Ecken, die unendlich 
fernen Punkte der x-, y-, 2?- Achse und der Anfangspunkt 0, die 
Koordinaten: 

(20) x,y,z,t^l, 0,0,0-, 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1 
und die Gleichungen: 

(21) u^O, i; = 0, m; = 0, s = 0. 

Die homogenen gemeinen Koordinaten lehnen sich also in der Tat 
an die vier gleichberechtigt erscheinenden Ebenen des Tetraeders an 
(vgl. § 22, 9). 

11. Gleichungen des Ebenenbüschels nnd der Funktreihe in 
homogenen Koordinaten. Wenn man in der Gleichung § 42, (24)^ 
die nur von den Verhältnissen Ä^:B^:C^:D^ und ^ : jBj : Cg : -D2 ab- 
hängt, die Bezeichnung der letzteren in u^iv^iw^: s^ und u^iv^: ti\ : s^ 
abändert und die Gleichung gleichzeitig in x, y, z, t und x^, y^^ Zq, t^ 
homogen schreibt, so nimmt der Satz § 42, 10 und ebenso der duale 
§ 46, 4 die Form an: 

Sind: \ Sind: 

(22) (-^i"^i^+^i2/+«*^i^+Si^=0,l j?7i=a:iW+2/it;+^i^+^i5-0, 
\x^^u^x+v^y+w^z+s^t^O I \u^^x^U'\-y^v+z^w+t^s==0 



die Gleichungen der beiden Grund- 
ebenen r^y Ig eines EbenenbüschelSy 
so ist die Gleichung der laufenden 
Ebene 11 des Büschels: 



(23) ^-i^-^^ 



dabei ist x^, y^, e^, t^ 



.0; 

ein zur Be- 
stimmung der Einheitsebene F^ ge- 
gebener Punkt, sind X^, X^ die für 
ihn gebildeten Ausdrücke X^, X^, und 
bedeutet \l das Doppelverhältnis: 

(24) i, = {r,r,nr,). 



die Gleichungen der beiden Grund- 
punkte G^, G2 einer Punktreihe , so 
ist die Gleichung des laufenden 
Punktes P der Reihe: 



(230 









dabei ist w«» ^n> ^^o> ^a ß*we zur Be- 



^0? ""oy *^o; ^0 



Stimmung des Einheitspunktes G^ 
gegebene Ebene, sind U^, ü^ die 
für sie gebildeten Ausdrücke ü^yU^y 
und bedeutet fi das Doppelverhältnis: 
(24-) (i^iG,G,PG,). 
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Die Gleichung (23) enthält, dem Begriff der homogenen Koordi- 
naten entsprechend, nur die Verhältnisse u^ : v^ : w^ : s^, u^^v^x w^ : Sj, 
^0 • yo • ^0 •• ^0 ^nd :r : y : ;8f : ^. 

Kommt es nicht auf die genaue Feststellung der Bedeutung von 
ft an, so kann mau die Gleichungen (23) und (23') auch in der 
kürzeren Form schreiben: 
(25) X^-ilX^^O, (25') U^-^ü,^0. 

Hier ist dann (i im allgemeinen nur als das multiplizierte Teilungs- 
Verhältnis, nach dem 27 den Winkel von F^, Fg oder P die Strecke 
G^, G^ teilt, zu erklären; es bleibt aber naturgemäß um einen Faktor 
unbestimmt, da mit den Grundebenen F^, Fg nur die Verhältnisse 
u^iv^iw^: §1 und u^iv^iw^: s^ gegeben sind, während in (25) der 
Faktor fi sich ändert, wenn etwa u^j v^y w^, s^ mit einem gemein- 
samen Faktor multipliziert werden (vgl. § 22/ 10). 

13« Parameterdarstelliing im Ebenenbüsohel und auf der 
Funktreihe. Im Anschluß an (25) und (25') kann man die Sätze 
von §47, 11 auch aussprechen:®®) 

Sind «1, i?i, Wi, «1 und Wg, v^, 1 Sind x^, y^, z^, t^ und x^, y^, 
w^j «2 ^^ Koordinaten der beiden 
Grundebenen eines Ebenenbüschels, 
so sind die Koordinaten der laufen- 
den Ebene des Büschels mit einem 
Proportionalitätsfaktor q in der 
Form darstellbar: 



(26) 



p« = «1 - 


■f*%, 


pi> = Vj - 


•f*»2, 


QW= Mj — 


■ftWa, 


QS=Si- 


HS^. 



^2, t^ die Koordinaten der beiden 
Grundpunlcte einer PunJäreihe, so 
sind die Koordinaten des laufenden 
Punktes der Reihe mit einem Pro- 
portionalitätsfaktor Q in der Farm 
darstellbar: 



(26') 



^QX = X^ — f^^27 

Qy = yi -Mi, 

y Qt ^^ t^ — llt^. 



Es sind die auf homogene Koordinaten bezogenen Parameterdarstellungen 
des § 46, 6. 

13, Büschel paralleler Ebenen und unendlich ferne Funkt- 
reihe. Einen Spezialfall der Gleichung (25) bildet die Gleichung: 

(27) {u^x. -\- v^y + w^z + sj) — fis,2t = 0, 

die einen Büschel paralleler Ebenen darstellt (vgl. § 42, (8); § 47, 6), da 
die eine Grundebene unendlich fern ist (vgl. § 22, 12-, § 9, 3). 
Einen Spezialfall der Gleichung (25') bildet die Gleichung 

(28) {x^u + y^v + z^w) — ii{x^u + y^v + htv) = 
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die eine unendlich ferne Punktreihe darstellt, da beide Grundpunkte 
unendlich fem sind (vgl. § 47, (8)). 



§ 48. Die homogenen Koordinaten der geraden Linie im Ranme. 

1. Die vier Hauptg^elohnngen einer diiroh zwei Ebenen oder 
zwei Punkte gegebenen Geraden. 

Zwei Ebenen mit den Koordi- Zwei Punkte mit den Koordi- 
naten UifV^fW^fSi und K^yV2jW^yS2 laeAen ^i,yiyZ^,ti und ^2?y2;^2> h 



haben die Gleichungen: 

Diese stellen zugleich in laufenden 



(1) 



haben die Gleichungen: 

U^^x^u+y^v+0^w-^t^s=^Oy 

Diese stellen zugleich in laufenden 



(1') 



PunJcfkoordinaten die Gerade dar, ' Ebenenkoordinaten die Gerade dar, 
die der Durchschnitt der beiden i die die beiden Punkte verbindet. 



Ebenen ist. Da aber durch die 
Gerade nicht nur die beiden Ebenen 
(1), sondern die oo^ Ebenen des 
Büschels (vgl. § 47, (25)): 
(2) X,-i^X3==0 



Da aber auf der Geraden nicht 
nur die beiden Punkte (1'), son- 
dern die cx)^ Punkte der Punkt- 
reihe: 
(2-) U,-iiü, = 



hindurchgehen, so sind die zur! liegen, so sind die zur Darstellung 
Darstellung gewählten Ebenen (1) I gewählten Punkte (1') für die 
für die Gerade nicht charakte- Gerade nicht charakteristisch; sie 
ristisch; sie könnte ebensogut als | könnte ebensogut als Verbindungs- 
Durchschnitt irgend zweier anderer i linie irgend zweier anderer Punkte 
Ebenen des Büschels (2) dargestellt | der Punktreihe (2') dargestellt 



werden. Als ausgezeichnete Ebenen 
des Büschels bieten sich nun die- 
jenigen dar, welche durch die vier 
Eckpunkte (vgl. §47,10): 
^,y,^,<=l, 0,0,0; 0,1,0,0; 

0,0,1,0; 0,0,0,1 
des Koordinatentetraeders gehen 
und nach §42, (21) den Werten: 






des Pai-araeters entsprechen. Ihre 
Gleichungen sind, wenn zur Ab- 
kürzung gesetzt wird: 



werden. Als ausgezeichnete Punkte 
der Reihe bieten sich nun die- 
jenigen das, welche in den vier 
Ebenen: 
UyVyWjS =^ 1,0, OyO'^ 0,1,0,0; 

0,0,1,0; 0,0,0,1 
des Koordinatentetraeders liegen 
und nach § 46, (8) den Werten: 



^=^ 



_^. Vi, 



ti 



^s' 2/2' ^2' h 



des Parameters entsprechen. Ihre 
Gleichungen sind, wenn zur Ab- 
kürzung gesetzt wird: 
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S 48, 2. 



(3) 



«28 = 


»1 Wl 

«8 Wa 




? 


2u= 


«1 «1 


'»1 »I 


y 


«24 = 




,^2 ^2 


j 



die folgenden: 

«28^ — «12^+^24^ ==0, 

«81^-«282/+«84^ = (>, 
«14^ + «24^ +«34^=0. 

Die drei ersten Ebenen (4) ^im? 
zugleich diejenigen Ebenen, tv eiche 



(4) 



(30 





Vi. 


^1 


J'»»= 








Vi 


^2 




^1 


«/l 


Pli= 








«» 


^2 




^1 


^1 


Pn= 








% 


h 



P>1' 



Pli' 



Pu- 



«1 


^1 


^2 


a;^ 


X^ 


<i 


X, 


<2 



i^l ^1 



die folgenden: 

P2S^—Pl2'^ + P2A^'^^J 
Psi'^-Pii^ +i>84^==0, 
PU^+P2^^ +i>84««'=0. 

Die vier Gleichungen (4') sind die 
Gleichungen der Schnittpunkte der 



(4') 



die Gerade ortliogonal auf die Geraden mit den Koordinaten- 
Koordinatenebenen yz, zx und xy \ ebenen yz, zx und xy, sowie mit 
projizieren; die letzte ist die Ver- \ der unendlich fernen Ebene (vgl. 
bindungsebene der Geraden mit dem j § 47, (8)). 
Anfangspunkt 0, 

Obwohl im. allgemeinen nur. zwei von den vier Ebenen (4) oder 
vier Punkten (4') zur Bestimmung der Geraden (1) oder (1') er- 
forderlich sind (vgl. § 43, 5), wollen wir sie doch als gleichberechtigt 
alle beibehalten und sie die vier Hauptgleichungen der Geraden^ in 
laufenden Funkt-, bezüglich Ebenenkoordinaten nennen. 

2. Unabhängigkeit der Eoefftzienten der Hauptgleiohungen 
von der Wahl zweier Ebenen des Ebenenbüsohels. Die Verhältnisse 
der sechs Größen (3) sind nun, obwohl sie mit den Koordinaten der 
beiden Ebenen (1) gebildet sind, nicht diesen eigentümlich, sondern 
der Geraden, in der diese sich schneiden. Denn bilden wir die ent- 
sprechenden Ausdrücke für zwei andere Ebenen des Büschels (2); 
etwa für: 



so werden sie (Anm. 1, IV, 4; 5): 

^1— i"2^2 «^1 — 1^2^2 1 



Xi- ^2^2 = 0, 






f^l^2 
■f^2)^2 



U\ 



= (f*l-/^2) 



W<, 



= (^l-.**2) 



i^2)^^2 

W. i 



V^ Wc, 



USW., 
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unterscheiden sich also von den ursprünglichen Ausdrücken (3) nur 
um einen gemeinsamen Faktor f^i — /tg.^***) 

Die Verhältnisse der sechs Koeffi- Die Verhältnisse der sechs Koeffi- 
zienten (3') der vier Hauptgleichungen 



zienten (3) der vier Hauptgleichungen 
(4) bleiben daher heim Übergang von 
den Ebctien (1) zu zwei anderen 
Ebenen des Büschels (2) ungeändert. 
Irgend zwei durch eine gegebene 
Gerade gelegte .getrennte Ebenen be- 
stimmen eindeutig die Verhältnisse 
der sechs Koeffizienten der Haupt- 
gleichungen, 



(4') bleiben daher beim Übergang von 
den Punkten (!') zu zwei anderen 
Punkten der Reihe (2') ungeändert. 
Irgend zwei auf einer gegebenen 
Geraden gewählte getrennte Punkte 
bestimmen eindeutig die Verhältnisse 
der seclis Koeffizienten der Ha/upt- 
gleichungen. 



3, Ablülngigkeit der seohs Koeffizienten der Hanptgleiohiingen 
voneinander. Die Entwicklung der identisch verschwindenden Deter- 
minante (Anm. 1, IV, 3; 1, lU, (19)): 



Uo 



w. 



v^ w. 



^0 



U, V, 



w^ 



nach den Unterdeterminanten der beiden ersten und beiden letzten 
Zeilen, gibt mit Rücksicht auf (3): 

2(ft8^u + ^81^4 + «12^34) = 0- 
Zwischen den sechs Koeffizienten 1 Zwiscfien den sechs Koeffizienten 
der vier Hauptgleichungen (4) einer der vier Hauptgleichungen (4') einer 



gegebenen Geraden besteht stets die 
Beziehung: 

(5) «28^14 + ^81^24 + ^12^34 = 0. 



gegebenen Geraden besteht stets die 
Beziehung : 

(50 P2iPu + PZ1P24, + PliPz4. - 0. 



4« Bestimmung der Geraden durch die sechs Koeffizienten. 

Sind umgekehrt sechs Größen q^^, q^^, q^^^ q^^, q^^, q^^, die der 
Gleichung (5) entsprechen, ihren Verhältnissen nach beliebig ge- 
geben, so bestehen zwischen den vier Ausdrücken: 

Qi = QnV - <lzi^ + ^l4^ 

Ö2=&3^-«12^ + «24^ 
^8 = ^81^- «28^ + ^4 ^ 
Ö4 = — ^14^ - (?24y — ^84^ 

identisch in x, y, z, t die Gleichungen: 
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(6) 



Hieraus folgt nach § 51, 3, daß von den vier Ebenen: 
(7) Qt-0, ft = 0, «?3 = 0. ö,= 

irgend zwei durch die Schnittlinie der zwei übrigen gehen (ohne daß 
die vier Ebenen alle in eine zusammenfallen). Die vier Gleichungen (7) 
stellen daher stets eine bestimmte gerade Linie dar und sind, wie 
ihre Form zeigt, deren Hauptgleichungen (4). 

Irgend sechs ihren Verhältnissen Irgend sechs ihren Verhältnissen 
nach gegebene und die Bedingung nach gegebene und die Bedingung 
(5) erfüllende Koeffizienten q^^ he- (o') erfüllende Koeffizienten pj^^ be- 



stimmen eine Gerade, deren vier 
Hauptgleichungen die Gleichungen 
(4) sind. 



stimmen eine Gerade, deren vier 
Hauptgleichungen die Gleichungen 
(4') sind. 



5. Die homogenen Koordinaten der geraden Linie. Da eine 
gegebene Gerade nach § 48, 2 die Verhältnisse der sechs Koeffizienten 
ihrer Hauptgleichungen eindeutig bestimmt, und umgekehrt die mit 
Rücksicht auf (5) gegebenen Verhältnisse dieser Koeffizienten nach 
§ 48, 4 die Gerade eindeutig bestimmen, so betrachten wir diese 
Koeffizienten als homogene (Achsen- oder Strahlen-) Koordinaten der 
Geraden (vgl. § 47, 1). Wir sagen also (vgl. § 47, 3) mit kl = 23, 
31, 12, 14, 24, 34:^0») 

Die sechs homogenen Achsen- ] Die sechs homogenen Stralden- 



Jcoordinaten q^^^ einer Geraden sind 
die Koeffizienten ihrer HoMptglei- 
chungen (4) in Punktkoordinaten. 
Sie drücken sich durch die 
Koordinaten u^, v^, w^, s^ und 

die 
der 



u^, v^ 



W9 



u^, üi, w^, 5i 
ß9 zweier durch 



^2, c/g, w^y ^02 

Gerade gehenden Ebenen in 

Weise (3) aus. 

Sie erfüllen stets die 
di'ngung (5). 



Be- 



koordinaten pj^^ einer Geraden sind 
die Koeffizienten ihrer Hauptglei- 
chungen (4') in Ebenenkoordinaten. 
Sie drüeken sich durch die 
Koordinaten x^, y^, z^, i^ und 



1? 



^27 y^) hf ^2 zweier auf der 
Geraden liegenden Punkte in der 
Weise (3^ aus (vgl. § 22, (15)). 

Sie erfüllen stets die Be- 
dingung (5'). 



Die Indizes kl geben die Kolonnennummern in der Matrix: 



w. 



U^ V9 W9 So 
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an, deren Unterdeterminanten die g^, in (3) sind. Daher ist (Anm. 1^ 
IV, 2) allgemein: 

(8) Qik = -Qki7 Pik-'-Pkr 

6. Die Schnittpunkte der Geraden mit den Koordinaten- 
ebenen. Die Koeffizienten der Gleichungen (4') der Schnittpunkte 
der Geraden pj^^ mit den Koordinatenebenen geben nach § 47, (3') 
zugleich die Koordinaten dieser Punkte, also: 

Die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden (!') mit den Ebenen 
des Koordinatentetraeders sind: 



(90 



X, 



X. 



Vi 



h ' h 







Pi% '—Pzi 



^2'^2=-Pl2' 



^S • ^8 • ^8 : ^8 = Psi '-^P2ti' 



P2Z 




Pl4.r 

Pu^ 

PsAf 
0. 



x^:y^:z^:t^:=^ />u - A4 - Pza 

Aber auch aus den Gleichungen (4) kann man für die Gerade (1) 
die Schnittpunkte mit den Ebenen des Koordinatentetraeders erhalten. 
Indem man nämlich in der zweiten und dritten Gleichung (4) x = 
setzt und nach js : t und y : t auflöst, indem man alsdann analog mit 
der dritten und ersten, sowie mit der ersten und zweiten Gleichung (4) 
verfährt, indem man endlich in den drei ersten Gleichungen (4) ^ = 
setzt und nach x:y : z auflöst, ergibt sich: 

Die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden (1) mit den Ebenen 
des Koordinatentetraeders sind: 



(9) 



Xa 



Vi 

y^ 



z^:t^ 



^2 • ^2 == 



QZI -—«24 

: Qu 
-^14 : 

^31 ' ^12 



«81 ; 

0. 





-«84 • 
^8 -2/3 •^8-^3= «24 

^x^:y^:z^:t^= «23 

Infolge von (5) genügt jeder dieser Punkte allen vier Gleichungen (4). 

7« Abhängigkeit der Achsen- und Strahlenkoordinaten der- 
selben Geraden. Die Geraden (1) und (!') fallen zusammen, wenn 
zwei Punkte der einen mit zwei Punkten der andern zusammen- 
fallen. 

Die beiden ersten Punkte (9) fallen aber mit den beiden ersten 
(9') zusammen, wenn mit zwei Faktoren q und ö: 

QPi2=Quy (»i>8i=«24; (»A4 =«23; 

^JPl2 = «84 ; ^P28 = «14 7 ^P24. =^ «31 ' 

Hier muß aber wegen der beiden Gleichungen zwischen p^,^ und q^^ 
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notwendig 9 = ^ sein. Dann aber folgt nach (5) und (5') auch: 
y[i2 — \j ~ — — Q ^ - == QPu 

^8 4 Pli 

und somit: ^"*) 

Zwischen StraMen- und Achsenkoordinaten derselben Geraden be- 
steht die Beziehung: 

8. Doppelte Form der vier Hanptgleiohungen einer Geraden. 

Mit Rücksicht auf (4), (40, (10) folgt: 

Hat eine Gerade die Strahlenkoordinaten pj^^ und die Achsenkoordi- 
naten qj^^, so sind ihre Gleichu/ngen in laufenden Punkthoordinaten: 



(11) 



Q^y - 381« + Qu* = 0, 



oder (12) 



Pu«-PnX + Pti*'=^, 

Pu^-Puy + Pi3t = (i, 



und ihre Gleichungen in laufenden Ebenenkoordinaten: 



(11') 



oder (120 



/^84^ -«24«^ + «28^ ==0, 

q^^u - q,^v + q^^s = 0, 



Pl2^ —Psi^+PuS =0, 
^23^' — Äa^ + i>24« = 0, 
^81^ -^28^ +^84« ^0, 
Pll^ +/)24^ +1>34«^ = 0. 

Die Gleichungen (11) und (12) sind zugleich die Bedingungen der ver- 
einigten Lage von Punkt und Gerader, die Gleichungen (11') und (12') 
die Bedingungen der vereinigten Lage von Ebene und Gerader (vgl. 
§ 47, (5)). 

Die Gleichungen (12) und (12') sind mit Rücksicht auf (3) und (3') 
beziehungsweise die Entwicklungen (Anm. 1, III, (25); 11, (6)) der Glei- 
chungen (vgl. § 43, (9)): 



(13) 



y^ 



= 0. 



(13') 



V 



w 

w. 



Mo Vc, Wc. So 



0. 



9, Beziehung zu den übrigen Darstellungen in § 43. Die 

zweite und dritte Gleichung (12) geben nach y und aufgelöst (und 
mit ^ = 1) die Gleichungen der Geraden in der Form § 43, (13). 

um daher eine durch ihre Koordinaten p,^i gegebene Gerade in 
der Form: 
(14) y==^io + bx, z^Cq-\- ex 

darzustellen, hat man für die Koeffizienten in (14) zu setzen: 
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P14 



Cn= — 



Pt4^ 



c== 



Pl4 



Ist umgekehrt die Gerade durch die Gleichungen (14) gegebejn, so 
hat man mit Rücksicht auf (15) und (5'): 

(16) i)28 'P91 2i>i2 'Pu'Pu'PsA -=- icQ — cb^i — Cq :\ : 1 : b : c. 

Verbindet man diese Proportion mit §43,(16), so ergibt sich 
weiter: 

Ist eine Gerade durch ihre Gleichungen von der Form: 

(17) x — XQ:y-yQ.:jg-^Q=^a:ß:y 
(vgl. §43,(3)) gegeben, so ist für ihre Koordinaten: 

Dies folgt aber auch direkt aus (3'), indem man die Gerade als Ver- 
bindungslinie der Punkte a, ß, y, (vgl. § 47, (14)) und x^, y^, ^^^ 1 
ansieht. 

10« Die Biohtungskosinus einer duroh ihre Koordinaten ge- 
gebenen Geraden. Insbesondere geht hieraus umgekehrt hervor: 

Für die Richtungskosinus a, /S, y einer durch ihre Koordinaten p^i 
oder qj^j gegebenen Geraden ist: 

(19) *^'ß'r-Pi^'P2i'Ps4.-iii'Qn'2i2' 

II« Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene, Verbindungs- 
ebene mit einem Funkte. 

Soll ein Punkt a;, y, jg, t auf 
der Ebene t*, v, w^ s und der Ge- 
raden (1) liegen, so muß er die 
drei Gleichungen erfüllen: 

ux + vy + W0 -{- st ^ 0, 
Uj^x + v^y + w^z + s^t = 0, 
^2^ + v^y + w^z + s^t = 0. 

Durch Auflösen dieser Gleichungen 
nach X, y, z, t folgt aber mit einem 
Proportionälitätsfaktor q (Anm. 2, 
m, (14)): 

Der Schnittpunkt der Ebene u, 
V, w, s und der Geraden ^jj., hat 
die Koordinaten: 

Staude, analyt. Geometrie. 



Soll eine Ebene u, v, w, s durch 
den Punkt x, y, z^ t und die Ge- 
rade (1'} gehen, so muß sie die drei 
Gleichungen erfüllen: 

XU + yv + zw + ts =0, 
x^u + y^v + z^w + t^s = 0, 

Durch Auflösen dieser Gleichungen 
nach Uy v, w, s folgt aber mit einem 
Proportionalitätsfaktor q: 

Die Verbindungsebene des Punktes 
Xy y, z, t und der Geraden pj^^ hat 
die Koordinaten: 

16 
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(20) 



Q9 = qu^— 3»4M + «jiS, 
Qg^qu^-qtiV + qijS, 

Qt 3»s«— ?«»— ««w- 

Die Lösung der Aufgabe wird un- 
bestimmt, wenn mit (12') Ebene 
und Gerade vereinigt liegen. 



(20') 



QV == Pu^ - Psi^ + Psi*, 
QW'^ Pu^ - PuP + Put, 
QS PizX-Pi^y- pu^- 

Die Lösung der Aufgabe wird un- 
bestimmt, wenn mit (12) Punkt 
und Gerade vereinigt liegen. 



X, 


Vi 


^1 


h 


X, 


Vi 


^» 


k 


< 


y/ 


^i' 


h' 


X,' 


%' 


V 


t,' 



12. Bedingung der yereinigten Lage zweier Geraden. Eine 
Gerade sei durch zwei Punkte F^^x^, y^y z^, t^ und P^^x^, y^y 
^27 h g^göb®^? so daß ihre Koordinaten p^, die Werte (3') haben; 
eine zweite Gerade sei durch zwei Punkte Pj' f= rr/, y^', z^\ t^ und 
F^ = X2y y^f ^i) ^2 gegeben; ihre . Koordinaten jp;^/ haben die mit 
den akzentuierten Punktkoordinaten gebildeten Werte (3'). Beide Ge- 
raden liegen vereinigt, d. h. sie schneiden sich, immer dann und nur 
danp, wenn die vier Punkte P^, Pg, P/, Pg' in einer Ebene liegen^ 
also nach § 47, (15): 



= 0. 



Entwickelt man die Determinante nach den Unterdeterminanten der 
beiden ersten und beiden letzten Zeilen (Anm. 1,111,(19)), so ergibt 
sich mit Rücksicht auf (3'): 

Die Bedingung der vereinigten Lage zweier Geraden mit den 
StrahlenJcoordinaten p^^ und pj^j lautet: 

(21) PizPu + PnPii + PuPzA + PiiPiz + PuPii + PuPi% = 0. 

In den Aohsenkoordinaten der beiden Geraden würde die Bedingung 

lauten: 

(21') ^23214 + ^81^24 + QliQu + «14^23 + ^24^31 + ^84^12 = ^' 

13« Das Moment zweier durch ihre Strahlenkoordinaten ge- 
gebenen Geraden. Geht man mit ^^ ^ 1 , ^2 '^. ^ ^^ nicht homogenen 
Punktkoordinaten über, so werden die Koordinaten der Verbindungs- 
linie der Punkte P^ = a^i, y^, z^ und P^ ^ x^, y^y z^ nach (3'): 

W = ^1 - ^27 P24 = yi - ^2; i>34 -^i- h' 

Nimmt man dann diese p^^j nicht bloß ihren Verhältnissen nach, son- 
dem nach ihren Werten (22), so sind nach (19): 
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ypA+Pii+pd ypii+P2i+Pzi ypii+p,i+pd 

die Richtungskosinus der von P^ nach Pj gerichteten Geraden (vgl. 
§34,(7)). Zugleich ist: 

(24) r,, = P,P, = Vp,l +~p^ +I3I 
die absolute Entfernung der Punkte Pj und P^ . 

Das Moment zweier geriehteten Geraden P^P^ ^^^ ^1^2 '^^^ ^'^^ 
Koordinaten pj^^ und pj^l wird in dieser Auffassung nach § 44, (26) 
mit Entwicklung der Determinante wie §48, 12: 

(25) M = -^äS^-i" y8lW4+^i2JP34 + 1^14^23 +JP24P31 +1^84^12. 

i^^T+i^2i+i>3! >^"+^;i +I3I 

Es hängt seinem absoluten Werte nach nur von den Verhältnissen 
der sechs Linienkoordinaten jeder der beiden Geraden ab, 

14. Strahlenkoordinateii der Kanten des Koordinatentetraeders, 
Im Anschluß an § 47, 10 kann man nach (3') die Strahlenkoordinaten 
der Verbindungslinie je zweier der Punkte § 47, (20) bilden. Man 
erhält damit als Strahlenkoordinaten der x-, y- und js? -Achse be- 
züglich: 

i>23, P,u Pn> Pia, i^24, Pzi - 0, 0, 0, 1, 0, 0; 0, 0, 0, 0, 1, 0; 0, 0, 0, 0, 0, l 

und fiir die Strahlenkoordinaten der unendlich fernen Geraden der 
y^-, zx- und icy-Ebene ebenso: 

P23,i>81,i>12;Ä4,i>24;i>34=l,0;0,0,0,0; 0,1,0,0,0,0; 0,0,1,0,0,0. 

§ 49. Homogene Koordinaten in Gebilden zweiter und erster Stufe. 

1. Übergang vom Baume auf Gebilde niederer Stufe. Indem 
wir den Punkten, Strahlen und Ebenen des Raumes besondere Lagen 
gegen das Koordinatensystem (vgl. § 47, Fig. 263) geben, erhalten 
wir teils früher eingeführte Koordinaten in Gebilden niederer Stufe 
als Sonderfälle der homogenen Raumkoordinaten wieder, teils aber 
auch neue homogene Koordinaten, die wir im folgenden zusammen- 
stellen. 

2« Punktkoordinaten im endlichen oder unendlich fernen 
Ptmktfeld. Wie in §31,4 ergibt sich auch für homogene Koordi- 
naten nach §47, 1, daß für einen in der xy-Ehene liegenden Punkt 
Xj y, Zy t, für den z -^0 ist, x, y, t homogene Punktkoordinaten in 
bezug auf das ebene System Oxy sind (vgl. § 22, 1). 

16* 
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Für einen unendlich fernen Punkt x, y, z^ t, für den < = ist, ver^ 
halten sich nach § 47, 1 x, y, z wie die Richtungskosinus der durch 
den Punkt gehenden Geraden. Sie sind nur von der Richtung der 
Achsen des Systems Oxyz (vgl. § 32, 1), nicht von der Lage von 
abhängig. Danach sprechen wir die Definition aus (vgl. §23, 1): 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten x, y, s eines Punktes der 
unendlich fernen Ebene in hezug auf ein ^^Koordinatendreiedif\ dessen 
Ecken von einem rechtwinkligen Achsensystem Oxyz ausgeschnitten 
werden, verstehen wir drei Zahlen^ die sich verhalten wie die Richtungs- 
kosinus der durch den Punkt geilenden Geraden in bezug auf derselbe 
System Oxyz. 

3. Linienkoordinaten im endlichen Linienfeld. Soll eine Ge- 
rade pj^^ mit der rcy-Ebene u, v,w, s ^ 0,0^1,0 vereinigt liegen, so 
muß nach § 48, (11'): 

(1) i>3i = 0, 1)28 = 0, i)84 = 

sein, worauf nach § 48, (12); (8) die Gleichungen der Geraden werden: 

(2) ^ = 0, Ä4«+P4l2/+i>12^ = 0. 

Hieraus folgt nach § 22, 3: 

Für eine in der xy- Ebene liegende Gerade verschwinden die 
Strahlenkoordinaten p^, p^^^ p^^, während p^^, p^^^ p^^ die homogenen 
Linienkoordinaten u, v, s in bezug auf das ebene System Oxy werden: 

Die Bedingung § 48, (5') kommt mit (1) in Wegfall. 

4. Linienkoordinaten in der unendlich fernen Ebene. Soll die 
Gerade p^^^ mit der Ebene u, v,w,s^ 0, 0, 0, 1 vereinigt liegen, muß 
nach §48,(110^ 

(3) Ä4 = 0, ft4 = 0, 2>34 = 

sein, worauf nach § 48, (12) die Gleichungen der Geraden werden: 

(4) ^=0, P28^+i?3iy+i>l2^ = 0. 

Für eine unendlich ferne Gerade verschwinden die Strahlenkoordinaten 
Pu> Pii> Pu9 während p^^, p^^, p^^ die Stellungskosinus (vgl. § 42, 3) 
der durch die Gerade gehenden Ebenen werden. Wir definieren da- 
her wie in § 49, 2: 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten w, t;, w einer Geraden der 
unendlich fernen Ebene in bezug oMf ein ,yKoordinatendreieck'% dessen 
Ecken von einem rechtunnkligen Achsensystem Oxyz ausgeschnitten wer- 
den, verstehen wir drei Zahlen y die sich verhalten wie die SteUungs- 
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jkosinus der durch die Gerade gehenden Ebenen m iemg auf dasselbe 
System Oxyz. 

Es wird dann pgg \ p.^^: p^^ ^ u : v : w. 

5. Ebenenkoordinaten im Eben^ibündel. Füiv eine durch den 
Punkt gehende Ebene: 
(5) ux + vy + WZ = 0, 

für die s = ist (vgl. § 47, 3), verhalten sich nach § 41, (5) u, v, w 

wie die Stellungskosinus a, &, e der Ebene, die Richtungskosinus ihres 

Perpendikels (Fig. 264). 

Mle durch einen Punkt gehenden Ebenen bilden ein EbenenbündeL 
Da nun ein beliebiger Punkt des Raumes ist, soll überhaupt 

die Definition gelten: 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten u, v, w einer Ebene im 

Bündel in bezug auf ein von drei rechtwinkligen Ebenen des Bündels 





Fig. 266. 



gebildetes ,^oordinatendreiflach^^ Oxyz verstehen wir drei Zahlen, die 
sich verhalten wie die, Stdlungskosinus a, b, c der Ebene in bezug auf 
das Achsensystem Oxyz. 

6. Strahlenkoordinaten im Strahlbündel. Soll die Gerade pj^^ 
mit dem Punkte x, y,z^t= 0, 0, 0, 1 vereinigt liegen, so muß nach 
§48,(12): 

(6) i>23 = 0, P3i=0, i)i2 = 

sein, während nach § 48, 10 p^^, p^^y p^^ sich (Fig. 265) wie die 
Richtungskosinus der Geraden verhalten. 

AUe durch einen Punkt gehoiden Geraden bilden ein Sirahlbündel. 
Wie in § 49, 5, soll daher überhaupt die Definition gelten: 
Unter homogenen gemeinen Koordinaten x, y, z eines Strahles im 
Bündel in bezug auf ein von drei rechtwinkligen Strahlen des Bündels 
gebildetes „Koordinatendreikanf' Oxyz verstehen tvir drei Zahlen, die 
sich verhalten wie die Richtungskosinus a, j3, y des Strahles im Achsen- 
System' Oxyz. 
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Es wird dann p^^ : jpji • Ps4, = x :y : ^. 

Sie verhalten sich nach § 33, (14) auch wie die gemeinen Ko- 
ordinaten eines jeden Punktes des Strahles im System Oxyz und sind 
deshalb mit x, y^ z bezeichnet. 

7. Dualität und Bedingung der vereinigten Lage im Bündel. 
Jeder Punkt im Räume ist der Mittelpunkt (das Zentrum, der Träger) 
sowohl eines Ebenenbündels als eines Strahlbündels, die man beide zu- 
sammen schlechthin als Bündel bezeichnet. ^®^) 

Das Bündel bildet alsdann im Baume das duale Seitenstück zur 
Ebene, welche als Trägerin von oo^ Punkten und oo* Geraden gleich- 
zeitig als Punktfeld und als StraJdfeld betrachtet werden kann. 

Der Dualität zwischen Punkt und Strahl in der Ebene entspricht 
hier wiederum die Dualität zwischen Ebene und Strahl im Bündel. 

Aus den Definitionen von § 49, 5 und 6 
folgt mit Rücksicht auf § 35, (4) sofort: 

Bezieht man die Koordinaten u, v, w 
der Ebene und die Koordinaten x, y, z des 
Strahles im Bündel auf dasselbe Achsensystem 
OxyZf so ist die Bedingung der vereinigten 
Lage beider (Fig. 266): 

(7) ux + vy + WZ = 0. 




Fig. 266. 



8. Gleichungen der Ebene und des Strahles im Bündel. Die 

Gleichung (7) ist daher bei festem w, v, w die Gleichung der Ebene 
w, V, w in laufenden Strahlenkoordinaten x, y, z und bei festem x, y, z 
die Gleichung des Strahles in laufenden Ebenenhoordinaten u, v, w. 
Insbesondere: 



geht die Ebene: 

Äx + By = 
durch die ;2r-Achse. 



liegt der Strahl: 
Äti + Bv = 
in der xy-lSbene. 







Es ergibt sich femer ebenso wie in § 22, 7 : 



Die Gleichung der Verbindungs- 
ebene zweier Strahlen x^, y^, z^ und 
x^f y^y z^ ist in laufenden Koordi- 
naten X, y, z: 

X y z ' 



(8) 



X, 

x^ 



Vi ^1 



= 0. 



Die Gleichung des Schnittstrahles 
zweier Ebenen u^, v^, w^ und Wg, 
t?2, w^ ist in laufenden Koordinaten 
u, V, w: 

u V w 



(8') 



t?l W^ 
V. w. 



= 0. 



9. Normalform der Gleiohung der Ebene und des Strahles im 
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Bündel. Fassen wir w, i?> w und x, y, nicht bloß ihren Verhält* 
Bissen nach auf^ wie in § 49, 5; 6, sondern direkt als Richtungskosinus^ 
80 bestimmen w, v, w die gerichtete Ebene, diejenige, deren positive 
Normale (vgl. § 33, 4) die Richtungskosinus u^ v, w' hat, und x, y, s 
den gerichteten Strahl (vgl. § 33, 2). Wir nennen in diesem Falle: 

ux + vy -{- WZ =^0 ixu + yv -{- zw ^0 

(u^j^v^^w^^l) j^ ^ l(x« + i/2 + ^2=.l) 



(9) 



die Normalform der Gleichung der Ebene und des Strahles im Bündel 
(vgl. §41,6). 

Beschreibt man um eine Eugel vom Radius 1, so werden «*, 
v, w die Koordinaten eines gerichteten größten Kreises und x, y, z die 
Koordinaten eines Punktes auf der Kugel, 

Zwei Punkte x, y, z und — a;, — y, — z liegen diametral, zwei 
größte Kreise «*, r, w und —u, — v, —w fallen zusammen und sind 
nur dem Drehungssinne nacji verschieden (Fig. 267). 

Ist u = X, t? = y, w ^ Zy so ist Xy y, z der auf der positiven 
Seite des als Äquator gedachten Kreises Uy v, w liegende Pol der 
Kugel (Fig. 267). 

10. Koordinaten ini Ebenenbündel mit unendlich fernem Mittel- 
punkt. Für eine der ;sr-Achse parallele Ebene (vgl. § 40, (15)) ist 



-^^^'^i 




ÜC-i/'Z 



Fig. 267. 




Flg. 268. 



«; = und sind u, v, s zugleich die Linienkoordinaten der Spurlinie 
der Ebene in der rry-Ebene in bezug auf das ebene System Oxy 
(vgl. §22, 1; Fig. 268). Auf eine Parallelverschiebung der a;y-Ebene 
kommt es dabei nicht an. 

Wir verstehen daher unter den homogenen gemeinen Koordinaten 
u, V, s (nicht homogen: u, v) im Ebenenbündel mit unendlich fernem 
Zentrum in bezug auf ein rechtwinkliges Ächsensystem Oxyz, dessen 
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yz- und zx^Ebbne dem Bündel angehören, die lAniefikoordinaten u, v, $ 
der Sehnittlinie mit der xy-Ebene in hemig auf das ebene System Oxy. 
11. Koordinaten im Farallelstrahlenbündel^ Soll die Gerade 2> 
mit dem unendlich fernen Punkte der ;sr- Achse a;, y, ig?, ^ = 0, 0, 1, 
(§47, 10) vereinigt liegen, muß nach §48,(12): 

(10) P24--0, i)u = 0, i>,, = 

sein, worauf nach § 48, (11') die Gleichungen der Geraden werden 
(vgl. § 48, (8); (10)): 

(11) m; = 0, PnU--p^^v+p^^s^O oder q^^u + q^^v + q^^s ^ 0, 

Für. eiijte der ;?- Achse parallele Gerade verschwinden die Achsenkoordi- 
naten g^g, ^31, ^34, während q^^y q^y q^^ die Koordinaten ihres Spur- 
punktes in der ^y-Ebene werden: q^^\ q^^\ q^ = x:y :t (§ 22, (3')). 

Wir verstehen daher unter homogenen Koordinaten Xy y, t (nicJU 
homogen: x, y) im Pa/rallelstrahlenbündel in hesug auf ein rechtwinkliges 



uz 



kz 



Oi 



^y^t 



'C 



^x,y,t 




tL:V^a:h 



Fig. 269. 



Fig. 270. 



Achsensystem Oxye, dessen z-Achse dem Bündel angehört, die Koordi- 
naten des Schnittpunktes mit der xy-Ebene in bezug auf das ebene 
System Oxy (Fig. 269). 

12. Koordinaten auf der Punktreihe. Für einen Punkt der 
:r-Achse werden y = 0, z ^0 und x, t homogene Koordinaten der 
Punktreihe (vgl. § 7, 1). 

Für einen Punkt auf der unendlich fernen Geraden der xy-Ebene 
werden z ^0, t^O und x, y homogene gemeine Koordinaten in be- 
zug auf das vom Achsensystem Oxy bestimmte Zweieck (vgl, § 23, 1). 

13. Koordinaten im Ebenenbüsohel. Für eine Ebene durch die 
;8f- Achse wird w = 0, 5 = und verhalten sich, wie in § 49, 5, u, v 
wie die Richtungskosinus a, 6 des Perpendikels der Ebene in bezug 
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auf das ebene System Oxy, Auf eine ParallelTerschiebung in der 
Richtung der ;e:-Achse kommt es dabei nicht an (Fig. 270): 

Wir verstehen daher unter homogenen Koordinaten u, v der Ebene 
im Ebenenbüschel in bezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem Oxyz^ 
dessen yz- und ssx-Ebene dem. Büschel angehört, zwei Zahlen, die sich 
verhalten wie die Bichtungskosimis a, b des Perpendikels der Ebene im 
ebenen System Oxy (vgl. § 23, 2). 

Bei Angabe eines Drehungssinneiä in der rry-Ebene (Fig. 270) istr 

(12) tg9, = --|- 

die gemeine Koordinate der Ebene im Büschel^^), wie in § 2, 11 und 
§7,(3). 

Bei einer der yjgr- Ebene parallelen Ebene u, 0, 0, s betrachten wir 
die Koordinaten x, t = — s :u ihres Schnittpunktes mit der ä?- Achse 
(?gl. §49, 12) zugleich als ihre Koordinaten (vgl. §23, 2). 

14. Koordinaten im Strahlbüsohel. Soll die Gerade Pj^j sowohl 
in der xy-^hene liegen, als durch den Punkt gehen, muß sie nach 
(1) und (6) den Bedingungen: 

(13) i>23 = 0, P81-0, i>i2 = 0, ^84 = 

genügen. Zugleich folgt, je nachdem inan p^^, p^^ in der Bedeutung^ 
§ 49, 6 oder § 49, 3 nimmt, also: 

(14) Pi4.'P%4.^^''y oder p^^:-p^^ = w : v: 

Für eine in der xy- Ebene liegende und durch gehende Gerade 
verschwinden die Koordinaten p^^, p^^, Pj.2, 2)34, während p^^, p^^ in die 
erste und p^^, — p^^ in die zweite Art 
Strahlenkoordinaten § 7, 2 übergehen, 

15. Gleichung und Parameterdar- 
stellung des Strahlbüsohels im Bündel. 
Sind nun a^, \^ q und a^, b^^ c^ die 
Richtungskosinus zweier gerichteten Strah- 
len g^ und g^ im Bündel, so ist für die 
Koordinaten x, y, z desjenigen Strahles p 
im Bündel (Fig. 271), der den Winkel 
jener im Sinus Verhältnis: 

(15) 'JM^P^x 
teilt, nach § 35, (8): 

X : y : z =^ a^ — Actg : Jj — AJg • c^ — ACg 




Fig. 271. 
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und daher nach (7) die Gleichung des Strahles pi 

{a^ — Xa^u + (6i — Xh^v + (q — Xc^w = 0. 
/Smd afeo; 

(16) N^ = «jM + \v + Cjf^; = 0, N^ = a^w + ?>2^ + (^^"^ = 

die Gleichu^en der beiden (gerichteten) Grundstrahlen g^, g^ eines StraM- 
hüschels im Bändel in der Normälform (vgl. § 49, 9), so ist die Glei- 
chung desjenigen Strahles p^ der den Winkel der beiden Strahlen im 

Sinmverhältnis X teilt: 

(17) JVi - XN^ = 0. 

Sind nur die homogenen Koordinaten x^^ y^, e^ und ^g, y,, z^ der 
ungerichteten Strahlen g^ und g^ gegeben, so sind die Richtungs- 
kosinus mit unbestimmten Vorzeichen b^ und b^ nach § 33, 8 be- 
stimmt. Es folgt daher: 

Sind die Grundstrahlen in der dllgemeineren Farm: 
L\ = a^^u + y^v + z^w =^ 

gegeben, so ist die Gleichung desjenigen Strahles p, der den Winkel 
beider Strahlen im Sinusverhältnis X teilt: 

(19) U,-(.ü, = 0, 

wo: 

(20) ^^iiV v+ySa .;,. 

Man kann jetzt die äußere Winkelfläche der beiden ungerichteten 
Strahlen (vgl. § 4, 1), in der ,1 positiv ist, dadurch bestimmen, daß 
der in einer gegebenen Ebene Uq, Vq, Wq liegende Strahl des Büschels (19) 
ihr angehören soll. 

Der Parameter /i dieses Strahles in (19) ist jli = Uj^ : Z7/; damit 
für diesen Wert von fi in (20) X positiv sei, können wir: 

(21) fi--sign.üi^ «2 == - sign. C^2« 
setzen (vgl. § 42, (17)). 

Zugleich folgt aus (19) wie in § 47, 12: 

Sind x^, y^y z^ und x^, y^, z^ die Koordinaten der beiden Grund- 
strahlen eines Sirahlbüschels im Bündel , so sind die Koordinaten des 
laufenden Strahles des Büschels in der Form darstellbar: 

(22) QX = x^-^x^, py =- yi - f^ya; p^-^i-^^2. 

16. Gleichung und Parameterdarstellung des Ebenenbüsohels 
im Bündel. Sind a^, &^, c^ und «2, b^, c^ die Stellungskosinus (Rich- 
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tungskosinus der Nonnale) zweier gerichteten Ebenen F^ und F^ im 
Bündel, so ist für die Stellungskosinus der Ebene 77, die den Winkel 
jener im Sinusverhältnis (Fig, 272): 



(23) 



sin r^n ^ . 



teilt (vgl. § 42, 5), nach § 35, (8): 
w : t; : w; = a^ — la^ : 6i — Aft, : c^ — Ac^ . 



Es folgen daher wie in § 49, 15 die 



Sätze: 



Sind: 



(24) 



0, 







X,'0 

Fig. 272. 

die Gleichungen der beiden (gerichteten) 

Grundeheiien F^^ F^ eines Ebenenbüschels im Bündel in der Normal- 

form (vgl. § 49, 9), so ist die Gleichung derjenigen Ebene 11, die den 

Winkd der beiden Ebenen im Sinusverhältnis X teilt: 

(25) i^i - XN^ = 0. 

Sind die Grundebenen in der allgemeinen Form: 

\ Xi == u^x + v^y + w^e =»= 

I Xg =- u^x + v^y + w^z = 

gegeben^ so ist die Gleichung derjenigen Ebene U, die den Winkel beider 
Ebenen im Sinusverhältnis X teilt: 



(20) 



(27) 
wo: 

(28) 



Xi -ftZ, = 0, 



(1 = 






'^■i. 



Dabei ist: 

(29) 5i==-sign.Xi^ 6, = -sign,X,^, 

falls der den gegebenen Strahl Xq, y^, z^ enthaltende Winkelraum 
zwischen den Grundebenen als äußerer gilt (vgl. § 42, 7). 

Sind tfi, Vj, w^ und u^, v^, w^ die Koordinaten der Grundebenen 
eines Ebenenbüschds im Bündely so sind die Koordinaten der laufenden 
Ebene des Büschels in der Form darstellbar (vgl. § 47, 12): 

(30) pW = Wi — /[IMj, pt? = Vj ~ fit^g, QW ^ w^ — flW^. 
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§ 50. Die Transformation der homogenen gemeinen Koordinaten. 

1. Transformation der Punkt- und Ebenenkoordinaten im 
Baume. Die Formeln für den Übergang von einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem Oxyz zu einem andern O'x'y' z (§ 45, (20), (21)^ 
(23) und (24)) nehmen bei homogener Schreibweise (vgl. §47, 1) die 

f qx = a^x'-\- ajy'+ «,/+ xj, 



<%%Q«N 




(1) 



*2/ (2) 



Fig. 273. 



(3) 



9y == &i^'+ ^/+ 63^'+ y^t, 

QZ = c^x + c^y + c^z'+ z^t', 

QU = a^u + a^v + a^w\ 
QV = b^u + h^v + b^w\ 

QS = XqU + j/o' V + ^o'i«;' + 5 , 
und umgekehrt: 

0u = a^M + \v + CjM;, 

6s = ;roW + y^v + ^qM; + 5, 



(4) 



6x' = a^a? + fti^ + CjiT + a?Q'^, 
tfy' = agic + b^y + c^z + y^t, 
(f/ = ajo: + \y + c^z + z^t, 

wo () und 6 Propoi-tionalitatsfaktoren bedeuten. 

Die neuen Koordinaten des Punktes und der Ebene sind daher^ 
von einem gemeinsamen Faktor abgesehen, homogene lineare Funktionen 
der alten und umgekehrt. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (3) und (4) geben, gleich 
gesetzt, die Gleichungen der Seitenebenen und Ecken des neuen Ko- 
ordinatentetraeders (vgl. § 45, (22); § 47, 3; 10) in bezug auf das alte. 

2. Transformation der Linienkoordinaten im Baume. Sind 
^1» 2/1; ^ii k^ ^\y Vij Kj K ^»d x^, y^, z^y ^g; <, y/, z^, t^ die Ko- 
ordinaten zweier Punkte in bezug auf die beiden Systeme Oxyz, 
O'xyZj so sind die Strahlenkoordinaten der Verbindungslinie dieser 
Punkte in bezug auf beide Systeme nach §48, (3'): 



(1') 



ÄJ = 




, Pix- 


«X ^x 


, Pxi = 


«1 Vx 

!>^i Vi 


l»u = 




> Pii = 


Vx k 

Vi t% 


> Pii — 


z, t. 
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(3') 



1'2S = 



Pu-^ 



y: < 


' Pii = 






. ^2 = 


a^i' yi 
«»' yi 




' Pti=' 


yx 




» !>« = 





Setzt man nun die Werte (1), mit den Indizes 1 und 2 gebildet, 
in (!') ein, so ergibt sich mit Benutzung von (3'): 

i>28 = (*2C8 - 68^)JP23 + (^8^ - ^^s)^! + Ä^2 - \(^^V[% + 

(^1^0 - ^iyo)l>l4 + (^2^0 ~ ^22/0) JP24 + (^8^0 ~ ^Sy0>84 

2>14 = «1 W4 + Ö^2JP24 + «8i>34 



und mit Benutzung von § 37, (12) schließlich: 

Zwischen den Strahlenkoordinaten pj^^ und p^^ einer Geraden in he- 
zug auf zwei rechtwinklige Koordinatensysteme (Fig. 273) bestehen die 
Gleichungen : ^^®) 

+ (&3^0-^8yo)i>34' 
QPsi = hP2B+hPBl+hPi2+(<^1^0-<^l^o)Pu+(^2^0-^2^o)PL 

+ (C8^0-«8^o)^84. 
(5) - (>i?12= Cll>23+ ^2^+ C8l>12 + KyO-^^o)Pl4+ K2/o-&2^o)i>24 

+ (<^syo-h^o)Puy 

QPu = <^lPu + ^2PL + <^BPziy 

QP2i= \Pu+ hP2i+ hPuy 

.QPS^^ Cli^l4+ ^2^4 + ^3JP34 • 

Die alten Koordinaten des Strahles sind bis auf einen gemeinsamen 
Faktor q homogene lineare Funktionen der neuen, und ebenso umgekehrt. 
3. Transformation der Ebenen und Strahlenkoordinaten ina 
Bündel. Lassen wir (Fig. 273) den Punkt 0' und zusammenfallen, 
setzen also Xq = 0, i/q = 0, Zf^ = 0, so können wir Oxyz und Ox'y z 
als zwei verschiedene Koordinatensysteme im Bündel des Punktes 
ansehen. Gleichzeitig werden mit 5 = 0; s' = nach § 49, h u, v, w 
und u', Vj w' Koordinaten der Ebene im Bündel und werden mit 
^23 = 0, i^3i = 0, Pi2 = 0; P23=0, ^31=0, ^2=0 »»^h §49,6 

Pi4-i>24:i>84 = ^-y:^ ^^^ PL'PL'Pu^^'-y'^' Koordinaten des 
Strahles im Bündel. Alsdann folgt aus (2) und (5): 

Zwischen den Ebenenkoordinaten u, v, w und u\ v, w',- bezüglich 
Strahlenkoordinaten Xy y, z und Xy y , z' in bemg auf zwei Koordinaten- 



Digitized by 



Google 



254 § 50, 4. 

Systeme Oxyz und Oxy ^ im Bündel (Fig. 274) bestdien die Be- 



Qu = a^u + a^v + a^w\ igx = a^x + a^y + «j/, 

(6) Qv ^\v:+ h^v' + \w\ (7) gy =* ft^^r' + 6^2^' + \z\ 

QW=-^CiU + c^v + c^w\ [q^ = c^x + c^y + €^Z\ 

Die Formeln (7) sind mit q^'^I und ic = a, y = ft ^ = ^5 x=^a\ 
y = j3', ;?' == / zugleich die Transformationsformeln der Richtungs- 
kosinus a, j3, y; «', j3', y' eines Strahles, da für diese als Punktkoordi- 
naten des Punktes vom Radiusvektor 1 (vgl. § 33, (16)) die Formeln 
§ 37, 4 gelten. 

4. Parameterdarstellung des Ptmktfeldes im Baume. In den 
Transformationsformeln § 50, 1 — 3 sind zugleich die teils früher schon 
angegebenen, teils neu hinzukommenden Parameterdarstellungen von 
Gebilden niederer Stufe im Räume enthalten. 

Mit / = ergibt sich aus (1) mit Rücksicht auf § 49, 2: 

Ist eine Ebene durch einen Punkt Cf ^ x^, y^, z^ und zwei von 
ihm ausgehende rechtwinklige Achsen x ^ a^, b^, c^ und «/' = Og, b^, c^ 
*^ 




Fig. 274. 




^'-^,2^^ 




-^y 



Fig. 275. 



(8) 



(Fig. 275) gegeben^ so stellen sich die Koordinaten x, y, z, t des laufen- 
den Punktes der Ebene in bezug auf das räumliche System Oxyz 
mittels der Formeln :^^'^) 

{QX = a^x -\-a^y + x^t\ 

pt/= b^x' + \y + y^fy 

QZ =- Cy^x + c^y + z^t'y 

Qt = f 

durch die Koordinaten x\ y\ i desselben Punktes in bezug auf das 
ebene System O'x'y dar. Es sind wieder die Formeln § 40, (19), zu- 
gleich ein Sonderfall von § 53, (3'). 

Für die Punkte x^ y, z, t der unendlich fernen Ebene sind nach 
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§ 49, 2 schon die neben f=0 nicht verschwindenden Raumkoordinateiv 
X, y, z zugleich unabhängige Parameter. 

5. FaranietercLarstelliuLg des Strahlfeldes im Baume. Mit 

i^23 = 0, i?3i = 0, 2>s4 = ö^ ^24 = «*'? Vlx = ^'; JPi2 = ^' ergibt sich nach 
§ 49, 3 aus deu Trahsformatlorisformeln (5): 

Id eine T!b€fm durch einen Punkt 0' ^ Xq^ y^, 0q und zivei von 
ihm ausgehende rechtwinklige Achsen x = a^j 6^, c^ und y ^^ a^, h^y ^ 
(Fig. 276) gegeben y so stellen steh die Koordinaten pj^^ des laufenden 
Strahles der Ebene in bezug auf das räumliche System Oxyz mittels 
der Formeln :^^y 

(9) (>l>31=*(ß2^0— öt2^o)^'~(^1^0— «l^o)^'+(^l«2— ^ö^l)^^ QP3i=hu-biV\ 
(>i>12=(«2yo-&2^o)«*'-(«l2/o-^^o)«''+K*2-a2*l)«^ ^1>34= ^2 "'" ^ ^V 

durch die Linienkoordinaten u\ v, s desselben Strahles in bezüg oAJif 
das ebene System O'xy dar. 

Die Formeln sind ein Sonderfall von § 53, (7'). 

Für die Geraden p^^ der unendlich femeo Ebene sind nach § 49,4 
schon die Strahlenkoördinaten jpjs == ^? i^si = ^> fts =^ ^ zugleich un- 
abhängige Parameter. 

6» Farameterdarstellung eines Ebenenbündels. Mit $' = er- 
hält man aus (2) eine Parameterdarstellung der durch 0' gehenden 



y'fa^h^c^ 




k^ 



'(<kCn> 



O'O^^Zo 



^o 



Oj 



O'X^Zo 



"^y 



^x' 



■^y 



Pig. 276. 



Fig. 277. 



Ebenen. Man kann dabei zur Vereinfachung das System O'xyz'' 
mit Oxyz parallel nehmen, da es dich nur um die willkürliche Lage 
des Bündelzentrums 0' handelt (Fig. 277). 

Ist ein Punkt 0' als Mittelpunkt eines Ebenenbündels durch seine 
Koordinaten Xq, y^y Zq gegeben, so lassen sich die Koordinaten m, v, w, s 
der laufenden Ebene des Bündels in bezug auf das räumliche System 
Oxyz mittels der Formeln: 

(10) QU ^ u\ QV = V'y QW == W\ 95 « — XqU — yoV — ZqW' 
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durch die Koordinaten u, Vj tc derselben Ebene in beding auf ein mit 
Oxyz paraUdes Dreiflach O'xy z im Bändel (vgl. § 49, 5) darstellen. 

Es sind wieder die Formeln §45,(19), zugleich ein Sonderfall 
von § 53, (3). 

7. Parameterdarstellmig eines StxahlbündelB. Wii p^^^O, P^i'^^y 
i^i2 '^ ^> PjA ^ ^'y JP24 *= y'; K4 "^^ ^' ergibt sich nach § 49, 6 aus den 
Formeln (5) im Anschluß an Fig. 277: 

Ist ein Funkt 0' als Mittelpunkt eines StraMbündels durch seine 
Koordinaten Xq^ y^, Zq gegeben, so lassen sich die Koordinaten pj^^ des 
laufenden Strahles des Bündels in bezug auf das räumliche System Oxyz 
mittels der Formeln: 

QPn-y^o-^'ytsj QPiA = ^\ 

<11) QPsi = ^'^0 - ^'^0; QP21 = y> ; 

QPu = ^'Vo — y'^o; * QPüA = ^'; 
^urch die Koordinaten x', y', z' derselben Geraden in bezug auf ein mit 
Oxyz paralleles DreiJcant O'x'y z im Bündel (vgl, § 49, 6) darstellen. 
Die Formeln sind ein Sonderfall von § 53, (7). Sind a, ß, y die 
Richtungskosinus der Geraden, so hat man a;' : y' : / = a : j3 : y, und 
-erkennt in (11) wiederum die Formeln §48,(18). 

des Ebenenbündels mit unendlich 

te;' = ergeben sich aus (2) die zur 

/-Achse parallelen Ebenen. Man kann 

zur Vereinfachung ff ^0 nehmen und 

findet (Fig. 278): 

Ist ein Ebenenbündel mit unend- 
lich fernem Zentrum durch zwei recht- 
winklige Achsen Ox' = «i, &i, c^ und 
Oy = «2, 627 ^ gegeben^ deren Ebene 
zu dem Bündel senkrecht steht, so stellen 
sich die Koordinaten u, v, w, s der 
laufenden Ebene des Bündels in bezug 
auf das räumliche System Oxyz, mittels 
der Formeln: 

QV=^b^U +b^V, QIC -^ c^u + c^v y QS=^S 

derselben Ebene in bezug auf das 



8. Farameterdarstellung 
fernem Mittelpunkt. Mit 

u.'v,'s'='U,r.Uf,s 



yy^ih^r 




x,'(a.,h^^j 



Fig. 278. 



{12) qu^a^u -\- ttg v', 

durdi die Koordinaten u, v\ s 

Ädisensystem 0[xy im Bündel (vgl. § 49, 10) dar. 

9. Farameterdarstellung des Parallelstrahlenbündels. Mit 
K = 0, i>24 = 0, pI^ = 0, 1)31 = a?', P23 = - y^ Pm = ^'; (vgl- § 49, 1 1) 
folgt unter der Vereinfachung 0' '^^ aus (5): 
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Bie Koordinaten pj^^ des laufenden Strahles eines Parallelstrahl- 
bündels von der Richtung / '^ a^y b^, c^ in bezug auf das räumliche 
System Oxyz stellen sich mittels der Formeln: 

QPi3 = »2^' - ^iy> QPl4. = «8^'; 

(13) QPn = h^' - hyy 9P2A = h^\ 

QPii = ^8^' — <Jiy, ifPu = ^3^'; 

durch die Koordinaten x\ y, t' dessdben lätrahles in bezug auf zwei 
zu z senkrechte Achsen Ox ^a^j b^, c^ und Oy = a^j b^, c^ (vgl. 
§49,11) rfar (Fig. 279). 

10. FarameterdarBteUung der Funktreihe. Mit y' = 0, z ^0 
ergibt sich aus (1): 

Ist eme Punktreihe durch einen Punkt O'^rCo? J/o; ^o ^^ ^^ Bich- 
tungskosinus a^, 6i, c^ gegeben, so stellen sich die Koordinaten x^ y, z, t 



^Yfi^c^) 



^^ylt-PüP^^ 



^VOjVa^ 




X'(tLf\C^ 




Fig. 279. . 




Fig. 280. 



OC'{tLM> 



^3^ 



des laufenden Punktes der Beihe in bezug auf das räumliche System 
Oxyz mittels der Formeln: 

(14) QX^a^x+x^i^, QV'^K^' + yjj qz^c^x+zJ, Qt=^f 

durch die Koordinaten x\ t' des Punktes auf der Geraden (vgl. 
§49,2) dar (Fig. 280). 

Es sind die homogen geschriebenen Formeln § 43, (2). 

Für die unendlich ferne Punktreihe der ic^y'-Ebene mit der Ver- 
einfachung 0' = (Fig. 274) und mit / = 0, f = ergibt sich aus 
(1) ebenso die Parameterdarstellung: 

(15) QX = a^x -{-a^y, gy-^b^x' + b^y\ qz===^c^x +c^y\ gt^O, 

wo x\ y homogene gemeine Koordinaten auf der unendlich fernen 
Geraden sind (vgl. § 23, 1). 

11. Farameterdarstellung des Ebenenbüsohels; Mit w = 0, 

s' == ergibt sich aus (2): 

Staude, analyt. Oeometrie. 1 7 
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Ist die Achse z eities Ebenenbüschels als Normale der Ebene zweier 

rechtwinkligen Achsen x' =^ a^^ \y c^ und y'^o^, b^, c^ im Punkte 

ö' == ^0, Vq, ^0 9^^1>^^9 so stellen sich die Koordinaten u, v, w^ s der 

laufenden Ebene des Büschels in bezug auf das räumliche System Oxyz 

mittels der Formein: , , , 

Qu= a^u + a^v , 

QV « b^u' + b^v\ 

QW= c^u + C^Vy 
QS^x^u +y^v 
durch die homogenen Koordinaten u\ v derselben Ebene im Ebenen- 
büschel (vgl. § 49, 13) da/r (Fig. 281). 

Es ist der Satz §47,(26) mit rechtwinkligen Grundebenen. 
Für ein .ParaJlelebenenbüschdy dessen Ebenen der y'jef'-Ebene par- 



(16) 



ulv'»u,v.w,s 



v^4v 




y'(a^\c^) 



Fig. »81. 




Fig. S8S. 



allel sind, ergibt sieh mit t?' = 0, w?' = und mit 0' == (Fig. 274) 
die Parameterdarstellung 

(17) qu^a^iy QV=-\t'y qw ^ c^t\ qs^—x, 

wo X, ^' = — Sy u die Koordinaten der Ebene im Parallelebenen- 
büschel sind (vgl. § 49, 18). 

12. Farameterdarstelliing des StrahlbüschelB im Räume. Mit 

Piz = 0, i>3; = 0, ^,2 = 0, 1)^;, = 0, i>;, « Xy p^^ = y (vgl. § 49, i4) 

folgt aus (5) (Fig. 282): 

Ist der Mittelptmkt 0' eines StraMbüschels durch seine Koordinaten 
x^y y^y Zq und die Ebene des Büschels durch zwei rechtunnklige von 0' 
ausgehende Achsen x = a^, J^, c^ und y ^ o^, b^, c^ gegebeny so stellen 
sich die Strahlenkoordinaten des laufenden Strahles des Büschels in be- 
zug auf das räumliche System Oxyz mitteis der Formeln: 

QPis = (^1^0 - ^i^o)^' + (*2^o - <^iyo)y'^ 9Pu =^ »1^' + «sry'; 

(18) Qp^i =- (Ci^o — «i^o)^' + (^^0 - <^2^o)yy 9P24 == ^^' + hV) 
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durch die Koordinaten Xy y' desselben Strahles in hezug auf das ebene 
System ö xy dar (ygl. § 23, 1). Die Formeln sind ein Sonderfall 
von § 52, (33'). 

13. Farameterdarstellung des Ebenenbüsohels und Strahl- 
büschels im Bündel. 

Die Ebene u, v, w von §50, 3 Der Strahl x\ y\ z von § 50, 3 
geht mit w ^^ durch die ^r'-Achse liegt mit / = in der ic'y'-Ebene 
des Systems Oxyz und u, v des Systems Ox'%fz* und a?', y 
werden die Koordinaten der Ebene werden die Koordinaten des Strahles 
im Sinne von § 49, 13. Daher folgt im Sinne von § 23, 1. Daher folgt 
aus (6): aus (7): 

Sind die Grundebemn eines i Sind die Grundstrahlen eines 
Ebenenbüschels im Bündd als y' z- \ Strahlbüschels im Bündel cds x'- 
und zx'-Ebene des Achsensystems i und y-Adise des Achsensystems 



Ox'y z (Fig. 283 a) gegeben, so stellen 



UiV'tl,V,W 



yf^h^ 




Ox'yz' (Fig. 283 b) gegebm, so 



'y'(o^A^x> 



jc'(a^lj^c,j 



Fig. 288 a. 




Fig. 888 b. 



^l:V<v4v 



sidh die Koordinaten Uf v, w der 
la/uf enden Ebene des Büschels in be- 
zug auf das DrdfUich Oxyz im 
Bündel mittels der Formeln: 

QU = a^u + a^v, 

Qv « b^u + fegt;', 

QW^ c^u + Cgt?' 



(19) 



stellen sich die Koordinaten x, y, z 
des laufenden Strahles deis Bündels 
in bezug oa^^ das Dreikant Oxyz 
im Bündel mittels der Formeln: 

QX^a^x +a^yy 

Qy-=\x' + b^y\ 

QZ ^c^x + c^y'y 



(190 



dwrch die Koordinaten u, v der- durch die Koordinaten x\ y des- 
selben Ebene im Büschel (§ 49, selben Strahles im Büschel (§ 23, 
13) dar. \ 1) dar. 



17* 
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§ 51, 1—2. 



V. Kapitel. 

Lagebeziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen. 

§ 51. Die Identitätensätze. . 

1« Identitäit zwischen den Gleichungen von zwei Sbenen oder 
Punkten. In § 40^ 4 wurden die Bedingungen für den Zusammenfall 
Ton zwei Ebenen angegeben. Wir wiederholen sie in homogenen 
Koordinaten mit anderer Bezeichnung und mit Hinzufügung des 
dualen Satzes (ygl. §24, 1): 

Die beiden Funkte: 
Ui = a^'u + &i'v + c^'w + rfi'5 = 0, 



(1) 



Die beiden Ebenen: 

^X^=a^x+b^y + c^z + dJ^O, 
\X^=a^x+ b^y + c^z + d^t^O 



fallen immer dann und nur da/nn 
zusammen (haben <x>^ Punkte ge- 
mein), wenn eine Identität von der 
Form besteht: 



(2) 



AiXi + A,Z2==0. 



^ ^\u^^a^'u+b^v 



fallen immer dann und nur dann 
zusammen (haben oo^ Ebenen ge- 
mein) , wenn eine Identität von der 
Form besteht: 

(20 X^V^ + k^U^^O, 



In dieser verschwindet keiner der beiden Faktoren A^, A,, wenn 
nicht alle Koeffizienten der einen der beiden Gleichungen (1) .ver- 
schwinden. 

2. Unterdetenninanten aus den Eoefflzienten der Gleichungen 
zweier Ebenen oder Punkte. Da die Identität (2) mit den vier 
Gleichungen: 

UjC, + ^2^2 = 0, Aldi + ^2^2 = 



(3) 



gleichbedeutend ist, so folgt: 

Die beiden Ebenen (1) fallen 
immer dann und nur dann zusammen, 
wenn: 



(4) 



«1 \ 



d. 



h ^2 ^2 



= 0. 



Die beiden Punkte (1') fallen 
immer dann und nur dann zusammen, 
wenn: 



(4-) 



dl' I 

h' Cg' dj' I 



6/ c/ 



-0. 



Das Verschwinden der Matrix bedeutet dabei das Verschwinden 
aller ihrer zweireihigen ünterdeterminanten (Anm. 1,111,(24)): 
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(5) 



223^ 



«18 = 



3»4 = 



*1 Cl 


> 381 = i 

1 


<h «1 


«1 ^ 

«2 *» 


, au- 


«1 <^1 


h d, 

h d. 


> 384 = 


Ci dl 



TFeww die Unterdeterminanten g^, 
mcAf aZ?e verschwinden, haben die 
Ebenen (1) eme Gerade (<x>^ Punkte) 
gemein, und die q^.^ sind deren 
Achsenkoordinaten (vgl. § 48, (3)). 



(5-) 



i>»8 = 



l'l2 = 



Ä* = 





>i'si = 


< «l'l 




, Pl4 = 


«1' <*l' 


61' d^ 
W d,' 


,Pu=' 


C2' rf,' 



TFewn die Unterdeterminanten p^^ 
nicht alle verschwinden, haben die 
Punkte (r) eine Gerade (co^ Ebenen) 
gemein, und die pj^y sind deren 
Strahlenkoordinaten (vgl. § 48, (3')). 



3, Identität zwischen den Gleichungen von drei Ebenen oder 
drei Punkten. Nach § 42, 9 wird jede durch die Schnittlinie der 
beiden Ebenen X^ = und X^ = gehende dritte Ebene durch eine 
Gleichung von der Form X^ — ftXg^O dargestellt, wie auch um- 
gekehrt jede durch eine solche Gleichung dargestellte dritte Ebene 
durch die besagte Schnittlinie geht. Bezeichnet man also die Glei- 
chung der dritten Ebene kurz mit X, == 0, so muß nach (2): 

Ai(Xi — ftXg) + ^3X3 = 

sein. Wegen der mit — X^fi ^ X^ sich ergebenden Symmetrie der 
Gleichung schließen wir:®^) 



Die drei Ebenen: 

Xi = ajir; + biy+CiZ + d^ ^ = 0, 

(6) X^^a^x + b^y + c^^ + d^t^O, 
X^-^a^x+\y + €j^z + d^t = 

haben immer dann und nur dann 
eine Gerade (00^ Punkte) gemein, 
wenn eine Identität von der Form 
besteht: 

(7) A,Xi + A,X2 + A3X3 = 0. 



Die drei Punkte: 
fri==a>+6i'^+c/w;+d/^0, 
(60 U,-^a,u+b,'v+c,'w+d,'t=^0, 
U^^a^u+b^'v+c^'w+d,'t=0 

liegen immer dann und nur dann 
in einer Geraden (haben 00^ Ebenen 
gemein), wenn eine Identität von der 
Form besteht: 

(7') X,U, + l,U^ + X,U, = 0. 



In dieser verschwindet nach §51,1 keiner der Faktoren l^, Aj, l^,, 
wenn nicht zwei von den drei Ebenen (6) (Punkten (6')) zusammen- 
fallen. 

4:. Unterdeterminanten aus den Koeffizienten der Gleichungen 
dreier Ebenen oder Funkte. Da die Identität (7) mit den vier 
Gleichungen: 
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§ öl, 4. 

gleichbedeutend ist^ so folgl;: 

Die drei Ptmkte (Gyiiegen immer 



Die drei ^Ebenen (6) haben 
immer dann vmd nur dann eine 
Gerade gemein, wenn: 
«1 &! c^ d^ 



(9) 



«2 62 Cg (^2 



= 0. 



dann und nur danyi in einer Ge- 
raden, wenn: 

^1 W ^i ^i 



(9') 



d,' 



^8' .V ^S 



^0. 



Das Verschwinden der Matrix bedeutet dabei das Verschwinden aller 
ihrer dreireihigen Unterdeterminanten (Anm. 1, III, (25))^ die wir in der 
folgenden Weise bezeichnen /'vgl. § 51, 5 zu (14)): 



(10) 



Ä, — 



-B,= 



61 



dt 
d. 



! a. 



C4 i Oj 



D,= 



H 


"1 


Ci 


d, 


h 


dt, 


\ 


d. 


h 


d. 


h 


d. 






Die Ächsenkoordinaten g^, der 
gemeinsamen Geraden der drei 
Ebenen (6) sind die zweireihigen 
Unterdeterminanten der Matrix (9); 



(10-) 



&1 


C,' d/ 


h' 


V < 


h' 


Cs d,' 


«1 


' < d,' 


«J 


' c,' d,' 


«» 


' < d,' 


«1 


' W d,' 


«8 


' W d,' 


«S 


• W d,' 


»1 


• 6/ c,' 


0» 


' W c,' 


«J 


' W c,' 



Al^- 



Bl = 



c: — 



i>: 



Die Sirahlenkoordinaten |>^, der 
gemeinsamen Geraden der drei 
Punkte (6') sind die zweireihigen 
Unterdeterminanten der Mah^ix (9'); 



und zwar die aus der ersten und zweiten Zeile gebildeten Unter- 
determinanten (5); (5') oder die aus zwei andern Zeilen gebildeten, 
die jenen proportional sind (Anm. 1, II, (7); III, (22)). 



Wenn die dreireihigen Unter- 
determinanten (10) nicht alle ver- 
schwinden., haben die drei Ebenen (6) 
einen bestimmten Schnittpunkt mit 
den Koordinaten (Anm. 2, lU, (14)): 
(11) x:y:0:t^A^:B^:C,:D^. 



Wenn die dreireihigen Unterde- 
terminanten (10') nicht edle ver- 
schwinden, haben die drei Funkte (6') 
eine bestimmte Verbindungsebene mit 
den Koordinaten: 

(ir) u:v:w:s = Ä^':B^':C^':D^\ 
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Die jetzt nicht mehr proportionalen zweireihigen Unterdetermi- 
nanten der drei Zeilenkombinatiönen der Matrix (9) (oder (9')) sind 
die AchsenTiOordinatm der drei vom Punkte (11) umgehenden SchniU- 
linien der drei Ebenen (6) (oder die Strahlenkoordinaten der drei in 
der Ebene (ll') liegenden Verbindungslinien der drei Punkte (6')). 

5. Die Determinante aus den Koeffizienten der Gleichungen 
von vier Ebenen oder Funkten. Aus § 47^ 8 folgen die beiden Sätze: 



(12) 



Die vier Ebenen: 

I X^^a^x+b^y+c^is+d^t'^Oy 

X^^a^x+b^y+c^^+d^t^^O, 

X^=a^x+b^y+(^0+d^t=^O, 

X^=a^x+b^y+C4^z+dJ^0, 

gehen immer dann tmd nur dann 
durch einen Punkt, wenn die Der 
terminante der Koeffizienten: 
fei Ci d^ 



(13) B 



"1 

«2 









"8 



verschwindet. 

Die Koordinaten des Schnitt- 
punktes sind (Anm. 2, HI, (12)): 
x:y:z:t= Ä^: B^:C^: D^, 



(120 



(14) 



= J^g : ^3 : Cg : Dg, 



Die vier Punkte: 

Z7i=a/M + fei't; + Ci'm; +di'5=»0, 
U^=a^u + b^'v + c^w +rf/s==0, 
ü^=a^'u + feg't? + c^w -frfg's^O, 
U4;=^a4^u+b^'v+c^'w+d^s=0 

liegen immer dann und nur dann 
in einer Ebene, wenn die Determi- 
nante der Koeffizienten: 



(13') D'=- 



verschwindet 
Die Koo] 
dungsebene sind: 

(u:v:w:s = Äi:B^':C^':D^', 
= A^' : B^' : C^' : D^', 
= -4g' : jBg' : Cg' : Dg', 



< 


w 


Cr 


K 




< 


w 


< 


d,' 




< 


w 


< 


< 




< 


h' 


< 


K 




•dini 


Eiten 


der 


Verbin- 



(140 



WO die großen Buchstaben die bei yerschwindendem D reihenweise pro- 
portionalen Unterdeterminanten der gleichnamigen Elemente der Deter- 
minante D, bezüglich D', bedeuten (Anm. 1, III, (21)). 

6. Identität zwischen den Gleichungen von vier Ebenen oder 
vier Punkten. Wenn D = ist, können andererseits aus den Glei- 
chungen (Anm. 2, EI, (11)). 

I Aitti + k^a.2 + Agttg + X^a^ = 0, X^b^ + X^b.^ + Agfeg + X^b^ = 0, 

lAiCj + X^C^ + AgCg + A4C4 = 0, Ai^i + X^d^ + Agrfg + XJ^ = 0, 

vier nicht sämtlich verschwindende Größen A^, ).^, Ag, A^ bestimmt 
werden. Daher folgt aus § 51, 5 weiter:®^) 



(15) 
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Die vier Ebenen (12) gehen 
immer dann und nur daam durch 
einem Punkty wenn eine Identität 
von der Form besteht: 

(16) ■'k,X,+X,X,+ X,X,+k^X^^O. 



Die vier Putzte (12') liegen 
immer. dann und nur dann in einer 
Ebene, wenn eif^ Identität von der 
Form besteht: 

(16') k,U,+X,ü,+ l,U,+l,U,=-0. 



(17) 



In dieser verschwindet nach § 51, 3 keiner der Faktoren A^, ilj, 
Ag, JI4, wenn nicht drei von den vier Ebenen eine Gerade gemein haben. 
Bei gegebenen Koeffizienten mit verschwindender Determinante D 
haben die A^, A^, A3, X^ in (16) die Werte (Anm. 2, III, (14)): 

-^C^iC^iC^iC^^D^iD^iD.iD^. 

7. Das Tetraeder aus Vier Ebenen oder vier Punkten. Wenn 
die Determinante D in (13) nicht verschwindet, so bestimmen die 
vier Ebenen (12) ein Tetraeder. Die alsdann nicht mehr proportior 
nalen Unterdeterminanten (14) bestimmen nach (11) die Koordinaten 
der vier Ecken des Tetraeders, nämlich: 

x^:y^:^^:t^^A^:B^:C^:D^, 

^z : ys • ^8 • ^3 = A • A • Cs : A; 
x^iy^iz^it^^ A^\B^:C^:D^. 

Daher ist das von den vier Ebenen (12) bestimmte Tetraeder identisch 

mit dem von den vier Punkten (12') bestimmten Tetrasdery wenn in der 

Bezeichnung von § 51, 5 zu (14) für i =? 1, 2, 3, 4: 

(18) a:^A„ b!^B,, c;^c,, d; ^ D, 

und damit (Anra. 1, III, (8); (7)): 

(18') Ai^D^üi, B;^D^b,, C!^D%, D! ^ DH,, D'^D". 

Die zweireihigen Unterdeterminanten der sechs Zeilenkombinationen 
der Determinanten D und D' sind die Achsenkoordinaten und Strahlen- 
koordinaten der sechs Kanten des Tetraeders. Beispielsweise hat die 
Schnittkante der Seitenflächen X^ » und ^ » und die mit ihr 
identische Verbindungslinie der Ecken ü^ = und ü^ = nach (5); (6') 
die folgenden Achsenkoordinaten Qj^^ und Strahlenkoordinaten pj^^i 



(19) 



?M = 




. 9»i = 


«1 «1 


, «» = 




2u = 


0, dj 


> Qu = 


b, d, 
h d. 


. <?84 = 


Ci dl 



Digitized by 



Google 



§61,8—10. 



265 



p»i = 


A c, 
A c. 


, Pai = 


C, A, 


> Pii^ 


^ A 

A, B, 


Pu'^ 


A A 

A, D, 


, Pu^ 


A A 
A A 


, i»»*- 


c, A 
C4 A 



(22) 



(19') 



worauf (Anm. 1, HI, (9)) in der Tat (§ 48, (10)): 

(20) 3jj : fti : gf„ : q^t : g^^ : q,^ = iJ^^ : 2),^ : p^ : i)„ : p^^ : 1J„ . 

8. Identität swisohen den Gleichungen von fünf Bbenen und 
fünf Punkten. Zwischen den linken Seiten der Gleichungen von fünf 
Ebenen oder fQnf Punkten besteht immer eine Identität von der Form: 

(21) X,X, + X^X, + X,X, + X^X^ + X,X, = 0. 
(210 A,üi + ^,A + ^f^» + ^4A + ^5^» = 0. 

Denn eine solche ist gleichbedeutend mit den vier Gleichungen: 
AjOi + AjO, + AjOj + A4O4 + l^a^ = 0, 

A161 + X,b, + K\ + ^4^4 + ^5*5 = 0, 

Aldi + ^2^2 + ^8^8 + A^öf^ + Agdg = 0, 

denen durch fünf nicht sämtlich verschwindende Größen genügt werden 
kann. Es ist keine dieser Größen Null^ wenn keine vier von den 
fünf Ebenen durch einen Punkt gehen. 

9. Unendlioli ferne Schnittlinie von zwei oder drei Ebenen. 
Die Schnittlinie der beiden getrennten Ebenen (1) ist unendlich fem, 
wenn entweder beide parallel sind (% : ft^ : c^ = Og : 62 • ^2) ^^^^ ^® 
eine von ihnen die unendlich ferne Ebene ist {a^^O, ^2 = 0, c^=^0\ 
In der Tat ist dann in (5): g,« ^ 0, q^^ = 0, q^^ = (vgl. § 49, (3)). 
Die Verbindungslinie der beiden Punkte (!') ist unendlich fern, wenn 
beide Punkte unendlich fem sind {d^' = 0, d^ = 0). In der Tat ist 
dann in (5'): l?u = Ö, p^^ = 0, p^^ = 0. 

Wenn die drei Ebenen (6) unter der Bedingung (7) oder (9) eine 
gemeinsame Schnittlinie haben, so kann diese unendlich fern werden, 
wenn die drei Ebenen parallel sind (a^ : 6^ : c^ = ag : ^2 ' ^2 == ^s • ^s • ^s) 
oder zwei parallel sind und die dritte die unendlich ferne Ebene ist 

(ai : 6i : q = a2 : 62 • ^2? «s = 0, &8 = 0, c^ = 0). 

10. Unendlich femer Schnittpunkt von drei oder vier Ebenen. 

Wenn die drei Ebenen (6) einen bestimmten Schnittpunkt (11) haben, 
so wird dieser für D^ == unendlich fem. Dies tritt ein, wenn die 
Ebenen ein dreiseitiges Prisma bilden oder wenn zwei parallel und 
die dritte eine ihnen nicht parallele endliche Ebene ist oder eine die 
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unendlich ferne Ebene ist und die beiden andern endlich und nicht 
parallel sind. 

Vier Ebenen mit unendlich fernem gemeinsamen Punkt bilden 
ein vierseitiges Prisma oder eine ist unendlich fem und drei bilden 
ein dreiseitiges Prisma (vgl. § 24, 9). 



§ 52. Perspektive Lage von Ebenenbüschel, Punktreihe 
und Strahlbüschel. 

1. Begriff der Perspektiven Besiehung von Ebenenbüsoliel und 
Pnnktreihe. Ein Ebenenbüschel und eine Gerade g, die nicht durch 
die Achse q des ersteren hindurchgeht, werden durch ihre gegen- 
seitige Lage perspektiv aufeinander bezogen (vgl. § 5, 1), indem jede 
Ebene ^, B, F, . . ., /7 des Büschels die Gerade in einem bestimmten 
Punkte A, By C, , : ., F schneidet, und umgekehrt jeder Punkt der 






r-'iÄ'? 



TT 



Q. 



^x 






Z^^o 



Fig. 285. 

Geraden mit der Achse g eine Ebene des Büschels bestimmt. Die Be- 
ziehung zwischen den Ebenen U und den Punkten P ist wechselseitig 
eindeutig; 11 und P heißen entsprechende Elemente (Fig. 284). 

Der zu der Geraden g parallelen Ebene Sl des Büschels entspricht 
der unendlich ferne Punkt der Greraden. 

2. Gleichung der zu einem Ebenenbüschel Perspektiven Punkt- 
reihe. Es seien: 

X, == Ä,x + B,y + C,z + A - 0, 



(1) 



die Gfrundebenen F^ und Fg eines Ebenenbüscliels: 
(2) Xi - ^X, = 0. 
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Hier hat der Parameter ^i der laufenden Ebene 77 nach §42,(16) 
die Bedeutung: 

(3) /t = ix, x, = «,V'57+X*T^S £, sign.2),, »=1,2, 

und ist: 

(4) 

Es sei femer (Fig. 285) nach § 43, 1: 
(5) x^x^ + ccl^, y^y^ + ß^, ^=-^o + yS 

eine Gerade g mit dem Anfangspunkt Pq = Xq, y^, z^, den Richtungs- 
kosinus a, ß, Y und dem Parameter |. 

Setzt man die Werte (5) in die Gleichung (2) ein, so ergibt sich 
für den Parameter | des Schnittpunktes P der Geraden (5) mit der 
laufenden Ebene (2) die Gleichung: 

Für die Parameter der Schnittpunkte G^ und G^ mit den Grund- 
ebenen (1) ist insbesondere: 
(7) X,^ + {A,a + B,ß+C,Y)l^Q, X,« + (^« + ^,/} + C,y)g = 0. 

Die Gleichung (6) stellt aber nach § 9, (4) in laufendem Parameter ft 
eine Punktreihe mit den Grundpunkten (7) dar, welche hier das 
Ebenenbüschel (2) auf der Geraden (5) ausschneidet. 

3. Besiehung der einfachen Teiluugsverliältnisse. Für die Punkt- 
reihe (6) hat der Parameter ft des laufenden Punktes P nach § 9, (5) 
die Bedeutung: 

^^) ^"A.a + B.ß + C.y'^' ^ ^ G,P' 

Setzt man hier den Wert (3) von ^ ein, so folgt mit Rücksicht auf 
§41,(5) und §35,(1): 

^ ^ xj A^a + B^p+ C,y ^.^ cos n^g ^, 
Xj J.J, a + JBg /? + ^8 7 cos ng ^ ' ^ 

wenn n^ und n^ die positiven Normalen der Ebenen (1) sind. 

Zwischen dem einfachen Teilungsverhältnis des laufenden Punktes 
P der Funktreihe in hezug auf die leiden Grundpunkte G^ und G^ und 
dem der entsprechenden Ebene 11 in hezug auf die beiden Grundebenen 
r\ und Fj besteht daher die Beziehung: 
^Qx Bin r^n cos n^g G^P 

4. Besiehung der Doppelverhältnisse. Sind nun 77, Fq irgend 
zwei Ebenen des Büschels und P, Gq die entsprechenden Punkte, so 
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ist nach (9), da der Faktor cosn^^ : conn^g nur von der Lage der 
Geraden g gegen die beiden Grundebenen abhängt: 

sinTj JI • ein F, F^ G^p' ö, G^ ' 

oder mit der in § 4, (6) für die Doppelyerhältnisse eingeführten Ab- 
kürzung: 

(10) (r,r,nr,) = {G,G,PG,). 

Da diese Gleichung bei^ festgehaltenen I\, Fj, Fq und ör^, G^, G^ 
identisch in 11 und P gilt, so folgt nach § 6, 10 allgemein für vier 
Ebenen und Punkte:**) 

(11) (n,n,n,n,)^(P,P,p,p,). 

XAegen ein Ebenenbüsehd und eine Punktreffie perspektiv, so ist 
das Doppelverhältnis von vier Ebenen n^j ü^^ JI^, JI^ des Büschds 
stets gleich dem der vier entsprechenden Punkte P^y Pj, P^y P^. 

5. Andere Darstellung der zu einem Büsoliel Perspektiven 
Punktreihe.«*) Sind: 

I Xi = u^x + v^y + w^z + s^ty 
l Xg =^ u^x + v^y + w^s + s^ty 
die Gleichungen der Grundebenen eines Büschels, so ist nach §47,11: 
(13) Xi-ftXg-O. 

die Gleichung der laufenden Ebene des Büschels, 

Ist nun eine Gerade, die nicht durch die Achse des Büschels (15) 
geht, durch die beiden Gleichungen (§ 48, 1): 

lu^x + v^y + w^z + s^t = 0, 

l U^X + V^Jf + W^Z + 5^^ = 

gegeben, so sind nach § 47, (In') die Gleichungen ihrer Schnittpunkte 
mit den Ebenen (12) in laufenden Ebenenkoordinaten m, t?, Wy s: 



(12). 



(14) 



(15) U, 



u 


V 


W 


S 


«1 


«1 


^1 


«1 


«8 


«8 


«'s 


«» 


«4 


»* 


«7^ 


»4 



0, u,= 



U V 



M« 



M? 



W^ S, 



W. 



und ihres Schnittpunktes mit (13): 



w 



Wi— ftWg ^1-/^^2 W^—llW^ ^l~f*^2 

I w« t?« t^;« So 



t^A 



w?^ s. 



= 



= 
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oder mit den Abkürzungen (15): 

(16) ü.-iiU.^O. 

Eine zu dem Büschel (13) Perspektive Punktreihe hat somit die 
Gleichung (16); eine Ebene des Büschels und ein Punkt der Reihe, die 
einander entsprechen, haben in beiden Gleichungen denselben Para- 
meter /i. 

Daher besteht nach § 42, (27) und § 46, (13) auch zwischen den 
Doppelverhältnissen entsprechender Elemente die Gleichheit (11)., 

6. Zwei Punktreilien in perspektiTer Ziage zu einem Ebenen- 
büsdtiel. Liegen zwei Punktreihen zu demselben Ebenenbüschel per- 
spektiy, so werden sie selbst perspektiv aufeinander bezogen, indem 
entsprechende Punkte beider Punktreihen in derselben Ebene des 
Büschels liegen. Aus (11) folgt dann: 

Liegen zwei Punktreihen zu demselben Ehenenbüschel perspektiv, so 
ist das Doppdverhältnis von vier Punkten P^ der einen stets gleich dem 
der vier en^prechenden Punkte P/ der andern (vgl. § 5, 9): 

(17) (p,p,p,p^^iP,'p,'p,'p:). 

Sind die beiden Punktreihen parallel, so sind nach (9) schon die 
einfachen Teilungsverhältnisse entsprechender Punkte gleich: 



(18) 



P,p 



jpj'p' 



7. Zwei Sbenenbüschel in perspektiver Iiage zu einer Pankt- 
reihe. Liegen zwei Ebenenbüschel zu derselben Punktreihe perspek- 
tiv, so werden sie selbst perspektiv aufeinander be- 
zogen, indem entsprechende Ebenen durch denselben 
Punkt der Reihe gehen. Aus (11) folgt: 

Liegen zwei Ebenenbüschel zu derselben Punktreihe 
perspektiv, so ist das Doppelverhältnis von vier Ebenen U^ ^|« 
des einen stets gleich dem der vier entsprechenden Ebenen 
II- des andern: 

(19) {n,n,n,n,) = {n^n,'n^n:\ 

8. Begriff der Perspektiven Beziehung von Ebenen- 
büschel und StrahlbÜBChel. Ein Ebenenbüschel wird 
von einer beliebigen, nicht durch seine Achse gehenden 

Ebene in einem Strahlbüschel geschnitten, dessen Scheitelpunkt S auf 
der Achse q des Ebenenbüschels liegt. Beide Büschel sind perspektiv 
aufeinander bezogen, indem jede Ebene A, B, . . ,, U des ersteren 
einen Strahl a,b,..,,p des letzteren bestimmt und umgekehrt (Fig. 286). 
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Die Beziehung zwischen den Ebenen 77 und den Strahlen p ist um- 
hehrhar eindeutig, 

9. Gleichung des zu einem Ebenenbüschel Perspektiven iBtrahl- 

bÜBChels. Es sei nach §40,(19): 

(20) x^x^ + a^l + a^ri, y-yo + ßil + ß^n, ^-^o + 7ii + yiV 
die Parameterdarstellung einer Ebene, in der ein ebenes Koordinaten- 
system mit dem Anfangspunkt F^ = Xq, y^, z^ und den Achsen S^Oj, 
/Jj, y^ und 1^ = 02, /J^, y^ angenommen isi Setzt man die Werte (20) 
in die Gleichung (2) ein, so ergibt sich für den Durchschnitt der 
Ebene (20) mit dem Ebenenbüschel (2) die Oleichung (vgl. (6)): 

(21) S,---ilS,-0, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

^S,^X,'+{A,a, + B,ß^ + C,Y,)l + {A,a, + Bj, + C^y,)ri, 

Die Gleichung (21) stellt aber nach § 18, (7) ein Strahlbüschel 
mit den Grundstrahlen Si «= und Sg *= und dem Parameter pi dar. 
Jeder Strahl des Strahlbüschels hat denselben Parameter il wie die 
entsprechende Ebene des Ebenenbüschels (2). Daher sind nach 
§ 18, (25) und § 42, (27) auch die Doppelverhältnisse entsprechender 
Elemente gleich: 

Liegen ein Ebenenhüschel und ein StrahJbüschel perspektiv, so ist 
das Doppelverhältnis von vier Ebenen IJ^ des ersteren gleich. dem Boppd- 
verhöHtnis der vier entsprechenden Strahlen p^ des letzteren: 

(23) {n,n,n,n^) = ip,p,p,p,). 

10. Zweite Darstellung des zu einem Ebenenbüschel Perspek- 
tiven Strahlbüschels. ^^) Die Ebenen eines Ebenen büschels und die 
Strahlen eines Perspektiven Strahlbüschels (Fig. 286) können wir 
als Bestandteile eines Bündels ansehen. 

Seien nun: 

(24) Xi « u^x + v^y + u\z = 0, X^ = u^x + v^y + w^z = 

die Gleichungen der Grundebenen eines Ebenenbüschels im Bündel, so 
ist nach §49,(27): 

(25) X,-/iX, = 

die Gleichung der laufenden Ebene des Büschels. 

Ist nun eine beliebige nicht dem Büschel angehorige Ebene des 
Bündels: 

(26) UqX + v^y 4 w^z = 0, 
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so sind die Sclinittlinien derselben mit den Ebenen (24) in laufenden 
Ebenenkoordinaten w, v, w im Bündel nach § 49, (8'): 



(27) 



ü,= 



u. 



«A 



w 



Wn 



0, 



U,= 



U 



V w 



Vn 



W9 



W'n 



==0, 



und ist die Schnittlinie der Ebene (26) mit der Ebene (25): 
u V w 



(28) 



Wa 



Vn 



Wr, 



= C/l-ftC/2-0. 



Ein zu dem Ebenenbüschd (25) perspektiver Strahlbüschd hat so- 
mit die Gleichung (28); eine Ebene und ein Strahl , die einander ent- 
sprechen, haben denselben Parameter ^, 

Daher sind nach § 49, (20) und (28) auch die Doppelverhältnisse 
entsprechender Elemente gleich, so daß wieder der Satz (23) folgt. 

11. Gleichungen eines Strahlbüschels im Baume. 



Sind (Fig. 287 a): 



(29) 



j Xi^u^x+v^y+w^j3+sJ=0f 
1 X^^u^x+v^y+w^z+S2t=0 

die Gleichungen der Grundebenen 
Fj und r^ eines Ebenenbüschels, 




rig. 287 a. 



und ist Po = ^of V^y ^oy ^0 ®i^ ^lur 
Bestimmung der Einheitsebene Fq 
gegebener Punkt, so ist nach § 47, 
(23) die Gleichung des Büschels: 



Sind (Fig. 287 b): 



(290 



f U^^x^u+y^v+z^w+t^s==0, 
1 U^^x^u+y^v+z^w+t^s^O 

die Gleichungen der Grundpunkte 
(tj und 6^2 einer Punktreihe, und 




Fig. 287 b. 



ist IIq = Wq, Vq, iVq, Sq eine zur Be- 
stimmung des Einheitspunktes Gq 
gegebene Ebene, so ist nach § 47, 
(23^ die Gleichung der Punktreihe: 
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WO der Parameter fi der laufenden 
Ebene 77 das Doppelverhältnis: 

fi^(r,r,nr,) 

bedeutet. Dies ist aber nach (23) 
zugleich das Doppelverhaltnis der 
vier Strahlen g^, g^, Py g^, in denen 
eine beliebige Ebene: 
(30) X^ux + vy + w0 + st=^O 



0, 



CT/ ^ ü^ö 

wo der Parameter (i des laufenden 
Punktes P das Doppelverhältnis: 

bedeutet. Dies ist aber nach §5,(3) 
zugleich das Doppelverhältnis der 
vier Strahlen g^g^yP, g^j die einen 
beliebigen Punkt: 

(30') U^xu + yv + zw + ts^O 



dieEbenenFi, Tg, 77, r^ des Ebenen- \ mit den Punkten G^, G^, P, 6?^ der 
büschels schneidei i Punktreihe verbinden. 



Daher stellen die beiden Glei- 
chungen: 

0, X = 



^1 . ^ 



in laufenden PunJctkoordinaten x, 



Daher stellen die beiden Glei- 
chungen: 

(31')f-o-/.§. = 0, Z7=0 
in laufenden Ebenenkoordinaten u, 



y^ z, t den Strahlbüschel im Räume v, Wy s den Strahlbüschel im Baume 
dar, und zwar bedeutet der Para-^dary und bedeutet der Parameter ^i 
meter (i das Doppelverhaltnis des das Doppelverhaltnis des laufenden 
laufenden Strahles p zu den beiden Strahles p zu den beiden Grund- 
Grundstrahlen g^, g^ und dem Ein- strahlen g^, g^ und dem Einheits- 
heitsstrahl g^: strahl g^: 



(32) 



^ = {gig^pgo)' 



(32-) ^ ^ {9i9^9^\ 



12. Farameterdarstellung der Koordinaten der Strahlen eines 
Strahlbüschels. Sind g[y und qfl die Achsenkoordinaten der Grund- 
strahlen X^ « 0, Z = und X^ =- 0, X = des Strahlbüschels: 

Xi-^X3 = 0, X = 0, 
wo wir gegenüber (31) den Faktor X^^ : X,^ in /i aufnehmen (vgl. 
§ 47, (25)), so sind die Achsenkoordinaten qj^^ des laufenden Strahles p 
nach § 48, 6 die Ünterdeterminanten der Matrix: 



also: 



^28 = 



■/ttt;2 



V 

w 



w 



w. 



w 



l-f* 



v^ w^ 

V w 



usw. 



Da aber X^ = 0, X «0 und X^ 
Büschels sind, so folgt: 



0, X = die Grundstrahlen des 
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Sind ^^l und qfl die Ächsen- 
'koordinaten der GrundstraMen eines 
StrohlbüscJiels im Baume, so sind: 

(33) q,,= q[':-M?: 

die Achsenkoordinaten des laufen- 
den Strahles, 



Sind pfl' und p^^l die Strahlen- 
Koordinaten der Grundstrählen eines 
StraMhüschds im BoMme, so sind: 

(33-) p«-i>;v-f»i'i? 

die Strahlenkoordinaten des laufen- 
den Strahles, 



Hier bedeutet ^i das multiplizierte Teüungsverhältnis des laufenden 
Strahles gegen die "beiden Grundstrählen,^) 

Die Formeln (33') geben, wenn die Grundstrählen die Verbin- 
dungslinien des Punktes Xq, y^, z^, 1 mit den Punkten »i, 6i, c^, 
und Of^jb^j c^, sind, also ihre Strahlenkoordinaten p^^l und p^^^ die 
Werte : 

iS's^p — ^22/o? ^2^0 — ötg^o; «22/o — *2^o; Öf2, 6j, C2 
haben, und — ^ = y : x' gesetzt wird, die Formeln § 50, (18). 



§ 53. GleiGhungen und Perspektive Lage von Bündeln nnd Feldern. 
1. Gleichungen des Ebenenbündels und Funktfeldes im Baume. 



Drei Ebenen ri, Tg, Fg, durch 
die der Mittelpunkt eines Ebenen- 
bündels gegeben ist, heißen die 
Grundebenen des Bündels. Ihre 
Gleichungen seien in laufenden 
Punktkoordinaten x, y, z, i: 

Xj = a^x-\- b^y + c^z + d^t = 0, 
(1) X^=^a^x+b^y + c^z + d^t = 0, 

Xj = a^x+ \y + c^z + d^t^ 0. 
Dann folgt unmittelbar aus § 51, 6 



Drei Punkte G^, G^, G^, durch 
die die Ebene eines Punktfeldes 
gegeben ist, heißen die Grund- 
punkte des Feldes. Ihre Gleichungen 
seien in laufenden Ebenenkoordi- 
naten M, V, w, s: 

üi=A^u +B^v + C^tv +2)i 5=0, 
U^==Ä^u +B^v+ C^w -fDj 5=0, 
U^^A^u + BqV+ C^w +2)3 s = 0. 



(1-) 



Die Glächung:^^ 

(2) ^,Xi + ^,X, + ^3X^ = 

stellt bei wechselnden Werten der 
Parameter /ij, /tg? i'*» ^^^ einzelnen 
Ebenen des Ebenenbündels in laufen- 
den Punktkoordinaten x, y, z, t dar. 



Die Gleichung: 

(2')>if^x + ^£4 + ft8 0s = 

stellt bei wechselnden Werten der 
Parameter /li^, h^, /ig die einzelnen 
Punkte des Punktfeldes in laufen- 



den Ebenenkoordinaten u,v,w,s dar. 
Von den Parametern kommen nur die Verhältnisse ^i^ : ^^ ' /^s ^^ 
Betracht (vgl. § 47, (25; und (25')). 

Stande, analyt. Geometrie. 18 
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2. Farameterdarstellung der Elemente des Ebenenbündels und 
Punktfeldee. Derselbe Satz kann nach § 47, 3 auch so ausgesprochen 
werden, wobei wir w^, v^, w^y s,.; x^, y^, z^, t^ für a,., 6^, c,., rf^; A^^ 
B^y Ci, D^ schreiben: 

Sind u^, v^, w^, s^ (i = 1, 2, 3) I Sind x^, y^, z^j t^ (i = 1, 2, 3) 
die Koordinaten der drei Grund- '. die Koordinaten der drei Grrund- 
ebenen eines BündelSy so sind die Ko- punJcte eines Punktfeldes j so sind 
ordinaten der laufenden Ebene in der die Koordinaten des laufenden Punk- 



Form darstellbar :^^'^) 

^ = Ml^l + f*2^2 + Hhj 



(3) 



tes in der Farm darstellbar: 

X = li^^Xy^ + H^X^ + [l^X^f 



(3') 



(vgl. § 47, (26) und (26')). Die Formeln (3) enthalten, wenn die 
Grundebenen w, v^ w,8 ^ 1, 0, 0, — x^*^ 0, 1, 0, — y^; 0, 0, 1, — s^ sind, 
den Sonderfall § 50, (10); die Formeln (3'), wenn die örundpunkte 
X, y, z, t^a^, 6i, q, 0; «2, 62, ^2, 0; Xq, y^j z^, 1 sind, den Sonder- 
fall § 50 (8). 

8. Gleichungen des Strahlbündels und |9[trahlfeldes. 



Der durch die drei Grundebe- 
nen (1) bestimmte Punkt ist zu- 
gleich der Träger eines Strahl- 
bündels. Die Schnittlinien: 

y,-=r,x r, 

der drei Ebenen (1) sollen als 
Grundstrahlen des Strahlbündels 
bezeichnet werden. 



Die durch die drei Grundpunkte 
(1') bestimmte Ebene ist zugleich 
Trägerin eines Strahlfeldes. Die 
Verbindungslinien : 

9i = G^G^y g^^G^Gi, 

der drei Punkte (1') sollen als 
GrundstraJden des Strahlfeldes be- 
zeichnet werden. 



Ein gegebener Strahl q des Strahlbündels bestimmt zwei Ebenen 

(ygl.§51, (7)): 

(4) i/j Xg — 1/3 Xi = 0, 1/2X1 — Vi Xg == 0, 

die ihn mit den Kanten y^ oder Xg = 0, X^ = imd y^ oder 
Xi = 0, X2 = verbinden; ist nämlich Xq, y^, Zq, t^ ein Punkt des 
Strahles q^ so hat man die Verhältnisse der Parameter v^, 1/2, v^ der 
Gleichungen (4) aus: 

ZU ermitteln. Umgekehrt bestimmen zwei Ebenen (4) mit gegebenen 
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Werten von v^iv^i v^ einen Strahl q des Bündels als ihren Durch- 
schnitt (vgl. § 43, (5)). Wir nehmen noch eine dritte Ebene; 
(5) 1/3X3 — 1/2X3 = 

hinzu, die nach § 51, (7) durch die Schnittlinie der Ebenen (4) geht, 
da identisch: 

Es geschieht dies nicht bloß der Symmetrie wegen, sondern auch zur 
notwendigen Ergänzung der Gleichungen (4) im Falle v^ = 0. Mit 
Hinzufügung des dualen Satzes können wir also sagen: 



Die Gleichungen: 

(6) Xi : X2 : Xj = Vi : t/2 : Vg 

stellest bei wechselnden Werten der 
Parameter v^, 1/3, i'j die einzelnen 
Strahlen des Strahlhündels in laufen- 
den PunJctkoordinaten x,y, z, t dar. 



Die Gleichungen: 
(6') üiiU^: Üq = j'i : t/2 : i'g 

stellen bei wechselnden Werten der 
Parameter t/^, t/g, v^ die einzelnen 
Strahlen des Strahlfeldes in laufen- 
den Ebenenkoordinaten u, v, w, s 



\dar. 
4. Die Farameterdarstellung der Elemente des Strahlbündels 
oder Strahlfeldes. Die Achsenkoordinaten der Grundstrahlen y^ ^2? ^s 
des Strahlbündels sind nach § 51, (5): 



3ä' = 




) ■ • • Uta 




die des Strahles (4) ebenso: 


&» = 






a<h 

1^2 



^'^ = 



h 



^l(^lQ'^^ + ^2Q2B + m^D ^ ' 



In gleicher Weise folgt allgemein: ^^®) 



Sind q^^ly ^^\, qfj die Ächsefi- 
Jcoordinaten der drei Grundstrahlen 
7ii 72} Vsy ^*^^ Strahlbündels, so 
sind die ÄchsenJcoordinaten des 
laufenden Strahles des Bündels: 

(7) 2*,=''i3iV + ".C+n2i';- 



Sind p^^l , p^^l, p^^l die Strahlen- 
koordinaten der drei Grundstrahlen 
9iy 92 y 9z ^^^^^ Strahlfeldes, so sind 
die Strahlenkoordinaten des laufen- 
den Strahles des Feldes: 



Die Formeln (7) geben, wenn die drei Grundstrahlen die Schnitt- 
linien der drei Ebenen u, v, w, s = l, 0^ 0, — Xq] 0, 1, 0, — y^; 
0, 0, 1, — Zq sind, also ihre Achsenkoordinaten q^^j, qfl^ qfl die Werte: 

1, 0, 0, 0, - ^0, yo'j 0, 1, 0, ^0, 0, - x^', 0, 0, 1, - yo, oc^, 

haben, und v^ = x, v^ = y\ v^ = / gesetzt wird, die Formeln § 50, (11. 

18* 
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Die Formeln (7') geben, wenn die drei Grundstrahlen die Ver- 
bindungslinien der drei Punkte x, y, z, t = a^, h^, c^, 0; a^, &2j ^j? 0; 
Xq, j/o? ^y 1 sind, also ihre Strahlenkoordinaten pj.'/, pjf/, pj^** die 
Werte: 

^2^0 — ^22/0> ^2^0 — ^^2^0? ötgj/o — ^^2^0? <^2} hf ^2? 
i^l^O — ^1^0^ ^l^^O — ö^i^O» Ö^i^o — ^^O? ^U \y ^17 
^1^2 ~ ^2^1» ^1% — ^2^1? ^1^2 — ^2^1? 0, 0, 

haben, und v^ = w', i/j = — v', i/g = s' gesetzt wird, die Formeln § 50, (9). 

5. Begriff der Perspektiven Lage von Bündel und Feld. Wird 
ein Bündel von Ebenen und Strahlen von einer nicht durch seinen 
Mittelpunkt gehenden Ebene geschnitten, so wird das von der Ebene 
getragene Feld von Strahlen und Punkten .^yperspektM^ auf das Bündel 
bezogen und umgekehrt (vgl. § 5, 1 ; § 52, 1). 

Jeder Ebene des Bündels entspricht der mit ihr vereinigt liegende 
Strahl des Feldes, jedem Strahl des Bündels der mit ihm vereinigt 
liegende Punkt des Feldes und umgek^rt. 

6. Analytischer Ausdruck der Perspektiven Beziehiing. Das 

Bündel mit dem Scheitel S und den Grundebenen T^, F^, Fg werde 

von einer beliebigen Ebene 2J, die nicht durch S geht und die 

Gleichung: 

(8) X^ = a^x + \y + c^z + dj^0 

hat, geschnitten (Fig. 288). 

Verstehen wir unter A^, B-, C^, D^ (i = 1, 2, 3, 4), wie in § 51, 5, 
die Unterdeterminanten der Determinante D der Koeffizienten in (1) 

und (8), so haben die drei Punkte (tj, 
(rg, 6r3, in denen die Kanten y^, y^, y^ 
(Fig. 288) die Ebene 2 treflFen, nach 
§ 51, 7 gerade die Gleichungen (1'). 

Die drei Grundpunkte G^, 6r,, G^ 

des Feldes 2J liegen also mit den drei 

Grundstrahlen y^, y^j y^ des Bündels 

und daher auch die drei Grundstrahlen 

9i7 9ij 9z 7 d^s Feldes mit den drei 

Fig. 288. Grundebenen F^, Tg, Fj des Bündels 

vereinigt. 

Die Koordinaten m, v, w, s einer durch ihre Parameter /ij, fi^, /Xj 

gegebenen Ebene (2) des Bündels sind wie in (3): 




Digitized by 



Google 



(9) 



§ 54, 1. 277 

Durch Addition der mit A^, B^, 6\, D^ oder A^^ B^^, Cg, D^ 
oder A^, A^, Cj, Dg multiplizierten Gleichungen (9) folgt nun mit 
Rücksicht auf (1') (Anm. 1, III, (17)): 

Die Koordinaten der Ebene /i^, /ig, ftg des Bündels genügen also den 
Gleichungen : 

die Ebene geht daher immer dann und nur dann durch den Strahl (6'), 
wenn: 

(10) /*i:/*2^"8 = ^i:»'2:n- 
Ebenso gilt die duale Betrachtung, also: 

Sind die Ebenen und Strahlen eines Bündels bemglich durch die 
Gleichungen: 

(11) ^1 Xi + /igXg + ^gXg = 0, (12) Xi : Xg : Xg = v^ iv^iv^ 

in Funkikoordi'naten x^ y, z, t gegeben, so sind die Strahlen und Punkte 

eines perspeMiven Feldes entsprechend durch die Gleichufigen: 

(13) U,:U,:U,^(i,:ii,:fi, (14) r,ü, + v,ü, + v,U,^ 

in Ebenenkoordinaten u, v, w, s dargestellt 

Zu gleichen Werten der Parameter fti : fi2 • f^s gehören entsprediende 
Ebenen des Bündels und Strahlen des Feldes, zu gleichen Werten der 
Parameter v^ : v^ : 73 entsprechende Strahlen des Bündels und Punkte 
des Feldes (vgl. § 52, (13) und (16); (25) und (28)). 

Bei vereinigter Lage des Koordinatendreiecks der unendlich 
fernen Ebene in § 49, 2; 4 und des Koordinatendreikants des Bündds 
in § 49, 6; 6 haben auch dort perspektiv entsprechende Elemente der 
unendlich fernen Ebene und des Bündels gleiche und gleichbe- 
zeichnete Parameter (Koordinaten) x, y, z für Punkte und Strahlen 
und w, v, m; für Strahlen und Ebenen.^^) 

§ 54. Die Transversalensätze für die ränmliclie Ecke. 

1. Analytische Bestimmung der Ecke. Die Richtungskosinus 
der drei gerichteten Kanten e^^ e^, e^, einer Ecke (eines Dreiflachs 
oder Dreikants), deren Scheitel der Anfangspunkt des rechtwinkligen 
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Koordinatensystems Oxyz ist, seien in bezug auf dieses a^, 6,, c^; 
«,, &2, ^; Ö8,&3; ^8 (Fig. 289). 

Die Gleichungen der Kanten sind dann nach § 49, 9 in laufen- 
den Ebenenkoordinaten u, v, w im Bündel, und zwar in der Normal- 
form: 

XJ^ =» a^u + \v + c^w == 0, 

U^ = öTgM + h^v + c^w = 0, 



(1) 



£^8 = ajM + fejv + Cgt«; == 0. 



Die Gleichungen der Seitenflächen E^, Eg, Ej, der Ecke sind 
dann nach § 49, (8) in laufenden Strahlenkoordinaten x, y, z im 

Bündel: 




a,^c, 



X^^A,x + B^y+C,z^O, 

(2) \x, = A,x + B,y + C,z = 0, 
Xs ^ A,x + £3!/ + C,z = 0, 

wo unter J-^, -Bj, . . ., C3 die Unterdeter- 
minante dei- nicht verschwindenden Deter- 



minante der Koeffizienten a^, 61,...,' c^ 
^^ zu verstehen sind (§ 47, (17)). 

Um die inneren und äußeren Win- 
kelräume zwischen den Seitenflächen (2) 
zu bestimmen, geben wir einen im Inneren der räumlichen Ecke liegen- 
den Strahl x\ y, z (Fig. 289). Die diesen Strahl enthaltenden Winkel- 
räume zwischen zwei Ebenen (2) sollen als äußere im Sinne von 
§ 49, 16 gelten (vgl. § 25, 1). 

Danach setzen wir zur Abkürzung (vgl. § 49, (28); (29)) mit 
i=l,2, 3: 

(3) K,^^,^/AfVB^-^C-, f,==~sign.(4.^'+£,y'+C,0. 

2. Transversalebenen und Teilstrahlen. Die Gleichungen dreier 
Transversalebenen T^, Tg, Tj (Fig. 290a), welche die Winkel der 
Ebenen E^, Eg, E3 in den Sinus Verhältnissen A^, Ag, I3 teilen, so daß: 

sin Es ^8 _ \ sin E1T5 _ ^ 



(4) 



sm Eg T^ ^_ ^ p*" »-8 ' 8 __ -. "*" »-1 • 8 

sinEgTi 1' sin El Tg ~ ^' sin E^Tj 



'^S' 



lauten nach §49, (27); (28) in laufenden Strahlenkoordinaten a;, y, -sr: 



(5) Xg - ft^Xj 
Hierin ist: 

(6) 



0, X3 — ft2^i-=0, Xj — /A^Xg^O. 



Xj j Xg j Xj . 

/*! — ^ Aj, f*2 ~ T ^2> /*3 *~ ^ '^8- 



^, 



Die Gleichungen dreier Teilstrahlen f^, ^2? ^s? (^^g- 290 b), welche 
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die Winkel der gerichteten Kanten e^, e^, e^ in den Sinusverhältnissen 
^if ^2; ^3 teilen, so daß: 

sin e^ti - 

sin e^t^ ^ ' 



(7) 



sin €j*g _ - 
'7~r — ^iy 



sin e^ t^ ^ ^ 
sine,*, *' 



sin 6| r 2 oxAi. og «'s 

sind nach § 49, (17) in laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w, im 

Bündel: 

(8) U,-X,ü,^0, üs-hUi-^0, U,-X,U,=^0. 




Fig. 290 a. 



Fig. 290 b. 



3. Bedingungen für drei Transversalebenen durch einen Strahl 
xind drei Teilstrahlen in einer Ebene. Wenn die drei Tranlaversal- 
ebenen (5) alle durch einen Strahl l>o ==* ^o? J/o? ^o geten, so haben die 
Parameter fti, [i^, ft^ die Werte: 
<9) ^i = X,«:X,», ii,^X,^:X,\ ;i, = X,»:X,«, 

WO Xj®, Xg®, Xj® die fürslen Strahl ^^ gebildeten Ausdrücke X^, Xg, Xg 
sind. Daher ist (vgl. (6)) : 

(10) (ii^2(^s^^hh=^ 1- 

Ist umgekehrt bei gegebenen ft^, /ig? f^s ^^® Bedingung (10) erfüllt, 
so kann man (vgl. § 25, 4) ft^, ftg? /*3 durch drei Konstanten Xj®, Xg®, X3® 
in der Form (9) darstellen; gleichzeitig gibt es sfcets einen bestimmten 
Strahl Xqj y^, z^, der den Gleichungen: 

(11) A,x^ + B,y^ + C,z^^QX^9 

mit einem Proportionalitätsfaktor q genügt und daher auch den mit 
den Parametern (9) gebildeten Gleichungen (5). Die drei Ebenen (5) 
gehen daher alle durch diesen Strahl. 

In entsprechender Weise ergibt sich der duale Satz, wobei die 
Normalform der Gleichungen (1) nicht mehr wesentlich ist. Denn 
haben diese nicht die Normalform, so treten in (8) für die drei Para- 
meter Ai, lg, Ag drei neue Parameter ftj, ftg, ftg ein, die sich, wie in 
(6), von Ai, Ag, A3 nur um konstante Faktoren von der Form K^' : X3', 
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K^: Zi', jB^/: K^ unterscheiden (vgl. § 49, (20)), also auf das Produkt, 
wie in (10), ohne Einfluß sind. 

4. Die Transversalensätze. Wir sprechen daher das gefundene 
Resultat also aus (vgl. § 25, 5): • 



(12) 



I. Die drei Transversalebenen: 

Xi — ^3X3 = 

des Dreiflaehs X^ = 0, Xg = 0, 
X3 = gehen immer dann und 
nur dann durch einen Strahl, wenn: 

(13) /^l/*2i^3==l- 

IL Die drei Transversalebenen 
(12) gehen immer dann und nwr 
dann durch einen Strahl p^, wenn 
die Parameter ^j, yi^, ^g von den 
Verhältnissen dreier Konstanten 
Xi«, Xg^ XgO in der . Weise: 



(14) 



^1 - X, ? 



f^3 = 



f*2 = 



X/' 



abhängen. Zwischen diesen Kon- 
stanten und den Koordinaten x^, 




Fig. 291a. 



yo> ^Q ^^^ Strahles p^ bestehen die 

Beziehungen (^= 1, 2, 3) : 

(15) A,x, + B,y, + C,z,^QX^?. 



(120 






1/ Die drei Teilstrahlen: 

^8^4 = 

des Dreikants ?7i = 0, T/^ == 0, 
üj == üiegrm immer dann und 
nur dann in einer Ebene, wenn: 

(13') /*i/*2f*s = l- 

11'. Die drei Teilstrahlen (12') 
liegen immer dann und nur dann 
in einer Ebene IIq, wenn die Paror 
meter fti, ftg, [i^ von den Verhält- 
nissen dreier Konstanten ü^ , TJ^y 
U^ in der Weise: 



(14-) 






N = 



'ü,o 



CT,«,' 



abhängen. Zwisciien diesen Kon- 
stanten und den Koordinaten u^, Vj, 




Wq, der Ebene 11^ bestehen die Be- 



(i = l,2,3): 
(15') a^UQ + b^VQ + c^w^ = qU9. 



Endlich unabhängig vom Koordinatensystem:^) 
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I\L Drei Transversal^enenJ^yJ 2,^ III'. Drei Teilstrahlen t^, t^, t^ 

Tg der Ecke E^, Eg, Eg (Fig. 291a) i der Ecke e^, e^, e^ (Fig,291b) liegen 

gehen immer dann und nur dann \ immer dann und nur dann in einer 

durch einen Strahl p^, wenn: | Ebene ZZq, wenn: 

.^gx sinEaTt sinEgT g sin £^ T, ^ - | /ig'\ 8iJi«j*i_ «"^^8^8 . sin e^ t^ ^ . 
^ ^sinEjTi sinEjTj sinEjTj *1^ ^sin^j^ Bine^t^ sine,^j 

5. Die Halbierungsebenen und Halbierungslinien der Winkel 
der Fläohen und Kanten. Die Halbierungsebenen der inneren Flächen-. 
Winkel der räumlichen Ecke, der äußeren Halbierungsebenen im Sinne 
von § 54, 1, entsprechen den "Werten A^ = 1, ^2 = 1; ^« = 1? ^i® ^^^ 
äußeren Flächen winkel der Ecke den Werten A^ = — 1, Aj = — 1,. 
Ag = - 1 in (4) (vgl. § 25, 6). Daher folgt aus (16): 

Die Halbierungsebenen der drei inneren Fläcfienwinkely ferner die 
Halbierungsebenen zweier äußeren und des dritten inneren Flächenwinkels 
schneiden sich jedesmal in einer Geraden. 

Die inneren Halbierungslinien der Kantentvinkel entsprechen nach 
§ 35, 4 den Werten Ai' = --1, A2'== — 1, A3'=— 1, die äußeren den 
Werten A/ =» 1, Ag' = 1, Ag' = 1 des Teilungsverhältnisses in (7). Da- 
her folgt aus (16'): 

Die Halbierungslinien der drei äußeren Kantenwinkel, femer die 
Halbierungslinien zweier äußeren und des dritten inneren Kantenwinkels 
liegen jedesmal in einer Ebene 

6. Übergang auf das sphärische Dreieck. Wenn um den Scheitel O 
der Ecke eine Kugel beschrieben wird (Fig. 292), so wird diese von 
den Seitenflächen der Ecke in größten 
Kreisen Ej, Eg, Eg und von den Kanten 
der Ecke in je zwei diametralen Punkten 
^19 ^5 ^i9 ^2? ^8; h geschnitten. Den 
Transveraalebenen T^, T^, Tg entsprechen 
größte „Transversalkreise", die bezüglich 
durch die Punkte ^j und e/, e^ und e^y 
Cq und 6g' gehen; den Teilstrahlen t^^ ^g, 
^ entsprechen je zwei diametrale Teil- 
punkte t^j ^/; ^2, ^'; ^g, t^\ 

Unter der Bedingung (16) gehen 
die Transversalkreise T^, Tg, Tg je alle 
drei durch zwei diametrale Punkte; unter 
der Bedingung (16') liegen die Teilpunktpaare ^j, ^Z; ^2; V? ^s? ^s' ^^^ 
auf einem größten Kreise. 

Insbesondere gehen nach § 54, 5 die drei größten Kreise, welche 




Fig. 292. 
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Fig. 293. 



die drei inneren oder zwei äußere und den dritten inneren Winkel eines 
sphärischen Dreiecks halbieren, jedesmal durch zwei diametrale Funkte. 

Nennen wir ferner Außenseite (Kom- 
plement) einer Seite ßg^s ^^^ sphärischen 
Dreiecks e^e^e^ den Bogen e^e^ oder 
e^e^ (Fig. 292), der die Seite zu ainem 
Halbkreis ergänzt^ so folgt aus § 54, 5 : 
Die Halbierungspunkie dreier Außen- 
seiten eines sphärischen Dreiecks sowie 
die Halbierungspunkte zweier Seiten und 
der dritten Außenseite liegen jedesmal 
in einem größten Kreise. 
7. Übergang von den Transversalebenen auf die Teilstrahlen. 
Die durch die Kante e^ gehende Transversalebene: 

Xg + /ij Xj = 
(Ti in Fig. 293) schneidet die Gegenfläche: 

in einem Strahle t^, der nach § 49, (8') die Gleichung hat: 

U VW 

A^ + ^^A^ J?2 + (^1^9 

oder (Anm. 1, II, (5)) mit Benatzung der Abkürzungen (1): 

In gleicher Weise folgt allgemein: 

Die Transversalebenen: Die Teilstrahlen: 



Ca+ftC, 







(17) {■ 



(X2 + ftiX3=0, x.^+^^x^=o, 
Xj + /fjXg = 

schneiden die Gegenflächen in den 
Strahlen: 



(18) 



ü,- 



Ji — C's = f^> 



V, 



TJ. 



1 






(IT) 



werden mit den Gegenkanten durch 
die Ebenen verbunden: 



(18-) 



2 ^^ 8 ; 



' Xq X, = 

3 ^ 1 



= 0, 



X, -^ ^ x, = o. 



8. Zweite Form der Transversalensätze. 
Die drei Ebenen (18') gehepj Die drei Strahlen (18) liegen 
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(19) 



(20) {' 



nach § 54, 4 II durcli einen Strahl 
i?o, wenn: 

_1_ ^ AV 

Wir erhalten daher die Sätze 

IV. Die Verbindungsebenen der 
Teilstrahlen: 

mit den Gegenkanten gelten alle durch 
einen Strahl, wenn die Parameter 
/*!> 1^2 f f^3 ^^** ^^^* Konstanten Xj", 
Z2^ ^8^ in der Weise (19) ab- 
hängen. 

Die Koordinaten Xq, y^, z^ des 
gemeinsamen Strahles p^ stehen mit 
diesen Konstanten in der Beziehung: 
A,x^ + B,y, + C,z^^QX,\ 
i = 1, 2, 3. 

Nach (19) ist ftjittgftg = 1, 
während die negativen Parameter 
Ton (20), wie A^, X^, Aj in §54, 2 die 
Bedeutung (7) haben. Daher folgt 
wie in § 54, 3: 

V. Die Verbindungsebenen T^ , Tg , 
T3 dreier Teilstrahlen t^, t^, t^ der 
Hclce mit den Gegenkanten e^, e^, e^ 
gehen durch einen Strahl immer dann 
nnd nur dann, wenn: 



(21) ( 



(22) 



sin 6, t, sin e, t^ 



sin e, % 



sm e, t^ 
= - 1. 



nach 


^ 54, 4 II' in einer Ebene, 


wenn: 


(19') 


f 1 C^,^ 1 ü,^ 
1 CT/ 



(20') (■ 



IV'. Die Schnitäinien der Trans- 
versalebenen: 

Xi H-iiigXg — O 

mit den Gegenflädien liegen alle in 
einer Ebene, wenn die Parameter 
1*^17 fhf N ^^^ ^^'^i Konstanten U^, 
ü,"", Ü3O in der Weise (19') ah- 
hängen. 



Die Koordinaten w^, Vq 



Wq der 



(20 { 



gemeinsamen Ebene stehen mit den 
Konstanten in der Beziehung: 

a^u^ + ^^0 + ^i^o =- 9 Ui^y 
i= 1,2,3. 

Nach (19') ist fiifi^^^ = 1, 
während die negativen Parameter 
von (20'), wie in § 54, 2, die Be- 
deutung (6); (4) haben. Daher 
folgt wie in § 54, 3: 

V. Die Schnitäinien t^^t^, t^ dreier 
Transversalebenen T^, Tg, T3 der 
Ecke mit den Gegenflächen E^ , Ej , Eg 
liegen in einer Ebene immer dann 
und nwr dann, wenn: 



(22') 



9. 



sm 6,^3 
Harmonikaiebene und Harmonikaistrahl. 



sin Ej Ti sin Eg T^ 
sinEjTj sinEjTg 

siii^ijs 
sinEjTj 






Sei Po = ^0? ^o; ^0? ^^"^ g^g^be- 1 Sei 11^ = u^, Vq,Wq eine gegebene 



ner Strahl. Sind dann: 



i Ebene. Sind dann: 



Digitized by 



Google 



284 



§ 54, 9. 



(23) 






(230] 






die Gleichungen seiner Verbin- 
dungsebenen Ti, Tg, Tj mit den 
Kanten der Ecke^ so ist nach , 
§ 54, 4, H: : 



die Gleichungen ihrer Schnittlinien 
tj^, t^, t^ mit den Seitenflächen der 
Ecke, so ist nach § 54, 4, IF: 






(240 



/*8- X,«' 



wo: 



{2b) X,^=A,x^ + B^y^ + C,z,. ! 

Die vierten harmonischen Ebe- 
nen T^', Tg', Tg' durch die Kanten 
«i; ^2? % bezüglich zu Eg, E3, T^, i 
zu E3, Ej, Tg, zu Ej, Eg, Tg sind| 
nach § 49, (28) (vgl. § 42, (29)): \ 

^ M X, + .«3X^ = 0. 

Damit die Schnittlinien ti,t^\ t^ 
dieser drei Ebenen T^', T^', Tg' mit 
den Gegenflächen E^, Eg, Eg in 
einer Ebene 7/q = «„, Wq, m;q liegen, | 
müssen nach § 54, 4, IV die Para- ; 
meter jUj, ftg, fij von drei Konstan- • 
ten TJ^, V^y V^ in der Weise ab- 1 
hängen: 

(27) 



(26 



■A 



f*8== 






und zugleich für die Ebene Wq, t;^, 
tc^o die Gleichungen (21') bestehen. 
Das erstere ist nach (24) der 
Fall*, man hat nur: 



(28) 






IV" 



Y » 
-^2 



7^^ _ ^_ 



^ ~ C/,0' •**»" CT/' 

wo: 

(25') C/;^ = ü^Uq + biVQ + c^Wq. 

Die vierten harmonischen Strah- 
len ^1', ^2', fg' in den Seitenflächen. 
El, Eg, Eg bezüglich zu e^, e^, t^, 
zu Cg, ^1, ^, zu Cj, ^2, ^g sind nach 
§ 49, (20): 

f^i + ^8^4 = 0. 

Damit die Verbindungsebenen 
Tj', Tg', Tg' diesen drei Strahlen ^', 
^2', ^g' mit den Gegenkanten e^, ^2? ^jt 
durch einen Strahl Pq==^ Xqj y^, z^ 
gehen, müssen nach § 54, 4, IV 
die Parameter fi^, ju,, fi^ ^^^ ^^^^ 
Konstanten X^^, X2^ Xg^ in der 
Weise abhängen: 

(27') ^^ "^^ 

und zugleich für den Punkt x^y y^y 
z^ die Gleichungen (21) bestehen. 
Das erstere ist nach (24') der 
Fall; man hat nur: 

(28') 



c/-/ 



L- 






1 
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zu nehmen. Setzt man aber diese ; zu nehmen. Setzt man aber diese 

Werte der Konstanten Xf^ in die 
Gleichungen (21) ein, so erhält man: 

1 



Werte der Konstanten C/,.® in die 
Gleichungen (21') ein, so erhält man: 

(29) 0^14^ + I.Vq + C^Wq - Q -^0 



(29') Ä,x, + B,y, + C,z,^Q 



und durch Auflösen mit einem Proportionalitätsfaktor 6: 



(30-) 



6Uq — ^^0 + x^o + x^o ; 




7? 7? 7? ' 


(30) 


c, , C, ,0, 





<y^A 



^^0 = 



<y^n = -, 



"'- + 


CT,« ^ 








6, 




-'- + 





Verbindet man einen gegebenen ' Schneidet man eine gegebene 
Strahl ])q mit den drei Kanten e^, \ Ebene IIq mit den drei Seitenflächen 
e^j ^3 der Ecke durch die Ebenen\E^,E^,E^einer Ecke in den Strah- 



Ti, T^, T3 und konstruiert an jeder 
Kante die vierte harmonische Ebene 



lent^ft^ft^ und. Iconstruiert in jeder 
Seitenfläclie den vierten harmoni- 



Tj', T2', T3', so schneiden diese die sehen Strahl </, t^, i^\ so geJien die 
Gegenflächoi in drei Strahlen t^, j Verbindungsebenen Ti', Tg', T,' die- 
h\ h\ ^^^ ^** ^^**^^ Ebene liegen. \ser Strahlen mit den Gegenkanten 

I durch einen StraM Pq. 
Diese mittels (30) durch p^ = 1 Dieser mittels (30') durch FIq = 
Xq, Pq, Zq bestimmte Ebene 11^ heißt Uq, Vq, Wq bestimmte Strahl Pq heißt 
die Harmonikaiebene des Strahles p^, der Harmonikaistrahl der Ebene IIq. 

10. Die Beziprozität von Harmonikaiebene und Harmonikal- 
strahl. Da die beiden Gleichungssysteme (29) und (29') mit Rück- 
sicht auf (25) und (25') miteinander identisch sind, und je den Strahl 
Pq = Xq, y^, Zq und die Ebene Wq, Vq, Wq wechselseitig eindeutig durch- 
einander ausdrücken, so folgt, daß die Harmonikaiebene IIq eines be- 
liebigen Strahles Pq diesen als Harmonikaistrahl und der Harmonikai- 
strahl Pq einer beliebigen Ebene Hq diese als Harmonikaiebene hat. 

Je ein Strahl und eine Ebene des Bündels entsprechen sich als 
Harmonikaistrahl und Harmonikaiebene in bezug auf eine Ecke tvechsel- 
seitig eindeutig (vgl. § 26, 2). 

Zwischen den Koordinaten a;^, y^, Zq und Uq, Vq, Wq beider be- 
stehen nach (29) und (29') die Gleichungen: 



(31) 






Auch ergibt sich durch Addition der mit x, y, z multiplizierten 
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Gleichungen (30) und durch Addition der mit w, v, w multiplizierten 
Gleichungen (30') bezüglich: 



Die Gleichung der Harmonilcal- 
ebene des Strahles Xq, y^, Zq lautet 
in laufenden Strahlenkoordinaten x, 
y, z im Bündel: 

(32) |V + |V + |V = 0. 



Die Gleichung des Harmonikal- 
Strahles der Ebene Uq, Vq, Wq lauiet 
in laufenden Ebenenkoordinaten w, 
v, w im Bündel: 



(320 






+ 









= 0. 



§ 55. Transversalebenen des Tetraeders. 

1. Gleichungen der SeitenMohen und Ecken des Tetraeders. 

Die Gleichungen der rier Ebenen Ej, Ej, Ej, E^ und der Ecken E^, 
E^, E^, E^ eines Tetraeders seien in laufenden Punktkoordinaten x, 
y, z, t und laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w, s bezüglich (vgl. 
§ 51, 7): 

X^ = a^x + \y + c^z + d^t=^0, | 

X^=^a^x + \y+c^z + d^t = 0, 

X^^ a^x +b^y + c^z + d^t^O, 



(1) 



(1') 



Ü^^A^u+B^v+C^w+D^s=^Q, 
U^-^^A^u+B^v-^C^w+D^s^Oy 
U^=-A^u+B.,v+C^w+D^s=0, 
l\^A^u+B^v+C^w+D^s==0, 



\ X^^a^x + b^y + c^z + dj) = 0. 
Die Kanten des Tetraeders seien mit: 

(2) E, X E, = e,„ E,E, = e,„ hi = 23, 3 1, 1 2, 1 4, 24, 34 

benannt; e^^,. und Sj^^ sind Gegenkanten; jede Kante ist doppelt be- 
zeichnet £28 == ^14? ^sw. Der Koordinatenanfangspunkt liege im Innern 
des Tetraeders^ und nach ihm seien die Seitenflächen gerichtet (vgl. 
§ 41, 1). Es sei ferner zur Abkürzung gesetzt: 

(3) *, = e,V7f+W+Wy ^i = - sign. d„ i = 1, 2, 3, 4 
3. Transversalebenen und Teilpunkte. 



Sechs beliebige durch die sechs 
Kanten f^^. gelegte Transversalebe- 
nen T;^. mögen die Winkel der ge- 
richteten Ebenen E^ und E^ im 
Sinusverhältnis kj^^ teilen, so daß: 



(4) 



sinE;J^,- 



-hi' 



sinEjÄ,. 

Die Gleichungen der sechs Trans- 
versalebenen lauten nach §42, (15): 



Sechs beliebige auf den sechs 
Kanten e^^ angenommene Teilpunkte 
Tj^^ mögen die Strecken der Punkte 
Ef^ und E^ im Streckenverhältnis 
A^. teilen, so daß: 

(4-) 






Die Gleichungen der sechs Teil- 
punkte lauten nach § 46, (3): 
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(5) 

wo: 

(6) 



^3 - »"S4^4=0, 



^Är 






(50 



wo: 
(6') 



C^i - i^i2 f^a = 0, 

f^S — ."84 C^4 = 0, 



D. 



/*Ä« ■"" 7) ^hi' 



3. Notwendige und hinreichende Bedingung für sechs Trans- 
versalebenen durch einen Punkt. Wenn die sechs Transversalebenen 
(5) alle durch einen Punkt Pq = Xq, y^, z^j t^ gehen, so muß: 

sein, wo X^ und X^ die für den Punkt P^ gebildeten Ausdrücke 
Xj, X^ in (1) sind. Es hängen also die sechs Parameter der Gleichungen 
(5) in der Weise: 

(7) Hi 






von den Verhältnissen der vier durcJi Pq hesHnimtm Konstanten X^ ab. 
Wenn umgekehrt die Parameter der Gleichungen (5) von vier be- 
liebig gegebenen Konstanten X^ in der Weise (7) abhängen, so werden 
diese Gleichungen sämtlich durch einen Punkt P^ erfüllt, dessen Koordi- 
naten Xq, y^y Zq, t^ mit den gegebenen Konstaaten in der Beziehung 
stehen * 
(8) * a,XQ + b,yQ + e,ZQ+d,tQ^QX,^, Ä = l,2,3,4, 

unter q einen Proportionalitätsfaktor verataaiden. Durch die Glei- 
chungen (8) ist aber der Punkt P^ immer eindeutig bestimmt (Anm. 
2,111,2), da wie in §51,7 die Determinante der Koeffizienten von 
Null verschieden ist. 

4. Die Transversalensätze.®^) Indem wir den dualen Satz hin- 
zufügen, erhalten wir das Resultat (vgl. § 25, 6 II; 11'): 



I. Die sechs Transversalebenen: 
(9) X,-.tt,,X, = 

durch die Kanten des Tetraeders 
Xj = gehen immer dann und nur 
dann durch einen Punkt Pq, wenn 
die sechs Parameter ft^^ von den 
Verhältnissen von vier Konstanten 
X^® in der Weise abhängen: 

(10) .«H=5o. 



r. Die sechs Teilpunhte: 
(9') U,-(.,,U, = 

auf den Kanten des Tetraeders C/^,= 
liegen immer dann und nur dann 
in einer Ebene ITq, wenn die sechs 
Parameter ft^^. von den Verhältnissen 
von vier Konstanten U^ in der Weise 
abhängen: 

(10') 



P/t" 
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§ 55, 5. 



Die vier Konstanten stehen 
den Koordinaten x^, y^ 



^0? ^0 



mit 

des 



Punktes Pq in der Beziehung: 



<ii) 



1 =( 



qX<>, ä- 1,2, 3, 4. 



Die vier Konstanten stehen mit 

Sn der 



den Koordinaten w, 

Ebene Dq in der Beziehung: 



Qy 



«^0? ^0 



Setzen wir nun: 
<12) X,^ = k,p„ 



(11') I 



(12") 



^qU,", A = 1,2,3,4 



U,' = B,q„ 



SO geht aus (10), (10') mit Rücksicht auf (6), (6') hervor: 



<13) 



"^hi 



= -* (13') Ki- — ' 

Pf ^ ^ ** «.• 

Umgekehrt folgt aus (13) vermöge (12) und (6) wieder (10). Wir 

können daher die vorigen Sätze auch so aussprechen (vgl. § 25, 5, III; III'): 

n. Legt man durch die sechs \ 11'. Wählt man auf den sechs 

Kanten Cj^^ des Tetraeders der vier 



Kanten s.. des Tetraeders der vier 



^A< 



Ebenen Ej^ sechs Transversalebenen] Punkte jB^ sechs Teilpunkte T,,^, so 

liegen diese immer dann und nur 
dann auf einer Ebene ITq, wenn die 
sechs Teilungsverhältnisse, nach denen 
sie die Kantenlängen teilen^ von den 
Verhaltnissen von vier Konstanten 
qj^ in der Weise abhängen: 



^hiy ^^ gehen diese immer dann und 
nur dann durch einen Punkt Pq, 
wenn die sechs Teilungsverhältnisse, 
nach denen sie die Flächenwinkel 
des Tetraeders teilen^ von den Ver- 
Mltnissen von vier Konstanten pj^ 
in der Weise abhängen: 

«li ^h^hi _ Ph_ 
Pi ' 



<14) 



hi- 



sin EJä.- 



(14') 









Die Konstanten p^ oder ^^ in (12), (12') bedeufccA nach § 41, (6) 
und § 45, (15) im wesentlichen die Abstände des Punktes Pq von den 
lEbenen (1) oder der Ebene IIq von den Ecken (1'). 

5. Halbierungsebenen der Flächenwinkel und Halbierungs- 
punkte der Kanten. Für die Halbierungsebenen der inneren Flächen- 
winkel des Tetraeders (bei der in § 55, 1 über gemachten Voraus- 
setzung der „äußeren" im Sinne von § 42, 5) ist A^^ = 1, so daß 
die Bedingung (14) mit p^ = 1, p^ == 1, 2h ^ h Pa^ ^ erfüllt ist: 

Die Halbierungsebenen der secJis inneren Flächenwinkel des Tetra- 
eders gehen alle durch einen Punkt 

Ebenso wird mit p^ = 1, jjg = 1, i^s = 1, p^ = — 1 : A^g = 1, Agi = 1, 

^12 = 1> ^14 == — 1? ^24 = ~" 1? ^84 = "• 1^ ^^d folgt aus IL 

Die Halbierungsebenen der drei inneren Winkel dreier Seitenflächen 
El, E2, Eg und die drei Halbierungsebenen der drei Außenivinkel an 
der vierten Seitenfläche E4 gehen alle durch einen Punkt 
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Der duale Satz hierzu lautet: 

Die Ebene durch die Mittelpunkte dreier von einer Ecke E^ aus- 
gehenden Kanten ist der gegenüberliegenden SeitenfläcJie E^ parallel (vgl. 
§ 25, 6). 

6. Übergaag von den Transversalebenen auf die Teilpunkte. 
Die durch die Kante s^s gehende Transversalebene: 

X^ + ^28^3 = 

schneidet die Gegenkante: 

in einem Punkte, der nach § 47, (15') die Gleichung hat: 
u 

a^ 
oder mit Benutzung der Abkürzungen (1'): 

^i — /*28 ^2 =" 0. 

Im gleicher Weise folgt allgemein: 



V 




w 




s 


h 


+ ft»»*» 


Cj 


+ ^18^8 


^ + nA 


h 




Cl 




d. 


h 




C4. 




d. 



Die Transversalebene: 

(15) X, + ^,,X, = 0, 
Äi = 1, 2, 3, 4, schneidet die Gegen- 
kante in dem Funkte: 
1 



(16) 



* Hi • 



0. 



Die VerUndungseiiene des Teil- 
punktes: 

(150 U, + ii,,U, = 0, 
Ai = 1, 2, 3, 4, mit der Gegenkante 
hat die Gleichung: 



(160 






0. 



7. Zweite Form der Transversalebenensätze. 

DiesechsEbenen(16')gehennach | Die sechs Punkte (16) liegen 
§ 55, 4 I durch einen Punkt, wenn: | nach § 55, 4 Y in einer Ebene, wenn: 



1 



X,' 



1 



^l 

U;'' 



Wir erhalten daher die Sätze (vgl. § 25, 12): 



IIL Die Verbindungsebenen der 
sechs Tälpunkte: 
(17) U, + ii,,U, = 

auf den Kanten Cj^^ mit den bezüg- 
lichen Gegenkanten Bj^^ gehen alle 
durch einen Punkt, wenn die sechs 

Staude, analyt. Geometrie. 



ni'. Die Schnittpunkte der sechs 
Transversalebenen : 
(17') X, + ti,,X,= 

durch die Kanten £^,. mit den bezüg- 
lichen Gegenkanten Cf^^ liegen alle 
in einer Ebene, wenn die sechs Para- 



19 
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§ 66, 8. 



Parameter fi^^ von den Verhältnissen 
von vier Konstanten X/ in der Weise 
abhängen: 
(18) 



X,* 



Die Koordinaten des gemein- 
samen Punktes stehen wie in (11) 
mit den Konstanten in der Be- 
ziehung: 



(19) 



\ =(,X,o, Ä = l,23,4. 



meter ^^^ von den Verhältnissen von 
vier Konstanten Z7^® in der Weise 
abhängen: 

(180 






Die Koordinaten der gemein- 
samen Ebenen stehen wie in (11') 
mit den Konstanten in der Be- 
ziehung: 



(19' 






qU,', ä = 1,2,3,4. 



8. Harmonikalebene eines Punktes und Harmonikaipunkt einer 
Ebene (vgl. § 26, 1). 



Sei Po = Xqj j/o? ^07 h ein ge- 
gebener Punkt. 
Sind dann: 

(20) X,-^,,X, = 

die Gleichungen seiner Verbindungs- 
ebenen mit den sechs Kanten ej^^ 
des Tetraeders, so ist wie in § 55, 3: 



(21) 



"hl 






Sei 77^ = Wo; v^, w^, Sq eine ge- 
gebene Ebene. 
Sind dann: 

die Gleichungen ihrer Schnittpunkte 
mit den sechs Kanten e^,. des Tetra- 
eders, so ist: 

(21-) f'», = ^, 



wo die Konstanten X^ und U^ die Werte haben Qi = 1, 2, 3, 4) : 



(22) X,'=a,x, + \y, + e,z^ + d,t^. 

Die vierte harmonische Ebene 
zu den durch die Kante Sj^^ gehen- 
den drei: 

x, = o, x, = o, x,-,.,,x, = o 

ist dann nach § 42, 11: 

(23) X, + ^,,X, = 0. 

Damit die Schnittpunkte der 
sechs Ebenen (23) mit den Gegen- 
kanten 



ej^^ in einer Ebene U^ 



^0) 



t'o, Wqj Sq liegen, müssen nach IIF 
die Parameter fi^^^ von vier Kon- 
stanten Uj^i in der Weise (18') ab- 
hängen, und zugleich zwischen 



(22') U,==Ä,u,+B,v,+C,w,+D,s^. 

Der vierte harmonische Punkt 
zu den auf der Kante e^^ liegen- 
den drei: 

ü, = 0, ü, = 0, U,-t,,,U, = 
ist dann nach § 46, 5: 

(230 U, + [i,,U, = 0. 

Damit die Verbindungsebenen 
der sechs Punkte (23') mit den 
Gegenkanten Sj^. durch einen Punkt 
•Po = ^07 yof ^07 ^0 gehen, müssen 
nach ni die Parameter ^j^. von vier 
Konstanten Xj^^ in der Weise (18) 
abhängen, und zugleich zwischen 
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diesen und den Koordinaten Uq, Vq^ 
Wq,Sq die Gleichungen (19') bestehen. 
Das erstere ist nach (21) der 
Fall; man hat nur: 

(24) "^" ^ 



U,'-' 



zu nehmen. Setzt man aber diese 
Werte der Eonstanten f/^^ in die 
Gleichungen (19') ein, so erhält man: 



diesen und den Koordinaten x^^y^^ 
Zq, Iq, die Gleichungen (19) bestehen. 
Das erstere ist nach (21') der 
Fall; man hat nur: 



(240 



X == - 



zu nehmen. Setzt man ab^r diese 
Werte der Konstanten Xj^^ in die 
Gleichungen (19) ein, so erhält man: 



(25) Awo+^ä^o+Cä+AA==P- j^-o I (25') <^k^o+hyQ+Vo+(iJo-Q * "^ö 



und durch Auflösung mit einem Proportionalfaktor ö (Anm. 2, III, 2; 
1, m, (8)): 

«1 

1 -^i -^8 -A-4 

h 1 ^2 _!_ ^« 4- }*- 



(26) 



(26') 



( «JMo = y'ö + 



ÖV„ 



1 I 2 I H I 4 

oM/q "^^ "y I Y iT ' Y ' Y^^ ' 
«/ — ^1 _L ^« _L Js _J_ _^4 . 

o^o — x/ "^ X/ "^ Xj« "^ X/ 



^1 



^2 

.4, 



^^0 ^^0 + ^f"o + ^^ 



-r ^^0 ? 



<?yo 






r I TT I ^ I 



3 

V 



ff^O- f7^o 



C, C, Ct 

I T7 ~f TT ~r 






'^1 






+ 



?;.« 



+ ü} + 






Verbindet man einen gegebenen 
Punkt Pq mit defi sechs Kanten Bj^^ 
durch die Ebenen T^^ und konstruiert \ 
in jeder Kante e^^ zu E;^, E,. und\ 
T,^f die vierte harmonische Ebene I 



Schneidet man eine gegebene 
Ebene Tl^ mit den sechs Kanten e^^^ 
in den Punkien T^^ mid konstruiert 
auf jeder Kante e^. zu Ej^y E^ und 
Tj^i den vierten harmonischen Punkt 



T^.j so schneiden die Ebenen T,^ . die 1 T,^'., so gehen die Verbindungs^enen 
Gegenkanten e^^ in sechs Punkten, der Punkte T^'. mit den Gegenkanten 
die in einer Ebene ITq liegen. 

Diese Ebene, deren Koordinaten 
UqjVqjWqj Sq durch die Koordinaten 
^09 «/o> ^0) h ^®® Punktes Pq mittels 



Sj^i durch einen Punkt P^. 



^OJ 



Dieser Punkt, dessen Koordinaten 

^0, 



*o? ^-0? ^^oj 



0, ^Q durch die Koordinaten 



fQ der Ebene ITq mittels 



19" 
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(26') und (22') eindeutig bestimmt 
sind, heißt der Harmonikaipunkt 



der Ebene IIq, 



(26) und (22) eindeutig bestimmt 
sind, heißt die Harmonikaiebene des 
Punktes P^?^) 

9. Die Beziprosität Ton Harmonikalebene und Harmonikal- 
punkt. Da die beiden Gleichungssysteme (25) und (25') mit Rück- 
sicht auf (22) und (22') miteinander identisch sind und den Punkt 
-Po "^ ^o> yoy ^07 ^0 "^^ ^i^ Ebene /7q « Wq, t;^, w^^ s^ wechselseitig ein- 
deutig durcheinander ausdrücken, so folgt, daß die Harmonikalebene 
eines beliebigen Punktes diesen als Harmonikaipunkt und der Har- 
monikalpunkt einer beliebigen Ebene diese als Harmonikalebene hat. 

Je ein Punkt und eine Ebene des Baumes entsprechen sich als 
Harmonikaipunkt und Harmonikalebene in beeng auf ein Tetraeder wechsel- 
seitig eindeutig. 

Zwischen den Koordinaten Xq, y^j Zq, tQ und Uq, t?^, Wq, Sq beider 
bestehen nach (25) und (25') die Gleichungen: 

Auch ergibt sich durch Addition der mit x, y, Zj t multiplizierten 
Gleichungen (26) und durch Addition der mit u, v, w, s multiplizierten 
Gleichungen (26') nach §47,3 bezüglich (vgl. §26,2): 



Die Gleichung der Harmonikal- 
ebene des Punktes XQ^y^yZ^, t^ lautet 
in laufenden Koordinaten x, y, 
z,t: 

(28) -^V + x} + X,'« + X/ "" ^• 



Die Gleichung des Harmonikai- 
punktes der Ebene m^, Vq, Wq, Sq 
lautet in laufenden Koordinaten ti, 

Vy Wy S: 

(28') ^^V + -^0 + ü%' + jr/ == ^* 



VI. Kapitel. 

Die Tetraederkoordinaten, 

§ 56. Zweiflachs- und Dreiflachs-(Dreikants-)Eoordinaten. 

1. Zweiflaohskoordinaten im Ebenenbüsohel als multiplizierte 
Sinusverhältnisse. In Anschluß an § 7, 6; 7 benutzen wir zur Be- 
stimmung der Ebene im Ebenenbüschel Zweiflachskoordinaten, die 
lediglich durch homogene Bezeichnung des bereits in § 42, 9; 10 be- 
nutzten Parameters ^ entstehen (vgl. § 7, 6). 

Als Bestandteile des Koordinatensystems sind zuerst zwei feste 
Ebenen Ej und Eg, das Koordinatenzweiflach, und zwei Multiplikatoren 
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Xj und Xj gegeben (Fig. 294). Unter Zweifla^hskoordinatm u^, u^ der 
Ebene TT verstellen wir dann zwei Zahlen, die sich verJialten, wie die 
mit Xi, «2 multiplizierten Sinus der Winkel der Ebene TL gegen die 
Ebenen E^ und E^ oder E^ und E^ (vgl. § 8, 2): 
(1) Mj r 1*2 =» Xj sinEg 77 : x^ sinE^ 77. 

Wie in § 42, 4 gilt hierbei als äußerer Winkelraum zwischen Ej 
und E2, in dem das Verhältnis: 



(2) 



A- 



sin Ej TT 



sin Eg T\ 

positiv ist^ derjenige^ der den Eoordinateuanfangspunkt enthält. 

2. Zweiflaohskoordinaten im Ebenenbüsohel als Doppelverhält- 
nisse. Unabhängig von der Angabe von ist die zweite Definition. 

\2 




U.V'Uj,U.g 



Fig. 996. 



Als Bestandteile des Koordinatensystems sind zwei feste Ebenen 
El und Eg, das Koordinatenz weiflach, und eine Einheitsebene Eq im 
Büschel gegeben (Fig. 295). Unter Zweifiadikoordinaten u^, u^ \der 
Ebene FF verstehen wir dann zivei Zahlen w^, u^, deren Verhältnis gleich 
dem Doppelverhältnis :^) 

sin Ej Eo sin E^ T\ 



(3) 



Mj :u^ =(EiE2Eon) 



sin Ej Eq sin Ej TT 



ist (§ 8, (4)). 

3. Besiehung zwischen gemeinen und Zweiflaohskoordinaten. 

Ist die ^-Achse des Koordinatensystems Oxyz die Achse des Ebenen- 
büschels, so haben die Gleichungen der Ebenen E^ und Eg die Form 
(§40,(14)5(15); Fig. 296): 

(4) Xi = a^x + 6i3/ = 0, Xg = a^x + b^y = 0. 

. Die Gleichung der Ebene TT des Büschels ist nach § 42, (15): 

(5) X,~aX2 = 0, 
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wo fi das multiplizierte Teilangsverhältnis^ also mit Rücksicht auf (1) 

etwa: 

(Q) t^ 



W* 



ist. Die Koordinaten der Ebene (5) im Räume sind nach § 47^ 3: 
(7) u:v : w : s = a^— (la^ : fcj — [ib^ : : 0; 

also ist für die gemeinen Koordinaten ti^ v im Büschel (vgl. § 49^ 13) 
mit der Bezeichnung (6) von /i und mit einem Proportionalitätsfaktor q, 
bezüglich 6: 

(S) QU = a^Wj + A/2?<2, QV =« ft^Mj + fcjt«^ 

und umgekehrt: 

(9) 6u^ = ftjjtt — a^Vj 0iu = — \u + cbiV. 

Die Zweiflachskoordinaten der Ebene sind daher bis auf einen 
Froportionalitäisfahtor homogene lineare Funktionen der gemeinen Ko- 
ordinaten im Büschel un4 umgekehrt (vgl. § 7, 8). 

4* Dreiflachflkoordinaten der Ebene und des Strahles im Bündel 
als Parameter der Gleicliungen. Wie in § 53; (1) seien: 
Xi = a^^x + b^y + c^^ + d^t = 0, 

(10) Xg = a^x + b^y + c^z + d^t = 0, 
Xg = aj^x + b^y + c^z + d^t^O 

die Gleichungen der drei Grundebenen E^, Eg, Eg eines Bündels. Sie 
bilden ein Dreiflxich {Dreikant) mit den Kanten f^ = Eg x Eg, «g = EgX E^, 
£3 = El X Eg. Es sind dann, wie § 53, (2); (6): 

(11) /iiXi+figXg + UjXj^O ' I (IT) X^: X^: X8 = i/i :r2:i/3 

die Gleichungen der laufenden Ebene und des laufenden Strahles im 
Btindel.^«^) 



Wir verstehen nun unter Drei- 
flachskoordinaten Wi , Wg , Mg der Ebene 
im Bündel drei Zahlen, die sich ver- 
haltefi wie die Parameter in der 
Gleichung (11) der Ebene, also: 
(12) w, : ttg : W3 - ^1 : fig : .Ug. 



Wir verstellen nun unter Drei- 
flacJiskoordinaten x^yX^, x^ des Strah- 
les im Bündel drei Zahlen, die sich 
verhalten wie die Parameter in den 
Gleichungen (11') des Strahles, also: 
(12') x^:x^:Xs = v^ : Vg : v^. 



5. Analytische Berechtigung der Dreiflachskoordinaten. Nehmen 
wir für den Augenblick das Zentrum des Bündels als Koordinaten- 
anfaDg des Systems Oxyz, auf das sich die Gleichungen (10) be- 
liehen ; setzen wir also d^ = 0, (7g = 0, d^ — 0, so sind die drei ersten 
homogenen Koordinaten der Ebene (11) im Räume und damit nach 
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§ 49, 5 die homogenen gemeinen Koordinaten u, v, w der Ebene im 
Bündel wie § 53, (3) bis auf einen Faktor q\ 

QU ^a^U^ +«2^2 +«8^8? 

(13) Qv -= b^u^ + b^u^ + 6gW3, 

oder umgekehrt (Anm. 2, 11, 2): 

Iöu^ = Ä^u + B^v + C^Wy 
6u^ = A^u + B^v + Cg«;, 

wenn Ä^jB^,.,C^ die Unterdeterrainanten der Determinante | Oib^c^ | sind. 
Andererseits verhalten sieh für einen durch den Koordinaten- 
anfang gehenden Strahl die gemeinen Koordinaten x, y, z des 
Strahles im Bündel (vgl. § 49, 6) wie die Koordinaten Xy y, z irgend 
eines Punktes des Strahles. Daher geben die Gleichungen (11'), in 
der Form: 

6x^ = a^x + \y + c^Zj 
(14') 0x^^ = a^x + \y + c^z, 

^x^-^a^x + b^y + c^z 

geschrieben, direkt die Dreiflachskoordinaten durch die gemeinen 
Koordinaten des Strahles dargestellt. Umgekehrt folgt durch Auf- 
lösung: 

QX = -^1^1 + -^^2 "T -^8*^8 7 

(13') Qy = B,x, + B,x, + B,x, , 

QZ = C^X^ + C^X^ + C3X3. 

I)ie Verhältnisse u^iu^i Ug stehen daher zu den Verhältnissen 
n : V :w und damit zu der Ebene des Bündels in umkehrbar eindeutiger 
Beziehung] ebenso x^ix^'-x^ zu x :y : z und dem Strahle des Bündels. 

6. Bedingung der vereinigten Lage von Ebene und Strahl. 
Der Strahl (11') liegt in der Ebene (11), wenn die Koordinaten x, y, 
Zy t aller seiner Punkte der Gleichung (11) genügen, also: 

oder in der Bezeichnung (12) und (12'): 

Die Bedingung der vereinigten La^e von Ebene u^, u^, Wg und 
Strahl x^y x^y x^ lautet: 
(15) u^x^ + u^x^ + WjiPj = 0. 

Es ist bei festen u^yU^y % die Gleichung der Ebene in laufenden 
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§ 66, 7. 



Strahlenkoordinaten und bei festen oc^,x^,x^ die Gleichung des Strahles 
in laufenden Ebenenkoordinaten (vgl. § 29, 2). 

Wie in § 49, 8; § 29, 7 folgt daher auch hier: 



Die Gleichung des Schnittstrahles 



der beiden Ebenen u^^^^ u^^^\ u. 



(i) 



Die Gleichung der Verbindungs- 
ebene der beiden Strahlen x^^^\ x^^^\ 



und w^(*), Wg^^), Wg^^) ist in laufenden ' x^^"^^ und x^^\ x^^^\ x^^^^ ist in laufm- 
Ebenenkoordinaten w^, u^, Wgi den Strahlenkoordinaten x^, x^, x^i 



! Ml M, M, 




(16) i M,(l) U,(» M,(l) 


= 0- 


Ml(») M,<«) Ms(>) 




Die Koeffizienten der Gleichung 


sind die Koordinaten des Schnitt- 


Strahles. 





Ix^ 



I 



(160 



X^W X^W a:,(») ' = 0. 



a;i(») 



x,(*) 



^3^'^ 



Die Koeffizienten der Gleichung 
sind die Koordinaten der Verbin- 
dungsebene. 

7. Die Dreiflachskoordinaten als multiplizierte Teilungsver- 
hältnisse. Die durch die Gleichung (11) dargestellte Ebene TT schneidet 




Pig. 297 a. 



Fig. 297 b. 



die Seitenebene E^ des Koordinatendreiflachs (in Fig. 297 a im Durch- 
schnitt dargestellt) in einer Geraden t^, deren Gleichungen (vgl. 48,(1)) 

Xi = 0, /i2X2 + iw«Xg = 0. 

Die zweite dieser Gleichungen stellt aber eine durch die Kante e^ 
gehende Ebene Tj dar, die, wenn wir mit den Eonstanten von (10) 

für i = 1, 2, 3: 

(1 7) x^ = £,. YaJ+b^^ + c^S «i = — sign, c?^ 

setzen, nach § 42, (16) den Winkel der Ebenen E^ und Eg in dem 
multiplizierten Sinusverhältnis: 

H ^ X, sinEgT, 

f*2 'tj sinEgTi 



(18) 
teilt. 
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Der durch die Gleichungen (11') dargestellte Strahl p wird mit 
der Kante €^ des Koordinatendreiflachs (in Fig. 297 b im Durchschnitt 
dargestellt) durch eine Ebene T^ verbunden, deren Gleichung lautet: 

Diese Ebene teilt nach § 42, (16) den Winkel der Ebenen E^ 
und Eg in dem multiplizierten Sinusverhältnis: 

Vj Xj sin Eg Ti 



(19) 



%8 sinEjTi 



Die Resultate (18) und (19) geben aber mit der Bezeichnung^ 
(12), (12') die Sätze (Fig. 297a; 297b): 



Die Verhältnisse der Dreiflachs- 
koordinaten ii^, Wg, u^ einer Ebene 
im Bündel sind die multiplizierten 
Teilungsverhältnisse, nach denen die 
von den Kanten e^, s^j e^ des Drei- 
flachs nach den Schnittlinien t^^t^yt^ 
der Ebene 17 mit den Seitenflächen 
El, E2, E3 gezogenen Ebenen Tj, 
Tg, T3 die Flächenwinkel teilen: 

^ ^ _ X3 sinJEjTi 
g otg sinEjti ' 

5 _ x^ sin EiTa 






Die Verhältnisse der Dreikants- 
koordinaten oc^, x^, x^ eines Strahles 
im Bündel sind die multiplizierten 
Teilungsverhältnisse, nach denen die 
Verbindungsebenen T^, Tg, Tj des: 
Strahles mit den Kanten t^, fg, 63. 
die Flächenwinkel des Koordinaten- 
dreiflachs teilen: 



(20) 



^2 


_ 5Cj 


sinE,T, 


^S 


^^ 


siD E,Ti ' 


^S 


_ '^8 


sm EsTg 


^1 


^1 


sin EiTj ' 


^1 


_ ^l 


sin EiT, 


X^ 


H 


sin EjTg 



^ ^ ^ «/ Xj sin EjTg ' 

'A^ sin EgTg 
Xi sin El Tg 

Hiemach sind bei gegebenen 
Verhältnissen von u^, u^, u^ die 
Ebenen T^, Tg, T3 und damit die 
Strahlen ^1, ^g, t^ bestimmt. Schon 
zwei von diesen bestimmen im all- 
gemeinen die Ebene TT, die dann 
jiach § 54, (22') auch durch den 
dritten geht. 

8. Einführung von EinheitsstraM und Einheitsebene im Bündel. 
Ist Xq, i/o, Zq, t^ ein gegebener fester Punkt, so ist die Gleichung des 
durch ihn gehenden Strahles Bq nach (11'): 
(21) X, : X, : X, = X/ : X,» : X3O 

Der Strahl Sq wird daher durch die Ebenen 



Hiernach sind bei gegebenen 
Verhältnissen von a?j, x^, x^ die 
Ebenen T^, Tg, Tg bestimmt. Schon 
zwei von diesen bestimmen im 
allgemeinen den Strahl p, durch 
den nach § 54, (16) auch die dritte 
geht. 






X 



^7 



X ? 



X, 
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mit den Kanten E2 X Eg, E3 X E^, Ej X E^ verbunden. Die vierten 
harmonischen Ebenen in jeder Kante sind dann nach § 42^ 11 be- 
züglich : 

und schneiden die Gegenebenen X^ = 0, Xg = 0, X3 = in drei 
Strahlen, die alle der Gleichung: 



(22) 



X, 






X,' ' X,^^X,^ 



genügen. Dies ist also in laufenden Punktkoordinaten Xj y, z, t die 
Gleichung der in § 54, 9 definierten Harmonihdehene E^ des Strahles Sq. 
Indem wir nun die Parameter fi^ und v^ in (11) und (11') durch 
neue Parameter /li/ und vf ersetzen, derart daß: 



(23) 






v,=^XPr;, 



bleibt die Bedingung (15) der vereinigten Lage ihrer Form nach er- 
halten: 

(24) ^iV/ + /IgV/ + ^gVg' = 0, 

während die Gleichungen (11) und (11') des Ebenenbündels und StraM- 
bündeis werden: 

1 -^2 Aj 



(25) 
(25') 



V, : v^ 



(vgl. die Darstellung des Ebenenbüschels in § 47, (23)). 





Fig. 298 a. 



Fig. 298 b. 



Die yyEinheitsebene" Eq in (22) und der „Einheitsstrahl'' €q in (21) 
erhalten daher (§ 28, (22)) die Parameter fi/, /Ltg', /LI3' = 1, 1, 1 und v^^ v^\ 

r,'= 1,1,1. 
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(26) 
(26') 



Nach (18) und (19) wird nun: 



X 



X^^ ^2 ain EgTi 



Wendet man diese Formeln auf E^ und €q an, indem man mit 
Tj^ die Ebene bezeichnet, die die Schnittlinie t^^ der Ebene E^ mit 
El aus fj projiziert (vgl. die Durchnittsfigur 298 a), bezüglich die Ver- 
bindungsebene des Strahles f^ mit der Kante f^ (vgl. die Durchschnitts- 
figur 298b), so folgt, weil daun ft/ = 1, v/== 1 ist: 



(27) 1 = . 



X.» X, sinEjT/ 



(27') 1 



X," K^ sin EJ/ 
X/ «, Tinlj.o 



X,o «, 8mE.T/ 
und durch Division der Formeln (26) und (27), (26') und (27'): 

(28) ^ = (E,EJJ,'>)~ (28') g; = (E,E,T,V) 



(vgl. § 47, (24)). Für (28) kann man nach § 52, 9 auch setzen 
(Fig. 298 a): 



(29) 






V = i^.^sW)- 



9. Die Dreiflaohskoordinaten als Doppelverhältnisse. Führt 
inan jetzt an Stelle von (12) und (12'): 

(30) WjL • «<2 ' % = Ml' ' N ' N (30') o?! : a?2 : a?3 = v/ : v^' : v^' 

als Dreiflachskoordinaten der Ebene und des Strahles im Bündel ein, 
so folgt (vgl. die Durchschnittsfiguren 299 a und 299 b): 





Fig. 299 a. 



Fig. 2991). 



Die Verhaltnisse der Breiflachs- 1 Die Verhältnisse der Dreikants- 
Icoordinaten u^yU^, ii^ einer Ebene 17 | Jcoordinaten x^^x^^x^ eines Strahles p 



Digitized by 



Google 



300 



§ 56, 10. 



im Bündel sind die Doppelverhält- 
nisse, nach denen die Schnittlinien 
hf ^9 ^3 der Ebene TT und die Schnitt- 
linien ^1®, ^3®, ^3® der Einheitsebene 
Eq mit den Seitenflächen des Ko- 
ordinatendreiflachs die bezüglichen 
Kantenwinkd teilen: 



im' Bmidd sind die DoppelverMlt- 
nisse, nach denen die Verbinduhgs- 
ebefien T^, Tg, Tg des Strahles und 
die Verbindungsebenen Tj^, Tg^, Tg^ des 
Einheitsstrahles €q mit den Kanten 
des Koordinatendreikants die bezüg- 
Heften Flächenwinkel teilen: 



(31) 






— ih^iVa )• 



(sn 



= (E,EgT,V), 
= (E3EJ,V), 
^ = (E,EJ3V). 




10. Perspektive Lage von Bündel und Ebene. Wir schneiden 
das Bündel mit einer nicht durch seinen Scheitel S gehenden Ebene E 

und führen in dieser ein Koordinatendrei- 
eck ein, dessen Ecken E^, E^, E^ und Ein- 
heitspunkt Eq (Fig. 300) von den Kanten 
6^y €2, fg und dem Einheitsstrahl a^^ 
-^-&^ dessen Seiten e^, e^, e^ und Einheitslinie 
Cq folglich von den Seitenflächen E^, Eg^ 
E3 und der Einheitsebene Eq ausgeschnit- 
ten werden. Aus der Konstruktion der 
Harmonikalebene Eq des Strahles s^ in 
Fig. 300. § 56, 8 folgt nämlich mit Rücksicht auf 

§ 52, (23), daß auch Cq die Harmonikale 
(vgl. § 26, 1) von Eq wird. 

Der Ebene TT und dem Strahl p des Bündels entspricht als Spur 
in der Ebene E bezüglich eine Gerade g und ein Punkt P. 

Sind nun 3^, T^^ die Schnittpunkte der Strahlen t^, t^^ (Fig. 299a) 
mit der Seite e^ (Fig. 300) und t^, t^^ die Schnittlinien der Ebenen 
Ti, Tjö (Fig. 299b) mit der Ebene E (Fig. 300), so folgt nach § 5, (3) 
und § 52, (23) aus (31) und (31'): 

(32) ^^^{E,E,T,T,o) (32') g- = (6,63^1« 

und daraus mit Rücksicht auf § 28, (35'); (35) (Fig. 300): 

Liegen eine Ebene und ein Bündel perspectiv und führt man in 
beiden entsprechende Elemente E^, E^, E^] Eq und fj, fj» *3 5 ^0? ^^" 
züglich e^y e^, e^\ Cq und E^, Eg, E3; Eq als Koordinatensysteme ein, so 
haben entsprechende Punkte der Ebene und Strahlen des Bündels, sowie 
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entsprechende Strahlen der Ebene und Ebenen des Bündels gleiche und 
gleich bezeichnete Dreiecks- und DreiflachsJcoordinaten x^, x^, x^, sowie 

Wie in § 28, 11 für die Ebene gilt daher auch für das Bündel 

der Satz: 

Zwischen den Dreiflachskoordinaten eines Strahles und seiner Har- 
monikaiebene in bezug auf das Koordinatendreiflach bestehen stets die 
Gleichungen: 
(33) u. lUoiUo^ — : — : — . 



§ 57. Die Tetraederkoordinaten des Punktes und der Ebene. 

1« Analytische Definition der Tetraederkoordinaten eines 
Punktes. Beim Übergang von einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system Oxyz zu einem beliebigen schiefwinkligen ^^rj^ (Fig. 301), 
dem allgemeinsten bisher betrachteten System, werden bei homogener 



zk 



.f<^%V 




Fig. 801. 



vrozi^c,^ 



5(aAct> 



Schreibweise (§ 47, 1) der Formeln § 37, 
(16) die neuen Koordinaten |, iy, g, x 
bis auf einen Proportionalitätsfaktor q 
homogene lineare Funktionen der alten: 

Ql^A,x + B^y+C^z + Dl^t, 

gri = Ä^x + B^y + C^z + Dri^t, 

Ql^A^x + B^y+C^z + Dy, 

Qt - Dt, 

Die drei ersten Ebenen, die t^g-, 
55 - und 5 1^- Ebene des neuen Koordinatentetraeders (vgl. § 47, 10) 
sind beliebige Ebenen, die vierte aber ist die unendlich ferne Ebene. 

Wir definieren nun allgemeinere homogene Koordinaten, die wir 
schlechthin Tetraederkoordinaten®®) nennen, in entsprechender Weise: 

Unter Tetraederkoordinaten x^, x^, x^, x^ eines Punktes verstehen 
wir vier Größen, die proportional sind vier beliebig gegebenen homogenen 
linearen Funktionen X^, Xg, Xj, X^ der homogenen gemeinen Koordi- 
naten X, y, z, ty also: 

QX^ = Xi = a^x + b^y + c^^z + d^t, 
QX^ = Xg = a^x + \y + c^z + d^t, 
QX^ = X3 == a^x + b^y + c^z + d^t, 



(1) 



yQX^ = X4 = a^x + b^y + c^z + dj. 



Digitized by 



Google 



302 



§ 57, 2—3. 



Hier sind Xj, Xg, Xg, X^ wie in §51,(12) als Abkürzungen 
für die linearen Funktionen gebraucht. 
Das durch die vier Ebenen: 
zk JK (2) ^1 = 0, Xj-O, X3 = 0, X, = 

bestimmte Tetraeder (Fig. 302) nennen 
wir das Koordinatentetraeder des neuen 
-X^o Koordinatensystems. 

Die Determinante: 

(3) -D-jai h Cs ^4 1 





Fig. 302. 



(4) 



•^ (vgl. § 51, (13) und § 51, 7) setzen wir 
von Null verschieden voraus, damit die 
vier Ebenen wirklich ein Tetraeder bil- 
den (vgl. § 28, 1). 

2, Analytische Berechtigung der Tetraederkoordinaten des 
Punktes. Bezeichnen wir die ünterdeterminanten dritten Grades der 
Determinante D wie in § 51, 5 mit J.^, B^, . . ., D^, so folgt durch 
Auflösung der vier Gleichungen (1) mit einem Proportionalitätsfaktor 6 
(Anm.2,III,2): 

öx -= Ä^Xi^ + A^x^ + A^x^ + A^Xj^^ 
6y = B^x^ + B^x^ + B^x^ + B^x^, 

6t -= D^x^ + A^a + A^8 + B^x^. 

Die Verhältnisse x:y\ zit und die Verhältnisse x^: x^: x^: x^ be- 
stimmen sich nach (1) und (4) wechselseitig eindeutig. Wie jene 
(vgl, § 31, 3) stehen also auch diese in wechselseitig eindeutiger Be- 
ziehung zu dem Punkte P. 

Zu jedem gegebenen Punkte P gehören vier ihren Verhältnissen 
nach bestimmte Tetraederkoordinaten x^, x^, x^y x^, und zu vier ihren 
Verhältnissen nach gegebenen Tetraederkoordinaten x^, x^y x^, x^ gehört 
ein bestlmynter Punkt P. 

3. Abhängigkeit der Tetraederkoordinaten der Ebene von 
denen des Punktes. Durch Multiplikation der Gleichungen (4) mit 
den auf das rechtwinklige System Oxyz bezüglichen homogenen Ko- 
ordinaten Uy Vy Wy s einer Ebene und nachfolgender Addition ergibt sich: 

6(ux + vy + WZ + st) = {A^u + B^v + C^w + B^s)x^ + 

{A^u + B^v + • ••)^2 H 

oder: 

(5) ux + vy + IV z + st = u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^. 
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WO wir die Koeffizienten u^j w^,, Wg, w^ definieren durch: 

6u^ = t/j = A^u + JB^v + C^w + Di5, 

6U2 = U2 = Ä^u + B^v + C2IV + D^s, 

0u^ = C/3 -= Ä^u + B^v + C^w + 2)35, 

6u^ = C/4 = ^4^ + B^v + Qm; + B^s. 

Infolge von (5) erhält nun die Gleichung der Ebene u, v, w, s, die 
nach § 47, (4) in laufenden Punktkoordinaten r, j/, ^, f lautet: 

(7) ux + rt/ + ivz + s^ = 0, 

m laufenden Tetraederlcom'dinaten x^, x^j i'^, x^ des Punktes die Form: 

(8) U^X^ + U^X^ + ^83^3 + ^4^4 = 0. 

Bie Koeffizienten u^, Wg? ^3> ^*4 ö'«^^ Gleichung nehmen wir als Te- 
traederJcoordinaten der Ebene (vgl. § 47, (3)). 

Sie sind nach (6) proportional vier homogenen linearen Funktionen 
Ui, ü^j U^, Ü4 der homogenen gemeinen Koordinaten u, v, w, s. 

Diese vier Funktionen sind, da ihre Koeffizienten die Unterdeter- 
minanten der Determinante (3) sind, durch die gegebenen Formeln (1) 
schon mitbestimmt. Gleich Null gesetzt, geben sie nach § 51, 7 in: 

(9) ü, = 0, U,^0, Ü3==0, ü,^0 

die Gleichungen der Ecken des Koordinatewtetrasders (Fig. 302). 

4. Analytische Berechtigung der Tetraederkoordinaten der 
Ebene. Durch Auflösen der vier Gleichungen (6) folgt mit einem 
Proportionalitätsfaktor q (Anm. 2, III, 2; 1, III, (8)): 

^QU = a^u^ + agWg + «3 1*3 + «4^4, 
QV = b^u^ + b^u^ + 63U8 + b^u^, 

QW^ C^U^ + CgMg + C3W8 + C4i*4, 

QS = d^u^ + d^u^ + ^3^3 + d^u^. 

Daher gilt, wie in §57,2: 

Zu jeder gegebenen Ebene IT gehören vier ihren Verhältnissen nach 
bestimmte Tetraederkoordinaten %, ii^, u^, W4, und zu vier ihren Ver- 
hältnissen nach gegebenen Tetraederkoordinaten u^, 11^, W3, u^ gehört 
eine bestimmte Ebene TL 

5. Gegenseitige Abhängigkeit der Tetraederkoordinaten des 
Punktes und der Ebene. Die Definition (1) enthält, da sie wegen 
des unbestimmten q nur von den Verhältnissen der sechszehn Koeffi- 
zienten a^, 61, . . ., d^ abhängt, fünfzehn Konstanten. 

Die sechszehn Koeffizienten -4^, JB^, . . ., 2)4 in (6) sind als Unter- 



(10) 
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determinanten von D durch die Koeffizienten a^, &j, ..., d^ mitbe- 
stimmt. Umgekehrt sind aber auch diese ihren Verhältnissen nach 
durch jene bestimmt als Unterdeterminanten der Determinante der 

A-.-A (§51,(18-)). 

Man kann daher ebensogut die sechszehn Koeffizienten von (6), wie. 
die sechszehn Koeffizienten von (1) als die ursprünglich gegebenen be- 
ibrachten. 

In dieser Auffassung folgt durch Multiplikation der Gleichungen (10) 
mit X, y, z^ t und Addition mit Hinblick auf (1) wiederum die Glei- 
Hihung (5); und damit dual entsprechend wie in §57, 8, daß die Te- 
traederJcoordinaten x^, x^y x^, x^ des Punktes zugleich die Koeffizienten 
seiner Gleichung: 

(11) x^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^ = 

in laufenden Linienkoordinaten sind. 

Die Tetraederkoordinaten des Punktes und der Ebene sind also 
wechselseitig derart voneifiander abhängig^ daß die Bedingung der ver- 
^nigten Lage von Punkt und Ebene in ihnen dieselbe bilineare Form 
{8) oder (11) behält , wie in homogenen gemeinen Koordinaten (vgl. 
^ 47, (5)). 

6. Das Ecordinatentetraeder und die Multiplikatoren des 
neuen Koordinatensystems. Ist das neue Koordinatensystem der x^, 
^2 9 ^8? ^4 ^^^ ^1? ^2; ^8? ^4 ^w^^Ä die vier Funktionen X^, X^, X^, 
i^ in (1) mit ihren fünfzehn Konstantenverhältnissen gegeben j so ist 
.das Koordinatentetraeder mit seinen Seitenflächen (2) und seinen 
Ecken (9) vollkommen bestimmt. 

Ist dagegen das Koordinatentetraeder gegeben, so bestimmt es nur 
•die vier Gleichungen (2) und damit zwölf Konstanten, die Verhältnisse 
a^'.b^ic^idi (i = 1, 2, 3, 4), läßt aber jede der vier Funktionen X^, 
Xg, Xj, X4 noch um einen Faktor unbestimmt. 

Will man bei fest angenommenen Koeffizienten a^, \j •••, ^4 
.alle zu demselben Koordinatentetraeder (2) gehörigen Systeme von 
Tetraederkoordinaten umfassen, kann man die Definition (1) ersetzen 
^durch: 

(12) QX^^m^X^, QX^=^m^X^, QX^^m^X^, QX^^^m^X^, 

wo m^y mg, ^3, W4 vier y^Multiplikatoren^^ sind, die ihren Verhält- 
jiissen nach drei völlig verfügbare Konstanten darstellen. Die Defi- 
jiition (12) ist nicht allgemeiner als (1); enthält sie doch, wie diese, 
die Verhältnisse von sechszehn Konstanten, nämlich m^a^, m^b^, m^c^y 
m^d^ (i=l, 2, 3,4); aber es ist in der Form (12) der bei feslge- 
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haltenem Koordinatentetraeder noch veränderliche Bestandteil des Koordi- 
natensystems in Gestalt der Multiplikatoren m^ ausdrücklich kenntlich 
gemacht. 

Neben (12) hat man alsdann an Stelle von (6): 

(13) 6u^ = M^ TJ^y öu^ = M^ U^, öu^ = jMj ü,, öu^^ =- jjf^ U^^, 

wo die Multiplikatoren jJf^ von den Multiplikatoren m^ in (12) ab- 
hängig sind. Da nämlich die früheren, in (1) und (6) definierten 
Koordinaten x^ und u^ durch die jetzigen, in (12) und (13) definierten 
ausgedrückt, gleich x^ : m^ und u^ : M^ werden, so würde die Be- 
dingung (11) der vereinigten Lage jetzt lauten: 

Soll diese also auch in den neuen Koordinaten x^, u^ die Form (11) 
behalten, so muß sein: 

M^m^ = M^m^ = M^m^ = M^m^. 

Ersetzt man die Definitionen (1) und (6) durch (12) und (13), 
indem man hei gleichbleibendem Koordinatentetraeder die Multiplikatoren 
des Koordinatensystems ändert, so muß zwischen den Multiplikatoren M 
in (13) und m^ in (12) die Beziehung bestehen: 

(14) Jf, : Jf« : Jfo : Jf; =--: — : — : — • 

Dies erkennt man auch daraus, daß, wenn die Elemente a,-, b^, c^, d^ 
der Determinante (3) mit m^ multipliziert werden, die Unterdetermi- 
nannten -4,., B^, C,., D^ den Faktor 
mi^w^mj W4 : mi erhalten (Anm. 1, III, (2); 
IV, 5). 

7« Die Bestandteile des Eoordi- 
natentetraeders. Wir bezeichnen die 
Ecken (9) des Koordinatentetraeders 27< 
(Fig. 303) mit E^ und die Seitenflächen 
(2) mit E^ (i = 1, 2, 3, 4). 

Der Ecke E^ liegt die Seitenfläche E^ 
gegenüber (Fig. 303). Wir bezeichnen 
ferner die sechs Kanten als Schnittlinien 
zweier Seitenflächen mit: 

und als Verbindungslinien zweier Eckpunkte mit: 

Staude, analyt. Geometrie. 




Fig. 803. 



""kl = ^h^iy 
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f 



67. 8. 



WO M die Kombinationen durchUluft: . 

Ä;i = 23, 31, 12, 14, 24, 34. 



(15) 
Dabei ist: 



*=*r 



wenn M die zu hl ,,koniplementäre" Kombination der Reihe (15) ist^ 
so daß Ar und kl zusammen alle vier Zahlen 1, 2, 3, 4 umfassen 
(Fig. 303). 

Je zwei Kanten c^, und Sj^^ sind Gegenkantem. 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (2) und (9) der Seitenebenen 
und Eckpunkte in gemeiiien Koordinaten folgt aus (1) und (6): 



kl 



Für aUe Punkte der Ebene E^ 
verschwindet die Tetraederkoordi- 
nate x^. 

Für alle Punkte der Kante s- 
verschwinden x^ und x^ 

Für die Ecke E^ ist nur x^^O und kann wegen der Willkür 
des Faktors q in (1) kurz x^=^l gesetzt werden. So folgt allgemein: 

Die Tetraederkoordinaten der Die Tetraederkoordinaten der 
vier Ecken des Koordinatentetra- vier Seitenflächen des Koordinaten- 
eders sind: tetraeders sind: 



Für alle Ebenen durch die 
Ecke JE?| verschwindet die Tetraeder- 
koordinate u^. 

Für alle Ebenen durch die Kante 
a^, verschwinden u^ und u^. 



(16) 





«1 


^1 


Xi 


^4. 


^1 


1 











E, 





1 








E, 








1 





E, 











1 



(16') 





«1 


«2 


«8 


«4 


El 


1 











E, 





1 








Es 








1 





E. 











1 



(vgl. § 47, (19) und (20)). 

8. Die Tetraederkoordinaten als multipliBierte .AbBtilnde. um 

die analytisch in (1) und (6) eingeführten Tetraederkoordinaten geo- 
metrisch zu deuten, setzen wir zur Abkürzung: 



(17) x, = £,'K< + V+^i^ £, = -sign.c?,, t=l,2,2,4. 



Der senkrechte Abstand p^ des 
Punktes P = x,y, z, ty für den wir 
hierbei ^ = 1 nehmen, von der 
Ebene X^=0 ist dann nach § 41,(6): 



(18) 



!>< = 



X, 



Der senkrechte Abstand g,. der 
Ebene II=u,v, w, s, für die wir 
hierbei s '= 1 nehmen, ist dann 
nach § 45, (15): 

(18') q, 3 . 
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wobei zur Bestimmung der Vorzeichen von p^ und q. die Ebenen E, 
nach gerichtet werden (vgl. § 41, 1). 

Die Definitionen (1) und (6) können daher folgendermaßen ge- 
deutet werden (vgl. § 28, 8; § 7, 6): 

Die Teirtiederkoordinaten x^ eines I Die Teiraederkoordinaten u^ einer 
Punktes P verhalten sich wie die mit \ Ebene 11 verhalten sich wie die mit 



den Konstanten x,. multiplizierten 
Abstände p^ des Punktes von den 
Seitenflächen des Koordinatentetra- 



den Konstanten D^ multiplizierten 
Abstände q^ der Ebene von den Ecken 
des Koordinatentetraeders: 
(19') Uj : M^ : ««s : «^4 = 

(19) x,:x,:x,:x^^ B^q^xD.q^: D,q^: D^q^. 

Die Verhältnisse der vier Größen x,., welche die Stelle der in 
§ 57, 6 betrachteten „Multiplikatorenf^ vertreten, können bei gegebenem 
Koordinatentetraeder mit Rücksicht auf § 57, 6 noch beliebig ange- 
nommen werden. 

9« Einführung von Einheitspunkt und Einheitsebene. Eine 
geometrische Deutung der Multiplikatoren des Koordinatensystems 
gewinnt man, indem man neben dem Koordinatentetraeder einen „j^iw- 
heit^punkt^ E^ -= x^, y^^ z^, t^y bezüglich eine ^^Einheitsebenef^ Eq = w^» 
Vq, W/\), Sq als gegeben annimmt. 

Legt man hierbei die zweite Definition (12) und (13) der Te- 
traederkoordinaten zugrunde und nimmt dabei: 

(20) %^jjö? ^< = ^> 

wo X^ und Ui durch Substitution der Koordinaten von E^ und E^ 
aus X^ und ?7^ entstehen, so stellen sich die Tetrasderkoordinaten durch 
die rechtwinldigen in der Form dar (vgl. § 28, (21); § 7, (17)): 



X, 



U; 



(21) Q^i-xs^' (210 ^^i==^; t« 1,2, 3, 4 

Der Punkt E^ = x^, y^y Zq, t^ und die Ebene Eq ^ Uq, Vq, Wq, Sq selbst 
erhalten hiemach die Tetraederkoordinaten (vgl. § 57, (16); (16')): 

I X. x^ X. X. \ u. W« Uo Ua 

(22) — M ? ? ^ (22') —r- ~ - 

^ ^ Eoi 1 1 1 1 ^ ^ Eo! 1 1 1 1 

worin auch die Erklärung der Namen Einheftspunkt und Einheits- 
ebene liegt. 

Da aber nach § 57, 6 die Multiplikatoren m^ und M^ der Be- 
ziehung (14) genügen müssen, so wird nach (20): 

20* 
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(23) üi«: Cr,0: ü,': JJ/ « ^^ : 3^0 : ^^0 : ^;o 

und folgt mit ffinblick auf § 55, (27): 

Einheitspunkt und Einheitsebene müssen als HarmoniJcalpunkt und 
Harmonikalehene zusammengehören. 

Im Gegensatz zu den Gleichungen (1), die von den fiin&ehn 
Verhältnissen der sechszehn Konstanten a^, 6,, c^, d^ (i = 1, 2, 3, 4) 

abhängen, enthalten die Gleichungen 
y^i^A'^jdj (21) nur die zwölf Verhältnisse a^ : &,. : 

^^^^^^^^""-^^ ^» • ^* (^^® Koordinaten der vier Ebenen 

>^^ (2)), daneben aber die drei Verhältnisse 

-a^bj^ ^0 • yo • ^0 • ^0 (^i® Koordinaten des 

/^ Punktes jE^), zusammen wieder fünf- 

"% °jE;=x^-^^:^.<^ zehn Konstanten. 

~" *2/ -^<^^ Koordinatensystem der Te- 

j..^ 3jj^ traederkoordinaten ist daher vollkommen 

bestimmt, wenn das Koordinatentetraeder 
und der Einheitspu^kt gegeben ist (Fig. 304) 

Die Beziehung zwischen Harmonikaiebene u, v, w, s und Har- 
monikalpunkt x, y, z, t überhaupt ist nach § 55, (27): 

Drückt man diese nach (1) und (6) in Tetraederkoordinaten aus, 
so folgt: 

Zwischen den Tetraederkoordinaten eines Punktes u/nd seiner Har- 
monikalebene in bezug auf das Koordinatentetraeder bestehen stets die 
Gleichungen:^) 



O, 



(24) 
oder 


1111 




«1«! = «»«J = »8«S = W*!^*; 



und zwar nach (14) unabhängig davon, ob man die Definition (1), (6) 
oder (12), (13) der Tetraederkoordinaten gelten läßt (vgl. § 28, 11). 

10. Die Tetraederkoordinaten als Abstandsverhältnisse. Die 

Gleichungen (21) können mit Rücksicht auf (18) auch geschrieben 
werden: 

wo p^ und q^ die Abstände des Punktes E^ von den Ebenen und der 
Ebene Eq von den Ecken des Tetraeders sind und wie in § 57, 8 
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^Q = 1 und 5o = 1 genommen ist. Der Faktor: 



aus (18') geht dabei in tf ein. Es folgt daher unabhängig von der 
Lage von (vgl. § 57, 8): 

Die Tetraederkoordinaten eines 
Punktes P verhalten sieh wie die Ab- 
stände p^ des Pwnktes von den Seiten- 
flächen des Teira^eders, dividiert durch 
die entsprechenden Abstände p^ des 
Einheitspunktes von diesen: 



Die Tetraederkoordinaten einer 
Ebene U verhalten sich wie die Ab- 
stände Qi der Ebene von den Ecken 
des Tetraeders y dividiert durch die ent- 
sprechenden Abstände q^ der Ein- 
heitsebene von diesen: 



(25) 
(25') 



X-t • üCbi • *<7« • Xa ~~- 



Uj^'.u^ :u^:u^ = 



Pi . Pi , Ps . Pa 



3i 



P.' 
<1% 



«r 2,'^ 






3?' 



11. Die Tetraederkoordinaten als multiplizierte Teilungsver- 
hältnisse. 



Legt man durch die Kante s^^, 
in der sich die Seitenflächen E2 und 
E3 des Koordinatentetraeders schnei- 
den, eine Ebene E^^, die den Winkel 
der beiden Seitenflächen in dem 
multiplizierten Sinusverhältnis: 

sin Ej E,8 



(26) ft.3 = ^A,3 = 



X, sinEjE,, 



teilt, so ist die Gleichung dieser 
Ebene nach § 42, (15) in laufen- 
den Koordinaten x, y^ z, t: 

(27) X,-,t,3X, = 0. 

Geht die Ebene E23 durch einen 
gegebenen Punkt P -= x^y^ z, t, so 
ist durch diesen das Teilungsver- 
hältnis bestimmt, nämlich: 



(28) 



^28 = 



X, 



WO nunmehr in X^ und Xg unter 
X, y, z, t nicht wie in (27) die lau- 
fenden, sondern die Koordinaten 



Nimmt man auf der Kante ßgs; 
die die Eckpunkte E^ und E^ des 
Koordinatentetraeders verbindet, 
einen Punkt E^ an, der die Strecke 
der beiden Punkte in dem multipli- 
zierten Strecken Verhältnis : 



(26')/*M^ 






A 



'^SS 



2). 



^8^88 



teilt, SO ist die Gleichung dieses 
Punktes nach § 46 (3) in laufen- 
den Koordinaten w, v, w, s: 

(270 U,-(i,,U, = 0. 

Liegt der Punkt E^^ auf einer 
gegebenen Ebene II^u^v, w, 5, 
so ist durch diese das Teilungs- 
verhältnis bestimmt, nämlich: 

(280 



f*28 - U^ J 



WO nunmehr in U^ und U^ unter 
u, V, w, s nicht wie in (270 ^® 
laufenden, sondern die Koordinaten 
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des gegebenen Punktes P verstanden 
sind (Fig. 305 a). 




der gegebenen Ebene 77 verstanden 
sind (Fig. 305 b). 




Fig. 305 b. 



Dann folgt aber aus (28) und (28') mit Rücksicht auf (1) und (6): 



(29) 



^8 



Die sechs Verhältnisse der Tetra- 
ederkoordinaten des Punktes P sind 
die multiplizierten Sinusverhält- 
nissey na^ch denen die Verbindungs- 
ebenen Ej^^ des Punktes mit den 
sechs Kanten «^^ des Koordinaten- 
tetraeders die bezüglichen Kanten- 
Winkel teilen: 



(30) 






(290 



.«*28== 



«♦* 



Die sechs Verhaltnisse der Tetror 
ederkoordinaten der Ebene 11 sind 
die multiplizierten Teilungsverhalt- 
nisse, nmh denen die Schnittpunkte 
Ej^i der Ebene mit den sechs Kanten 
Cj^^ des Koordinatentetraeders die be- 
züglichen Kantenlängen teilen (vgl. 
§ 28, 13): 



(300 



'^Ä. _ 






Die Lage des Punktes (Fig. 305 a) muß zur eindeutigen Be- 
stimmung des Teilungsverhältnisses (28) angegeben sein, wie in § 57, 8. 

Bei gegebenen Tetraederkoordinaten x^j a:,, x^y x^ sind nach (30) 
die sechs Verhältnisse sinE^E^^ : E^E^,. und damit die sechs Ebenen E^^ 
bestimmt. Schon solche drei von diesen sechs Ebenen, die durch drei 
in einer Seitenfläche des Tetraeders liegende Kanten gehen, bestimmen 
im allgemeinen als ihren Schnittpunkt den Punkt P. Daß die drei 
anderen Ebenen auch durch P gehen, folgt aus dem Transversalensatz 
§ 55, (14), indem für die dortigen Konstanten p^ hier x^ : x,- genommen 
wird {i = 1, 2, 3, 4). 

12« Die Tetraederkoordinaten als Doppelverhältnisse. Die 
multiplizierten Teilungsverhältnisse von § 57, 11 können als Doppel- 
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Verhältnisse gedeutet werden, wenn man Einheitspunkt und Einheits- 
ebene (vgl. § 57, 9) benutzt. 

Legt man durch die Kante £^8 ziehen den Ebenen E^ und E, eine 
dritte Ebene E,,, die die Kante £^3 mit dem Einheitspunkt JEq ver- 
bindet und dann eine vierte Ebene E^,, die mit den drei anderen das 
Doppelverhältnis (Fig. 306a) 

bildet, so ist die Grleichung dieser vierten Ebene nach § 47, (23) in 
laufenden Koordinaten x, y, JS, t: 

(32) f.- 

Geht die Ebene durch einen gegebenen Punkt P ^ x^y^ z, ty so 
ist durch diesen das Doppelverhältnis bestimmt, und zwar: 

(33) ^23 = -^o" • XJ^ ? 

WO nunmehr in Xj und Xg unter Xy y, z, t die Koordinaten des ge- 
gebenen Punktes P verstanden werden. Dann folgt aber aus (33) 
mit Hinblick auf (21): 

(34) ' ^3=^. 



^23 ^ = 0. 



Es ergibt sich daher unter Zufügung des dualen Satzes (Fig. 306 b): 



Die sechs VerMltnisse der Tetra- 
ederkoordinaten des Punktes P sind 




Fig. 806 a. 



Die sechs Verhältnisse der Tetra- 
ederkoordinaten der Ebene TT sind 




Fig. 306 b. 



die Doppelverhältnisse, nach denen die Doppelverhältnisse, nach denen 
die VerhindMngsebenen E^^,. und Ej^-^ die Schnittpunkte E,^- und E^^ der 
des Punktes P und des Einheits- 1 Ebene TT und der EinJieitsebene Eq 
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Punktes E^ mit den Kanten E^x E,. 
des Koordinatentetraeders die bezüg- 
lichen Flächenmnkd teüen: 



(35) 



K27r : ^j 



= (E,E,E,,E,^) 



mit den Kanten Ej^E^ des Koordv- 
natentetraeders die bezüglichen Kan- 
tenlängen teilen: 



^h^hi . ^h^iü 



(35-) 






Diese Definition der Tetraederkoordinaten setzt nur das Koordi- 
natentetraeder mit Einheitspunkt und Einheitsebene voraus und ist 
vollkommen dual für Punkt und Ebene (vgl. § 28, 14). 

13. Projektionen des laufenden Punktes aus einer Kante auf 
die Gegenkante. 



Die vier durch die Kante Cgs 
gehenden Ebenen (Fig. 306 a) E,, 
E3, E28, Egg schneiden die gegen- 




überliegende Kante e^j (Fig. 307 a) 
in den Punkten .Eg, E^, Pgg, E^^. 
Nach § 52, 4 und § 3, (19) ist 
daher: 

(36) ( 5==(^^3E28E2S) = 

\{E,E,P,,E,l)=^(E,E,E,lP,,). 

Sind x^, x^, Xq, x^ die Tetra- 
ederkoordinaten eines beliebigen Punk- 
tes P, und bedeuten Pgg und E^l die 
Punkte, in denen die Verbindungs- 
ebenen Egg und EgJ von P und Eq 



Die vier auf der Kante Cgg lie- 
genden Punkte (Fig. 306b) E^, 
E^, jEgs, -£?28 seien mit der gegenüber- 




Fig. 307 b. 

liegenden Kante fgg (Fig. 307 b) 
durch die Ebenen Eg, Eg, TTgg, EgJ 
verbunden. Nach § 52, 4 ist daher: 

(360 j ?-(^^^.^-ä) = 

|(E,E,n„EÄ-(E,E.E^n,0. 

Sind u^, Wg, %, u^ die Tetra- 
ederkoordinaten einer beliebigen Ebene 
TT, und bedeuten TTgg und EgJ die 
Ebenen, die die Schnittpunkte E^^ 
und E^l von TT und Eq auf der Kante 
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mit der Kante b^^ die Gegenkante c,, 
schneiden, so sind x^, x^ zugleich 
die Zweieckskoordinaten des Punktes 
Pgj auf der Kante e^^ in hezug auf 
das Koordinatenzweieck E^E^ und 
dm Einheitspunkt E^ (vgl. § 8, (4)). 
Für alle Punkte x^, x^, x^, x^ 
auf einer durch die Kante f^j gehen- 
den Ebene (Egj in Fig. 307 a) hat 
daher das Verhältnis der Koordi- 
naten x^, x^ denselben Wert. 

14« Punkte auf einer Kante 
Insbesondere gibt die Annahme P 
die Sätze (vgl. § 28, 16): 

Fikr einen, Punkt 0, x^, x^, auf 
der Kante e^^ (vgl. § 57, 7) sind 
die beiden Tetraederkoordinaten x^ , x^ 
zugleich Zweieckskoordinaten in he- 
zug auf das System E^E^, E^l. 

15, Projektion des laufenden 
Gegenfläohe. 

Die vier durch die Kante f^g 
gehenden Ebenen E2, E3, E^g, EgJ 



^28 >w*Y der Gegenkante €^ verbinden, 
so sind Wg, W3 zugleich die Zwei- 
flachskoordinaten der Ebene TT^j an 
der Kante e^^ in bezug auf das Ko- 
ordinatenzweiflach Eg Ej und die Ein- 
heiUebene E,J (vgl. § 56, (3)). 

Für alle Ebenen u^, u^, m^, w^ 
durch einen auf der Kante e^^ liegen- 
den Punkt {E^^ in Fig. 307 b) hat 
daher das Verhältnis der Koordi- 
naten u^j Wj denselben Wert. 

und Ebenen duroh eine Kante. 
= P23 und TT 



TTga aus § 57, 13 



Für eine Ebene 0, u^, Mg, durch 
die Kante b^^ (vgl. § 57, 7) sind die 



u. 



m 



beiden Tetraederkoordinaten u^, 
zugleich Zweiflachskoordinaten 
bezug auf das System E^Eg, E^, 
Punktes aus einer Ecke auf die 




Die Verbindungslinien der vier 
auf der Kante e^^ liegenden Punkte 




Fig. 308 a. 



I 



Fig. 308 b. 



schneiden die Ebene E4 = -Ei jBg-Eg lEg? -^s? *23> ^23 ^^* ^®^ ^ckQ 
in einem Perspektiven Strahlbüschel | jE^ = E^ X Eg X Eg bilden einen zu 
631, ^12; hy ^1® (Fig. 308 a.) Daher j den vier Punkten Perspektiven Stahl- 
ist nach § 52, 9: ' büschel fg^, f^g, r^, t^^ (Fig. 308 b). 
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(37) ^» 



(EgEjEgsEg,) — 

Da nun die Ebene E28 durch P 
und E^y also auch durch die Ver- 
bindungslinie E^P geht, so geht 
sie auch durch den Schnittpunkt 
P4 dieser Verbindungslinie mit der 
Ebene E^. Der Punkt P^ liegt, 
also auch auf t^ = ^^s X E4, so daß 
^1 die Verbindungslinie von E^ mit 



(37-) 



Daher ist nach § 5, 3: * 

(^81% ^1^1 )• 

Da nun der Punkt E^^ auf TT 
und E4, also auch auf der Schnitt- 
linie E4 X TT liegt, so liegt er auch 
auf der Verbindungsebene TT4 dieser 
Schnittlinie mit der Ecke E^, Die 
Ebene TT^ geht also auch durch 
Tj = E^^E^^, so daß Ti die Schnitt- 




^12 
Fig. 809 a. 




P4 ist. Ebenso ist t^^ die Ver- 
bindungslinie von E^ mit E^, dem 
Schnittpunkt der Geraden E^E^ 
mit E4. 

Analoges wie für die Kante «23 
gilt für die Kanten fg^ und e^^. 

Daher folgt mit Rücksicht auf 
. § 28, U: 

Sind x^, x^y x^j x^ die Teh'a- 
ederkoordinaten eines beliebigen Punk- 
tes P, und bedeuten P^ und E^ 
(Fig. 309 a) die Punkte, in denen 
die Verbindungslinien von P und Eq 
mit der Ecke E^ die Gegenebene E4 
schneiden, so sind x^, x^, x^ zu- 
gleich die Dreieckskoordinaten des 



Fig. 309 b. 

von El und TT4 ist. Ebenso 
ist x^ die Schnittlinie von E^ mit 
E^, der Verbindungsebene der Ge- 
raden E4 X Eq mit E^ (vgl. auch 
Fig. 307 b; 309b). 

Analoges wie für die Kante e^^ 
gilt für die Kanten e^^ und e^g. 

Daher folgt mit Rücksicht auf 
§ 56, 9: 

Sind u^, U2, u^y u^ die Tetra- 
ederkoordinaten einer beliebigen Ebene 
TT, und bedeuten TT4 und E^^ (Fig. 
309 b) die Ebenen, welche die Schnitt- 
linien von TT und Eq in der Ebene 
E4 mit der Gegenecke E^^ verbinden, 
so sind Wj, U2, W3 zugleich die Drei- 
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, Punktes P^ in hezug auf das Ko- 
ordinatendreiecJc E^E^E^ und den 
Einheitspunkt E^-^ und nach § 56, 10 
die Dreiflachskoordinaten der Ver- 
bindungslinie des Punktes P mit 
der Ecke E^ in bezug auf das Drei- 
kant e^^e^^e^^ \xnA den Einheits- 
strahl E^E^, 

Für alle Punkte x^, x^, x^^ x^ 
einer durch die Ecke E^ gehenden 
Geraden haben daher die Verhält- 
nisse x^: x^'. x^ dieselben Werte. 



flachsJcoordinaten der Ebene TT^ in 
bezug auf das Koordinatendreißach 
E^E^E^ und die Einheitsebene E^®; 
und nach § 56, 10 die Dreiecks- 
koordinaten der Schnittlinie der 
Ebene TT mit der Ebene E4 in be- 
zug auf das Dreieck «14^24^84 ^^^ 
den Einheitsstrahl E4 X Eq. 

Für alle Ebenen w^, Wg, Wg, m^ 
durch eine in der Ebene E4 liegende 
Gerade haben daher die Verhält- 
nisse u^iu^: Wg dieselben Werte. 



Für einen Punkt x^^y x< 



if ^81 ^ 



in der Ebene E^ (vgl. § 57, 7) sind 
die drei TetraederJcoordinaten x^^x^, 
Xq zugleich DreiecJcskoordinaten im 
System E^E^E^, £/. 



16. Punkte in einer Seitenfläche und Ebenen durch eine 
Ecke. Mit den besonderen Annahmen P ^ P^ und TT = TT4 folgt aus 

.§57,16: 

Für eine Ebene u^^yU^fU^, durch 
die Ecke E^ (vgl. § 57, 7) sind die 
drei TetraederJcoordinaten u^yU^^u^ 
zugleich Dreiflachskoordinaten im 
System EjEgEg, E/. 

17. Übergang von der Harmonikaiebene auf die Harmonikale. 
Bringt man die Sätze von § 57, 15 und 16 mit der Gleichung (24), 
sowie mit § 28, (24) in Verbindung, so ergibt sich: 

Durchläuft ein Punkt P die Verbindungslinie der Ecke E^ mit 
einem beliebigen Punkt P^ der Gegenfläche E^ (Fig. 308 a), so dreht sich 
die Harmonikaiebene TT des Punktes P um eine Gerade, die in der 
Ebene E4 liegt und die Harmonikale des Punktes P^ in bezug auf das 
Dreieck E^E^E^ ist 



§ 58. Gleichungen von Punkten und Ebenen in Tetraederkoordinaten. 

1, Bedingung der vereinigten Lage. Beim Übergang von den 
homogenen gemeinen Koordinaten Xy y, Zy t und u, v, Wy s zu den 
Tetraederkoordinaten x^^ x^y x^y x^ und u^, u^y Wg, u^ findet nach 
§ 57 (5) die Beziehung statt: 
(1) ux + vy + WZ + 5^ = u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^. 

Mit Rücksicht auf § 47, 4 folgt daher die für den Zusammen- 
hang zwischen Punkt- und Ebenenkoordinaten wesentliche Eigenschaft: 
Ein Punkt und eine Ebene mit den Tetraederkoordinaten x^, x^y 
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§ 68, 2—3. 



x^^ x^ und %, ^2? ^8; ^4 ^i^^^ immer dann und nur dann vereinifft, 

wenn: 

(2) u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^ = 0. 

2. Die Gleiohtuigen der Ebene und des Punktes. Je sachdem 
man daher %, w^, u^y u^ als fest und x^, X2f x^, x^ als veränderlich 
ansieht oder umgekehrt, ergeben sich die beiden Hauptsätze (§ 47, 3): 



Sind Wi, Wg» ^s; % ^^ Koordir- 
naten einer Ebene, so ist:^^) 
(3) Wi^Ti +u^x^ + u^x^ + u^x^ = 

die Gleichung der Ebene in laufen- 
den Punktkoordinaten x^^x^, x^, x^. 
Umgekehrt sind die Koeffizienten 
der Gleichung (3) einer Ebene stets 
zugleich deren Koordinaten. 



Sind x^j x^y ^3, a?4 die Koordi- 
naten eines Punktes, so ist:'^^) 

(3') XiUi+X^U2+X^U^ + X^U4^-==^0 

die Gleichung des Punktes in laufen- 
den Ebenenkoordinaten u^jU^,u^y % 
Umgekehrt sind die Koeffizienten 
der Gleichung (3') eines Punktes 
stets zugleich dessen Koordinaten, 



3. Verkürzte Gleichungen von Ebenen und Punkten. Die 

Koordinaten x^, x^y x^y x^ = 0, 0, 0, 1 der Ecke E^^ (vgl. § 57, (16)) 
genügen immer dann und nur dann der Gleichung (3), wenn «^4 = 
ist, also mit Zufügung des dualen Satzes (§ 40, (14); (15); §47,(8)): 



Ei7ie Ebene geht immer dann 
und nur dann durch die Ecke E^ 
des Koordinatentetra^eders, wenn ihre 
Gleichung die Form hat: 

(4) u^x^ + u^x^ + u^x^ = 0. 

Ebenso folgt: 

Eine Ebene geht immer dann 
und nur dann durch die Kante 
^14 = E^E^ des Koordinatentetra- 
ederSy wenn ihre Gleichung die 
Form hat: 

(5) u^x^ + u^Xq = 0. 



Ein Punkt liegt immer dann 
und nur dann in der Ebene E4 des 
Koordinatentetraeders y wenn seine 
Gleichung die Form hat: 
(4') Xj^u^ + x^u^ + x^u^ = 0. 

Ein Punkt liegt immer dann 
und nur dann auf der Kante «14 = 
El X E4 des KoordinatentetraederSy 
wenn seine Gleichung die Form hat: 



(50 



^2«^2 + ^3% = 0. 



Hieran schließen sich unmittelbar in Übereinstimmung mit § 57, 13 
die Bemerkungen: 



Die Verbindungsebene eines be- 
liebigen Punktes x^y x^y x^^y x^ 
mit der Kante e^^ = £33 ^^ ^^ laufen- 
den Punktkoordinaten die Gleichung: 

yO) x^ : x^ = x^ : ^3 • 



Der Schnittpunkt einer beliebigen 
Ebene u^y %®, u^y u^ mit der Kante 
hl '^ ^28 *^^ ^'^ laufenden Ebenen- 
koordinaten die Gleichung: 

(6-) 



Ua : Uo Wo 
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Die Gleichung der Seitenfläche 



Ej^ ist: 



(7) 



«* = 0. 



Die Gleichung der Ecke E^ 
(h = 1, 2, 3, 4) ist: 
(7') u, = 0. 



4. Identität ^^wisQhen den Gleichungen von zwei Ebenen oder 
zwei Punkten. Der Umstand, daß die Verhältnisse der vier Tetra- 
ederkoordinaten einer Ebene oder eines Punktes in umkehrbar ein- 
deutiger Beziehung mit der Ebene oder dem Punkte stehen (vgl. § 57, 
2; 4) findet wiederum seinen Ausdruck in dem Satze (vgl. § 51, 1): 



(8) 



Die beiden Ebenen: 

+ u^x^ + u^x^ « 0, 

Xi = u^^^^x^ + u^^^^x^ 

fallen immer dann und nur dann 
zusammen, wenn eine Identität von 
der Form: 

(9) AX + AiX, = 



(8') 



Die beiden Punkte: 

ü=^x^u^ +x^u^ 

+ x^u^ + x^u^ == 0, 
£/i - x^^^)u^ + x^^^)u^ 
+ ^«^'^^s + x^^')u^ = 

faUen immer dann und nur dann 
zusammen, wenn eine Identität von 
der Form: 

(9') ACT+AiCT, = 



5. Unterdeterminanten aus den Koeffizienten der Gleichungen 
zweier Ebenen oder zweier Punkte. Dieselben Sätze können auch 
so ausgesprochen werden (§51,2): 

Die beiden Ebenen (8) fallen zur \ Die beiden Punkte (8') fallen 
sammen, wenn die Matrix der Koefß- 1 zusammen, wenn die Ma;tHx der 



Zierden verschwindet, also 
(10) 



Wi(i) 



W 



(1) 



<'^ 



u^"-) 



= 0. 



Man könnte die Bedingungen 

(10) als die Gleichungen der Ebene 
u^^^^ in Ebenenkoordinaten Uj^ be- 
zeichnen, da sie mit (vgl. (14)): 

(11) 9% = %^^ ;i: = l,2,3,4 

gleichbedeutend sind. 

Ist die Bedingung (10) nicht 
erfüllt, so hohen die beiden Ebenen 
(8) eine Gerade gemein und die 
Unterdeterminanten: 



Koeffizienten verschwindet, also, 

(100 



Xa 



X. 



X. 



l(i) 



i^) x,(') 



X, 



w 



0. 



Man könnte die Bedingungen 
(10') als die Gleichungen des Punktes 
x^^^ in Punktkoordinaten Xj^ bezeich- 
nen, da sie mit: 

{n')QX, = x,W, Ä=l,2,3,4. 

gleichbedeutend sind. 

Ist die Bedingung (10') nicht 
erfüllt, so haben die beiden Punkte 
(8') eine Verbindungslinie und. die 
Unterdeterminanten : 
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§ 58, 6—7. 



&i 



|u,(^) 



tl/i) 



sind die Ächsenkoordinaten der Ge- 
raden, 



Pki- 






^/i) 



sind die 
Linie, 



Strahlenkoordinaten der 



auf die wir in § 59, 1 zurückkommen. 

6. Identität zwisohen den Qleiohiingen von drei Bbenen und 
drei Punkten. In derselben Weise wie in § 51, 3 gelten die Sätze:- 

Die drei Punkte: 



(12) 



Die drei Ebenen: 

Xg = u^^^)x^ + Wj(2)^^ 

+ <'^x^ + u^^)x, ^ 

gehen durch eine Gerade^ wenn eine 
Identität von der Form: . 

(13) kX+X^X^ + k^X^^O 
besteht 



(12') 



U == x^u^ + x^u^ 

. + x^u^ + x^u^ = 0, 



+ ^^3(^)^3 + x^^)u^ = 

üi^e» att/* einer Geraden, wenn eine 
Identität von der Form: 

(13') kü + l^U^ + k^U^^O 
besteht. 



?• Unterdeterminanten ans den Koeflisienten der Gleichungen 
dreier Ebenen oder dreier Punkte. Dieselbe notwendige und hin- 
reichende Bedingung kann wie in § 51, 4 in die Form gekleidet 
werden: 



Die drei Ebenen (12) gehen 
durch eine Gerade, wenn die Matrix 
der Koeffizienten verschwindet, also: 

% U^ Wj W4 



(14) 



Wi(^) u^ 



t*i(2) 



P^^ 
%^^> 



u^ 



(1) M.W 



<'^ 






= 0. 



Die drei Punkte (12') liegen in 
einer Geraden, wenn die Matrix 
der Koeffizienten verschwindet, also: 
x^ x^ x^ x^ 



(140 



Ji) 



rc/«) 



Jl) 



x,^'^ 






:.(!) 



= 0. 



a7,(«) 



Bei gegebenen m^^^^ und u^^\\si'(\4t) die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die veranderliche Ebene u durch die 
Schnittlinie der gegebenen geht oder: 

Die Bedingungen (14) sind zu- \ Die Bedingungen (14') sind zu- 
gleich die Gleichungen der Schnitt- \ gleich die Gleichmigen der Verbin- 
linie der beiden Ebenen Uj^^^ und u^^^^ 1 dungslinie der beiden Punkte a;^^^^ 
in laufenden Ebenenkoordinaten Uj^ \ und Xj^^^ in laufenden Punktkoordi- 
(vgl. § 59, (12)). I naten x, (vgl. § 59, (10)). 

Ist die Bedingung (14) nicht | Ist die Bedingung (14') nicht 
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erfallt, so haben die drei Ebenen 
(12) einen Punkt gemein, und die 
dreireihigen Unterdeterminanten der 
Matrix sind dessen Koordinaten. 



erfüllt, so haben die drei Punkte 
(12^) eine Ebene gemein, und die 
dreireihigen Unterdetermiiianten der 
Matrix sind deren Koordinaten. 



8. Gleichung des Ebenenbüsohels oder der Punktreihe. An 
die Identität (13) knüpft sich wiederum die Darstellung des Ebenen- 
büschels. Die grundlegende Beziehung (1) gibt auf zwei Ebenen mit 
den beiderseitigen Koordinaten m^, v^, w^, s^; u^^^\ u^^^\ Wg^^^ ^4^^^ und 
«*2> *^«» ^2> ^2) '^\'^\ ^2^^\ V*^? ^4^*^ angewendet: 



(15) 



u^x + v^y -\- w^z + s^t ^ u^^^^x^ + u^^^^x^ + u^^^^x^ + u^^^x^'^ 



damit aber folgt auch die Übertragung der Sätze § 47, 11 auf Tetra- 
ederkoordinaten : 



(16) Xi-0, Z, = 

in (12) die Gleichungen der beiden 
Grund^benen F^, Fj eines Ebenen- 
büschds, so ist die Gleichung der 
laufenden Ebene 11 des Büschels: 



(17) 



X,» 



— fi 



= 0; 



hier ist x^, x^, x^j x^ ein zur Be- 
stimmung der Evnheitsebene F^ ge- 
gebener Punkt, sind X^^, X,^ die 
für ihn gebildeten Ausdrücke X^, X^, 
und bedeutet (i das Doppelt erhcUtnis: 

(18) fi=^{r,r,nr,). 



Sind:'^) 
(160 U, = 0, U,^0 

in (120 ^^ Gleichungen der beiden 
Grundpunkte G^, G^ einer Funkte 
reihe, so ist die Gleichung des laufen- 
den Punktes P der Punktreihe: 

(170 -u\^-l^-ü]—^'^ 

hier ist u^y u^, u^y u^ eine zur 
Bestimmung des Einheistpunktes G^ 
gegebene Ebene, sind U^, U^^ die 
für ihn gebildeten Ausdrücke U^yU^y 
und bedeutet 11 das Doppelverhältnis: 
(180 ,ii-iG,G,PG,). 



Die Gleichung (17) enthält entsprechend § 47, 11 von den in 
ihr vorkommenden Tetraederkoordinaten je nur die Verhältnisse. 

Schreibt man (17) und (17') in der kürzeren Form: 
(19) X,-/.X, = 0, 1(190 U,-fiU,^Oy 

so ist fi schlechthin das multiplizierte Teilungs Verhältnis, nach dem 
die Ebene 11 den Winkel von I^ und Fg und der Punkt P die Strecke 
G^G^ teilt: 

9. Parameterdarstellung des Ebenenbüsohels und der Pxmkt- 

reihe. Im Anschluß an (19) und (190 ergibt sich dann nach § 58, 2: 

Simi Uj^"-^ und u^^^^ (k = 1, 2, 3, 4) | Sind x^^"^ und ar^W (h « 1, 2, 3, 4) 
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§ 58, 10—11. 



die Koordinaten der beiden Grund- 
ebenen eines Ebenenbüschels, so sind 
die Koordinaten der laufenden Ebene 
des Büschels mit einem Proportio- 
nalitätsfaktor Q in, der Form dar- 
steUba/r:^) 



(20) 



qUj^^UjP^)- 



w 



(2) 



die Koordinaten der beiden Grund- 
punkte einer Funktreihe, so sind 
die Koordinaten des laufenden Punk- 
tes der Beihe mit einem Proportio- 
nalitcUsfaktor q in der Forrn dar- 
stellbar: 

(20-) QX, = X^'^-i,X^^. 



Durch Elimination von q und ft ergeben sich wieder die Be- 
dingungen (14) und (14'). 

10. Identität zwischen den Gleichungen von vier Ebenen 
oder vier Funkten. Wie in § 51, 6 folgt wiederum: 



(21) 



Die vier Ebenen: 

( X = U^X^ + WgiTa + «3^8 

+u^x^ == 0, 

Xg = U^^^^X^+U^^'^^X^+U^^^^X^ 

+u^^)x^ = 0, 

+u^^)x^ = 

gehen durch einen Punkty wenn eine 
Identität von der Form: 

XX + Aj X^ + ^2 ^2 

+ ^3X3 = 

besteht. 

11. Die Determinante 



(22) 



(21-) 



Die vier Punkte: 

U = aJi«! + iCjM, + XgUg 
+ x^u^ = 0, 

+xpu^ = 0, 

+x^^H^ = 

liegen in einer Ebene, wenn eine 
Identität von der Form: 

hestekt. 



(22') 



der Koeffizienten der Gleichungen 
von vier Ebenen oder vier Punkten. Dieselbe notwendige und hin 
reichende Bedingung kann auch in die Form gekleidet werden (§51, 5): 

Die vier Ebenen (21) gehen durch 
einen Punkt, wenn die Determinante 
der Koeffizienten verschwindet, also: 



(23) 



«1 


«S 


Mg 


«4 


«!<») 


M2<^) 


u,m 


V») 


Ml(») 


«,(») 


V» 


M,(«) 


M^m 


M,^»> 


Mg*"^ 


V*) 



= 0. 



Dies isf zugleich die Gleichung 
des Schnittpunktes der drei Ebenen 



Die vier Punkte (21') liegen in 
einer Ebene, wenn die Determinante 
der Koeffizienten verschmndet also: 



(23-) 






xS«) 



Xq 



xp\ 

4: I 



= 0. 



X, 



(3) 



X, 



(8)1 



Dies ist zugleich die Gleichung 
der Verbindungsebene der drei Purste 
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V^^ '^k'^\ V*^ ^^ IcL'^f^den Ebenen- 1 Xj^^\ Xj^^\ Xj^^^ in laufenden Punkt- 
koordinaten %. j loordinafen x,,, 

12. Gleichungen des Bündels und Feldes. Aus den Identitäten 
(15) folgt femer nach § 56, (25); (25') unter Hinzufügung der dualen 
Sätze (vgl. §53, 1; 2): 

Sind: j Sind: . 

(24) Xi = 0, Xg = 0, X3 = I (240 ^\ = 0, U^=-0, U^^O 

in (21) die Gleichungen der drei in (21') die Gleichungen der drei 
Grundebenen r^, F^, Fg eines Ebenenr '• Grundpunkte eines Punkifeldes, so 
bündelsy so ist die Gleichung der | ist die Gleichung des laufenden 
laufenden Ebene TL des Bündels: . Punktes des Feldes: 

(25) fii^\+ ^2-Jo + ^8 Jo = 0, , (25') ^1 ^V + /*2^ + /*8 u\ - 0, 

und sind die Gleichungen des laufen- und sind die Gleichungen des laufen- 
den Strahles p des Bündels: \ den Strahles p im Felde: 

(2e){y.^:^,-v,:v,:v,. (26') |, : f . : ^. = -x = -. '-s- 
Hier ist x^^, x^, x^, x^ ein Hierbei ist u^^ u^, u^, u^ eine 



zurBestimmungdesEinheitsstrahles 
g^ im Bündel gegebener Punkt, und 



zur Bestimmung des Einheitsstrables 
Qa gegebene Ebene, und haben die 



haben die Parameter fti, fts, /^s ^^^ Parameter fii^ ^2> f^s ^^^^ ^i^ ^2? ^s 
1/^, t/g, 1/3 die Bedeutung der in die Bedeutung der in §28,14 als 
§ 66, 9 als Doppelverhältnisse defi- , Doppelverhältnisse definierten Drei- 
nierten Dreiflachskoordinaten w^, 1 eckskoordinaten x^, x^y x^ und u^, 
1*2, W3 und x^y x^y x^ im Bündel iWj, u^ in der Ebene (vgl. (17') und 
(vgl. (17) und (18)). I (18')). 

Kommt es auf einen konstanten Faktor der Parameter nicht an, 
so kann man die Gleichungen (25) und (26) in der einfacheren Form 
schreiben: 



(27) /iiXi + iiigXg + 1x3X3 = 0, 

(28) X^xX^'.X^^v^'.v^iv^. 



(27') ^iC/i+M2f^2 + i^8f^3 = 0, 

(28') T:^ : L\ : C/3 = 1/1 : v^ : Vg. 



13. Parameterdarstellung des Bündels und Feldes. Aus (27) 
und (27') folgt dann wie in § 58, 9:^^'^ 



• Sind M^Ci), u,^^\ Uj^^) die Ko- 
ordinaten der drei Grundebenen eines 
Ebenenbündels, so sind die Koordi- 
naten der laufenden Ebene des Bün- 



Sind x^^^\ rr^(*), Xj^^^^ (k = 1, 
2, 3, 4) die Koordinaten der drei 
Grundpunkte eines ebenen Feldes, 
so sind die Koordinaten des laufen- 

S tau de, analyt. Geometrie. 21 ^->. j 
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dels von der Form: 1 den Punktes des Feldes von 


der 




Form: 











§ 59. Die Tetraederkoordinaten der geraden Linie. 

1. Definition der Achsen- und Strahlenkoordinaten. Mit der- 
selben Begründung^ die in § 48, 1; 2 gegeben wurde, sprechen wir 
auch mit bezug auf ein Koordinatenteiraeder die schon § 58, 6 er- 
wähnte Definition aus:^®') 



Ist eine Gerade als Schnittlinie 
zweier Ebenen Ui^^\ u^^'^\ u^^'^\ u^^^ 
und u^^\ U2^^\ u^^^\ u^^^^ gegeben^ so 
verstehen wir unter den Achsen- 
koordinaten der Geraden die sechs 
Größen: 

q^, = u^(')u,(') - u,^'\('\ 
Qu = <W^ - <'W\ 



(1) 



Ist eine Gerade als Verbindungs- 
linie zweier Tunkte x^^'^\ x^^^\ x^'^\ 
x^'^^ und x^^^\ x^^^\ x^^\ x^^^ gegeben^ 
so verstehen wir unter den Strahlen- 
koordinaten der Geraden die sechs 
Größen: 

{P,z=^x,^')x,^^)-x,^')x,^'), 
p^^^x^^^)x^^)-x^^')x^^^), 

1?24 - X2^'W^ - X4.^'W'^y 



(10 



Pkl—Plk-Xk^^W^^-xl% 



(8) 



Wir wenden neben der Bezeichnung mit zwei Indizes qj^j und p^j 
die Bezeichnung mit einem Index in dem Sinne an, daß wir die sechs 
Variationen ohne Wiederholung: 

(2) 23 31 12 14 24 34 
mit laufenden Nummern: 

(3) 12 3 4 5 6 

bezeichnen, also z. B. q^^ = jg, p^^ = p^. Mit k und k bezeichnen wir 
die Nummern komplementärer Variationen, die zusammen alle vier 
Zahlen 1, 2, 3, 4 enthalten; z. B. für Ä: == 3, fc = 6 (§ 57, 7). 

3. Die Identität zwischen den sechs Koordinaten der Linie. 
Wie in § 48, 3 folgt auch jetzt: 

Zwischen den sechs Achsen- \ Zwischen den sechs StraMen- 
koordinaten einer Geraden besteht {koordinaten einer Geraden besteht 
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die Identität: 

V 

oder 

(5) Q = ?i?4 + «»fe + Sii« = 0. 



+ iuQsi = 



die Identität: 

+ PiaPu = ^ 
oder 

(5') P = p^p^ + p^p^ + p^pg = 0. 



(4') j 



umgekehrt sind sechs Größen, die durch solche Relation ver- 
bunden sind, die Koordinaten einer Geraden. 

3. Beziehung zwischen den Achsen- und Strahlenkoordinaten 
derselben Geraden. Zwischen Achsen- und Strahlenkoordinaten der- 
selben Geraden besteht wie in § 48, (10) die Proportion : ^^) 

(6) fts ' QZI ' 2l2 • Qu • «24 ' «84 = ^4 •i>24 • i>84 = i>23 ' Pzi ' Pli 

oder 

(7) Qi : «2 • «8 : «4 • «5 • Qe =JP4 -Ps-Pe-Pi-Pi ' Pz- 

Mit der in § 59, 1 eingeführten Bezeichnung können wir statt (7) 
mit einem Proportionalitätsfaktor q schreiben: 

(8) Q-qu-Pk, fe = l,2,3, 4,5,6. 

4. Die Hauptgleichungen einer durch ihre Koordinaten ge- 
gegebenen Geraden in Punkt- und Ebenenkoordinaten. Wie in 
§ 48, 8 ergibt sich: 

Hat eine Gerade die Strahlenkoordinaten p^ und q^, so sind die 
Gleichungen der Geraden in PunMkoordinaten (die Gleichungen ihrer 
Verbindungsebenen mit den vier Ecken E^, E^, E^, E^ des Koordinaten- 
tetraeders): 

JP6^2^P6^8+i>1^4=^0, 



(9) 



«8^2 - «2^8 + «4^4 = 0, 
«1^3 - &^1 + &^4 = 0, 
«2^1 - «1^2 + «6^4 = 0, 
«4^1 ~ &^2 - «6^8 = 0, 



oder (10) 



i>^^8-i>6^1+P2^4 = 0, 
ft^l-i>4^2+2?8^4 = 0, 



und die Gleichungen der Geraden in Eb€nenko(yrdinaten (die Gleichungen 
ihrer Schnittpunkte mit den vier Ebenen E^, Eg, Eg, E^ des Koordinaten- 
tetraeders): 



(11) 



Ps»s-Pai^8+Pi»i=0, 

Pl^-PiUl+P5^i = 0, 

-i'4«i-jPi«g-i'««j=o, 



oder (12) 



»6 «2 - «5 «8 + «1 «4 = 0, 
34M8-36«l + 32«4 = 0, 
35% -24«« + «8 «4 = 0, 

— q^Ui — 22 Mg — g-jM, = 0. 



Die Gleichungen (10) und (12) sind die entwickelte Form der 
Gleichungen § 58, (14') und (14). 

21* 
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§ 59, 6—7. 



Die Koordinaten w^, u^y u^, u^ 
der Verbindungsebenen der Geraden 
mit den vier Ecken sind daher: 



(13) 



f ^ 


•• Qi- 


-ft = 


0: 


Qi- 


-«1 = 


-Qi- 


-25 = 



-Qi'Q^ 


-?6 



Die Koordinaten x^, x^, x^, x^ 
der Schnittpunkte jder Geraden mit 
den vier Seitenflächen sind daher: 



0. 



(ISO 




-i's 

-Vi 



Ps--P»-Pi> 

: Pi --Pi, 

-Pi : 0:pg, 

-Ps'-Ps'O. 



5. Abhängigkeit der vier Oleiohungen (9) oder (11). Die Deter- 
minanten der vier Ebenen (9) oder (13), bezfiglich der vier Punkte 
(11) oder (13') sind mit Rücksicht auf (5) und (by. . 

Pt 

Pi 

Pe 




ft- 


-Qi 


Q4. 


-38 


9i 


Qs 


«8-31 





Qi 


-ii-%- 


-Qi 






= (.QiQi + Q2Qb + QiQiy = (^- 






Pi- 


~Pi 


-i>8 





Pi 


i>2- 


-Pi 





-Pt- 


-Pi 


-Pi 



- (Äi>4 + P2P6 + PtiPe? = 0. 



Bei einer schiefen Determinante vierten Grades, die verschwindet, 
sind aber stets auch alle ünterdeterminanten dritten Grades Null. 
(Anm. 1, IV, 7.) Daher folgt (§ 48, 4): 

Jedes der vier Systeme von vier Gleichungen (9) bis (12) eälilt, 
wenn die pj^ und q^^ gegebene Linienkoordinaten sind, nur für zwei un- 
abhängige Gleichungen, 

6. Vereinigte Lage einer Geraden mit einer Ebene oder einem 
Punkt (vgl. § 58, (2)). 

Die Gleichungen (9) und (10) Die Gleichungen (11) und (12) 
sind zugleich die Bedingungen der sind zugleich die Bedingungen der 
vereinigten La^e des Punktes x^ und vereinigten Lage der Ebene u^ mit 



der Geraden Pj^, qj^. 



der Geraden pj^, q^^. 



7. Schnittpunkt einer Greraden mit einer Ebene, Verbindungs- 
ebene mit einem Punkt. Wie in § 48, 11 folgt: 



Der Schnittpunkt der Ebene % 
mit. der Geraden q^ hat die Koordi- 
naten: 



Die Verbindungsebene des Punk- 
tes Xf^ mit der Geraden p^ hat die 
Koordinaten: 



(14) { 



9^1 = 

9^2 = 
QXi = 

l P«4 = 



Qi^i — Q6^» + Qi^i,i 

34«8-36"l+9'2«*J 

Q&'Ui-Qi^2 + Q3»i>\ 
■Qi^i-Q2^2 — Q»Us-'. 



(14') 



pMl= Pi3;i~P&Xt+PtXt, 

QUs = PsXi —PiX^ +PsXi, 
{ P«4 = -2>1«1 —Pi^i -Pi^i- 
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Der Schnittpunkt wird unbe- 
bestimmt, wenn mit (12) Gerade 
und Ebene vereinigt liegen. 



Die Verbindungsebene wird un- 
bestimmt, wenn mit (10) Gerade 
und Punkt vereinigt liegen. 



8. Vereinigte Lage aweier Geraden! Wie in § 48, 12 gilt 
der Satz (vgl. § 59, (8)): 

Die Bedingung der vereinigten Lage zweier Geraden mit den Ko- 
ordinaten pj^y g^ und Pj^, q^ (die Bedingung, daß sie sich schneiden) ^ 
lautet: 



(15) 



^fPkik-^ oder ^qiSk 

1 1 

6 6 

^PkPk =0 oder ^^qkqk'^^- 



oder 



9. Projektion einer Geraden aiis einer Ecke des Koordinaten- 
tetraeders auf die Gegenfläche. 



Eine Gerade sei durch zwei 
Punkte Pj = x^('\ x^^^\ iTg^i), xp^i 
und Pg = x^^^\ x^^^\ x^^^\ x^^) ge- 




Fig. 81 Oa. 



geben, so daß ihre Strahlenkoordi- 
naten pj^ die ünterdeterminanten 
der Matrix: 






x,^') 
x,^') 






sind. Die Schnittlinie ^ der Ebene 
n==E^P^P^ mit der Ebene E^ 
(die Projektion der Geraden p aus 



Eine Gerade sei durch zwei 
Ebenen n^ = u^^^\ u^^^\ u^^^\ w^^^) 
und 772 = ^2), V%w; 




Fig. 310 b. 



geben, so daß ihre Achsenkoordi- 
naten qj^ die Unterdeterminanten 
der Matrix: 



Wi(^) u^('^ u^^'). 



u^^') u,(') 



u,^') 






sind. Die Verbindungslinie g' des 
Punktes T^E^xU^xTI^ (vgl. 
Fig. 310 b) ist dann die Schnitt- 
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§ 69, 10. 



jB^auf E4,Fig.310a) ist dann die Ver- 
bindungslinie der Punkte P^' = x^^\ 
x,('\ x,m,0 und P,' = x,(^, «,W, 
««<*\ (vgl. § 57, 16); ihre Strahlen- 
koordinaten sind die Unterdeter- 
minanten der Matrix: 

rci«!) a^«») a;g(») 




(16) 



»i^») 



x,^'^ 






Es folgt daher mit Rücksicht 
auf § 29, (10'): 

Von den sechs StraJdenJcoordi- 
naten p,^ einer beliebigen Geraden p 
in bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
sind PifPi, jPä zugleich die Dreiecks- 
koordinaten u^^u^, u^ derjenigen Ge- 
raden p, in der die Ebene Ejp die 
Ebene E4 schneidet (der Projektion 
am E^ cmf EJ. 

Für alle Strahlen p einer durch 
die Ecke E^ geltenden Ebene 11 haben 
daher die Verhältnisse Piip^' Pz 
dieselben Werte, 



<\ 



linie der Ebenen 77/ = t*/^). 
«3(1), und 77/ = w,W m/«), u,^^\ 
(vgl. §57, 16); ihre Achsenkoordi- 
naten sind die Unterdeterminanten 
der Matrix: 



(16') 






Uj' 



U^^'> Mg' 



(1) 






Es folgt daher mit Rücksicht 
auf § 56, (16): 

V(m den sechs Achsenkoordinaten 
qj^ einer beliebigen Geraden q in 
bezug a/uf das TetraMer E^E^E^E^ 
sind q^, q^y q^ zugleich die Brei' 
fla^hskoordinaten x^,x^y % derjenigen 
Geraden q, welche den Schnittpunkt 
E4 X g mit der Ecke E^ verbindet. 

Für alle Strahlen qj^ durch einen 
in der Ebene E4 liegenden Funkt 
F haben daher die Verhältnisse 
?! • 9'2 • Ö's dieselben Werte. 
10. Gerade in einer Ebene oder durch eine Ecke des Koordi- 
natentetraeders. Mit der besonderen Annahme p^p und q== q 
folgt aus § 59, 9 mit Berücksichtigung von (16) und (16'): 



Für eine Gerade p^ in der Ebene 
E^ verschwinden p^,P^,Pq, wahrend 
!P\i P29 Ps ^'iAgleich die Dreiecks- 
koordinaten der Geraden in der Ebene 
sind (§49, 3; 4). 

Die Gleichungen der Geraden 
sind dann nach (10) in Punktkoordi- 
naten des Raumes: 

m\ "^°'' . 

l 2>ia?i+2}2^2 +1)3X3 = 

und nach (11). in Ebenenkoordi- 
naten: 

h'^2''^3=Pi'P2'P9=- 
P29'P3l'Pl2' 



(18) 



Für eine Gerade qj^ durch die 
Ecke -B4 verschwinden q^, q^, q^y 
während q^q^, q^ zugleich die Drei" 
flachskoordinaten des Strahles im 
Bündel sind (§49, 6; 11). 

Die Gleichungen der Geraden 
sind dann nach (12) in Ebenen- 
koordinaten: 

W4 = 0, 

und nach (9) in Punktkoordinaten: 



(17': 



)f 



(18-) { '^ '• 



aJg : a;, = gi : ^8 : ft = 

328 • ö'si * 9li- 
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Liegt die Gerade in der Ebene \ Geht die Gerade durch die Ecke 
El, E, oder E„ so tritt für (18) ein: E^, E^ oder £3, so tritt fQr (18') 



(19) 



^Pu'Pa '-Put 
Us:u^:u^=p^: — p^:Pi 

= Pu'Pa-Paiy 
= Pu'Pu-Ptf 



em: 



(19') 



XqI x^ : x^^^^ q^: ö'e • 3^2 
Xi : X2 1 x^ = q^ : Ö'i • ft 

^ 9'24 • 9'41 • 9'l2 • 



An Stelle von (18) und (18') kann man auch sagen (Fig. 311a; b): 
Ist u^, u^^y u^y u^ irgend eine ' Ist x^y x^y x^y x^ irgend ein 



Eheney die durch die in E4 enthaltene 




Punkty der auf der durch E^ gehen- 



>E, i 



«,«*Ä"» 



«x« 



Fig. 311a 




Fig. 311b. 



Gerade geht, so sind die Gleichungen 
der letzteren: 

(20) u^iu^iu^^ u^ : u^^ : u^^y 

(vgl. §58, (6')). 

11. Strahlen- und Aohsenkoordi- 
naten der Kanten des Koordinaten- 
tetraeders. Für die Linienkoordinaten 
der Kanten Ck^ai (vgl. §59, 1) des 
Koordinatentetraeders ergibt sich aus 
(1) und (1'), indem man die Kanten als 
Verbindungslinien zweier Ecken oder 
Schnittlinien zweier Seitenflächen auf-- -^i 
faßt und die Koordinatenwerte § 57 
(16), (160 benutzt (Fig. 312). 



den Geraden liegt, so sind die Glei- 
chungen der letzteren: 

i^Jö ) x^ : X2 ' x^ = x^ 1X2 • ^8 ; 
(vgl. § 58 (6); § 43, (4)). 




Fig. 812. 
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Pl 


Pi 


Pi 


i>4 


ft 


A 


Cl 


1 

















«i 





1 














«s 








1 











«4 











1 








«5 














1 





«6 

















1 



«1 ii Ss 94. «6 «6 



10 

10 

(21) e, 10 (21') a, 10 

10 
10 
1 

12. Bedingangen für drei Gerade dtuoh einen Punkt oder in 
einer Ebene. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, daß 
drei gegebene Gerade p^^j, p^^j, pfj sich paarweise schneiden, sind nach 
§ 59, 8: 

^^ M Äi = 23, 31, 12. 

Die Geraden liegen dann entweder alle drei in einer Ebene oder 
gehen alle drei durch einen Punkt. 

Gehen die drei Geraden durch einen Punkt x^, x^, x^, x^, so be- 
stehen nach (10) die zwölf Gleichungen: 



(23) 



i'4<''^a;,-i>e»a;, + p/)a;, = 0, 

\ -i)!»«! -P^'^X^ -i^S^'^^S = 0, 



» = 1,2,3. 



Je drei mit i = 1, 2, 3 in einer dieser vier Zeilen enthaltene 
Gleichungen sind aber nur verträglich, wenn die Determinante der 
Koeffizienten verschwindet. Setzen wir zur Abkürzung allgemein die 
Determinante: 

p^^)pi^>pw 



(24) 



= (hlm)y 



p,i^)pi^>pj^) 
p,(^)p(^)pj^) 

so ergibt sich unter Hinzufügung des dualen Satzes (vgl. (11)):^*') 

Wenn die drei Geraden p^^\ p'-^\ Wenn die drei Geraden p^^\ p'-^\ 
2)<') einem SiraJilbündel angdiören, p^'^ einem Strahlfeld angehören, so 
so bestehen neben (22) noch die Be- bestehen neben (22) noch die Be- 
dingungen: ■ dingungen: 

((234) = 0, (315) = 0, 



(25) 



( (561) = 0, (642) = 0, 
\ (453) = 0, (123) = 0. 



(25') 



l(126) = 0, (456) = 0. 
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Diese Bedingungen sind notwendig. Hinreichend ist schon eine 
geringere Zahl. Ist etwa p^^^ + (i = 1, 2, 3), sind von den vier 
Gleichungen (23) schon die zwei ersten hinreichend, damit der Punkt 
x^j x^j x^f x^ auf der Geraden p^^^ liege (§ 59, 6). Dafür also, daß 
alle drei Gerade einen Punkt gemein haben, ist notwendig und hin- 
reichend, daß dieser den sechs Gleichungen genüge: 



(26) 



l^e^'^a^a - p^^'-^x, + Pi^'^x^ = 0, p,(*^x^ -P,^'^x, + p,<~^)x, = 0, 



P*^'% - i>6^''^i + P,^'K = 0, p^^'% - Pe^'% + p,^^x, = 0, 

Die drei ersten Gleichungen (26) sind verträglich, wenn (561) = 0; 
die drei letzten, wenn (642) = 0; jene geben dann (Anm. 2, II, (10)): 



(27) 



Xe, l Xo l Xa 






p,i^) p,i^) 
p,(^) p,(^ 



p,i^ p,i^ 



(8) «,(8) 



P^' Pi' 



(oder mit 31 oder 12 für 23), diese aber ebenso: 



(28) 



•I/o . tAyt • tl'A. '~~ 



Pe^'^ P^ 



^,(8) p,(8) 



\p,(^ 



Pe 



(2)1 



W'' P,^''\ 



Die Entwickelung der weiteren Bedingung, daß die beiden Werte 
x^i x^^ in (27) und (28) gleich sind, liefert die Gleichung (22) mit 
hi = 23. Es sind dann die drei Bedingungen: (561) = 0, (642) = 
und (22) mit hi = 23 hinreichend dafür, daß die drei Geraden einem 
Bündel angehören. 

Wmn die drei Geraden einem Strahlenbüschel angehören, sind die 
Bedingungen (22), (25), (25') sämtlich erfüllt. 



§ 60. Gleichungen in laufenden Linienkoordinaten. 

1. Gleichungen eines Punktes oder einer Ebene in laufenden 
Iiinienkoordinaten. 

Sind a?!, x^y x^, x^ die Koordi- 



naten eines gegebenen Punktes, so 
haben alle durch ihn gehenden 
Linien nach § 59 (9) die Glei- 
chungen zu erfüllen: 

[ Ql = ^2^3 - ^39'2 + ^4^4 = 0, 
Qi = ^3?/l — ^1^8 + ^455 = 0, 
Ö» = ^1^2 — ^2^1 + ^4^6 = 0, 

y Ö4==-^1^4 - ^2^5 —■^3^6=0. 



(1) 



Sind u^j ^2; ^3^ ^4 ^^^ Koordi- 
naten einer gegebenen Ebene, so 
haben alle in ihr liegenden Linien 
nach § 59 (11) die Gleichungen zu 
erfüllen: 

( Pi = W2i>8 — ^3i^2 + *^4i>4 == ; 

Ps = ^llh — ^2Pl + ^hPß = , 
P4 = — WiP4 - W2Ä - **3i^6 = 0. 



(10 
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Dies sind daher die Gleichungen 
der Ebene (des Strahlfeldes) inLinien- 
koordinaten pj^ (v^l. § 58, (3)). 



Dies sind daher die(überzähligen) 
Gleichungen des Punktes (des Strahl- 
hündels) in Linienkoordinaten q^ (vgl. 
§58, (3')). 

Die Gleichungen zählen für drei unabhängige, da identisch in den 
5^, bezüglich p^: 
(2) x,Q, + x,Q, + x,Q, + x^Q^^O \(2') u,P,+ti,P, + u,P, + u^P^^O, 

dagegen z. B. für x^=^0 die drei ersten Gleichungen (1) nach 54,^5, q^ 
auflösbar und daher unabhängig sind. 
Da nun auch (vgl. § 59, 2): 

(3) tflÖi + (7202 + ^^8=^46 |(3')PlA+i>2A+Ä^S = ^4^, 

so folgt alsdann aus den drei unabhängigen auch Q = 0, bezüglich 
P = 0. 

Die vier Gleichungen (1) oder (V) zahlen hei gegebenen Xj^ oder Uj^ 
für drei unabhängige (im Gegensatz zu § 59, 6, wo die p^, q^ gegeben 
sind). Alle 00^ Werte der fünf Verhältnisse der g^^ oder ^^, die drei 
unabhängigen Gleichungen (1) oder (1') genügen, genügen sowohl der 
vierten als auch der Bedingung ^ = oder P = 0. 

Daß die quadratische Relation § = oder P = zwischen den 
q^ oder Pj^ hier in Fortfall kommt, entspricht dem Umstände, daß 
Strahlbündel und Strahlfeld lineare Liniengebilde sind im Gegensatz 
zum Linienraum, der eben wegen dieser Relation ein quadratisches 
Liniengebilde vorstellt (§ 60, 6). 

2. Determinantenform der Gleichungen eines Punktes oder 
einer Ebene. Ist der Punkt x^, x^y x^, x^ durch zwei Gerade g(^^ 
und ^^^ gegeben, die sich schneiden, so daß (§ 59, 8): 

(4) 3,(')«,(») + q,^')q,^') + q,(')q,(') + q^^)q,(') + q,mq,<.') + q.^q^^^) = 0, 
80 müssen diese selbst den Gleichungen (1): 

(5) Xiqi — x^q^■\-x^q^ = 0, x^q^ - x^q^ + Xtq^ =- 0, ....... 

genügen also: 

^238<''-a^s«2'" + a;4g4<'' = 0, x^q,W-x^q^m+x^q,W = 0, ....... 



(6) ■ 

^ M^2«»<'^-a^s2><'> + ^424('> = 0, x,q^(^-x,q,^*Hx^q,^^> = (i, 

Durch Elimination der x aus (5) und (6) führt man aber die 
qP, qP^ in (5) ein und findet: 

Die Gleichungen eines Punktes (eines Strahlbündels), der durch zwei 
sich schneidende Strahlen qp^^ und qp^ gegeben ist, sind in laufenden 
Linienkoordinaten : 
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(7) 






«. 

«; 



,(1) 



Qk'" ir g»' 



.(«) 



(1) 

n 

(2) 



0, Um = 234, 315, 126, 456. 



Ebenso folgt dual: 

Die Gleichungen einer Ebene (eines Strahlfeldes), die durch zwei 
sich schneidende Strahlen pP und p^^^ gegeben ist, sind in laufenden 
Linienkoordinaten : 



(70 



Pk Pi 



Pm 



Pt^^^ i»/'^ Pm<" =0, Äim = 234, 315, 126, 456, 

Ä<*> pP^ pJV 



(vgl. § 59, (24); (25-)). 

3. Gleichung der Gtoraden in Linienkoordinaten. Die Gleichung: 

(8) g,mp, + g,(»)p, + 23f>, + g,(i)jp, + q,Wp^ +q,^')p, - 

6 6 

oder 2 Qk^'^Pk = oder ^ ^*- '^^* ^ ^ 
1 1 

wird nach § 59, 8 bei festen, der Bedingung: 

(9) «i«34(^> + 3,<')feW + g,«g«W = Ö 

genügenden Werten der Koeffizienten von allen Geraden p^ erfüllt, die 
die Gerade q^^^^ schneiden. Sie ist daher die Gleichung der Geraden q^^^ 
in laufenden Strahlenkoordinaten p^^^^) 

Die Koeffizienten der Gleichung sind die Koordinaten der Geraden 
(vgl. § 58, 2). 

Da die laufenden Koordinaten p^ neben (8) der Bedingung: 

(10) l?iP4 + P2P6 + PsPs = 

genügen müssen, so gibt es 00' Gerade, die eine Gerade g/^^ schneiden. 
Durch zwei Gleichungen von der Form (8) sind die 00^ Geraden 
dargestellt, die zwei feste Gerade schneiden, durch drei Gleichungen 
von der Form (8) sind die 00^ Geraden dargestellt, die drei feste 
Gerade schneiden. 

4. Die Gleichungen der Kanten des Koordinatentetraeders. 
Da nach § 59, 11 die Koordinaten der Kanten des Koordinatentetra- 
eders bekannt sind, so folgen die Gleichungen der Kanten: 



e. == £1 



Cfii — €9 



Ca Ba 



(11) 



«1 = «2 = gj = «4 = «5 = «8 = 

i'4 = o pr, = o Pi = o i>i = o 1)8 = Pi = o. 
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5. Der lineare Komplex. Der Inbegriff aller oo^ Geraden p^^ 
die neben der Gleichung (10) einer linearen Gleichung von der Form: 

(12) a^p^ + a^p^ + a^p^ + a^p^ + a^p^ + a^p^ ^ 

genügen, heißt ein linearer Komplex}^^) 

Er ist ein allgemeiner linearer Komplex, wenn die Koeffizienten- 
verbindung: 

(13) A = a^a^ + a^a^ + a^a^ 

nicht ist, dagegen ein spezieller linearer Komplex, wenn A = ist. 

Im letzteren Falle können die Koeffizienten als Achsenkoordinaten 
einer geraden Linie betrachtet werden, und der Komplex besteht aus 
allen Geraden, die diese schneiden. Die Gleichung (12) kommt dann 
auf die Form (8) zurück. 

Die Koeffizienten der Gleichung (12) heißen die Koordinaten des 

linearen Komplexes (Komplexkoordinaten). Ihre fünf Verhältnisse sind 

im Gegensatz zu den Koordinaten der Geraden ganz unabhängige 
Größen-i^O 

6. Transversalen von vier Geraden. Eine Gerade pj^, die vier 
teste Geraden qjP, g/^), qj^^\ q^^^^ schneidet, hat nach § 60, 3 den fünf 
Gleichungen zu genügen: 

gi^'^i>i + ^2^'^A + Qb^'^Ps + Q,^ ^P, + qo^'^Ps + Qe^'^Pe = 0, 
qi^'^Pi + q^^V, + Qs^'^Pz + q^'^P. + ^/^i>5 + Ib^'^Pb = 0, 
. ^i^^^Pi + q,^'^P, + Qs^'^Pb + q^'^P, + fe^'^Ä + ^b^'^Pb = 0, 
(15) JPii>4 + ÄÄ + Äi>6 = 0. 

Da dies vier lineare und eine quadratische Gleichung für die fünf 
Verhältnisse p^ 'P2'Ps'P4.'P5'Pb ^i^^? ^^ ergibt sich:^^^) 

jEs gibt im allgemeinen zwei Gerade, die mit vier gegebenen Ge- 
raden vereinigt liegen (die beiden gemeinsamen Transversalen der vier 
Geraden), 

Dieser Satz steht im Gegensatz zu den analogen Sätzen (§ 58, 11): 
^5 gibt im allgemeinen einend Es gibt im allgemeinen eine 



(14) 



Punkt, der mit drei Ebenen ver- 
einigt liegt (den Schnittpunkt). 



Ebene, die mit drei Punkten vereinigt 
liegt (die Verbindungsebene). 



Daher gehört die Liniengeometrie im allgemeinen nicht in die 
Geometrie der linearen Gebilde. 

7. Hyperboloidische Lage von vier Geraden. Wenn vier Gerade 
im Räume so gelegen sind, daß jede der oo^ Geraden, die drei von 
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den vier Geraden schneidet^ auch die vierte schneidet, so sagt man, 

daß sie hyperboloidische Lage haben.^^*) Es muß dann jede Gerade ^^, 

die dreien von den Gleichungen (14) genügt, auch der vierten genügen. 

Die Bedingung für die hyperboloidische Lage von vier Geraden 

&'^ i^'\ 2*(»\ &^*> ist: 

.(1) 2/1) 



(16) 



.(1) 



«1^'' q.i''> 9,' 



(1) 



«5' 



(1) 



.(«) 



'.W 



qi"> Qi'" q»"> q*'" q^ 



(«) 



ß) 



,(8) 



J») 



qi'"' qi''' q»"> q^"' q^ 



(8) 



.(«) 









«6' 



,(») 



= 0. 



(4) 



»W 



.(« 



3i^" ^i^"' qz'" q^'> qs''' q^ 



w 



.W fl.WI 



Sie entspricht den Bedingungen § 58, (14') und (14) dafür, daß 
drei Punkte in gerader Linie liegen oder drei Ebenen durch eine 
Achse gehen. 



§ 61. Vier Ebenen und llixe Detenninante. 

1. Die Gleiohnngeii und die Determinante von vier Ebenen. 
Vier Ebenen E„ l =1,2, 3, 4, seien durch ihre Gleichungen in Tetra- 
ederkoordinaten : 

Zj = «i^a;! + «„«g + «iga;, + a^^x^ = 0, 

^J = «'S!*! + «82^2 + «sj^s + «aA = 0, 
y JL4 = (l^X^ -T Oj^X^ + £[43*3 + 0^44^4 = v/j 



(1) 



oder: 



^k-^^ki^i-^ 



gegeben. Ihre Determinante: 



(2) 



|«31 
«AI 



^42 



^43 



^24 



^44 




hat 16 Unterdeterminanten dritten 
Grades, die wir nach Anmerkung 1, 
ni, 2 mit Aj^^y und 36 Unterdeterminanten zweiten Grades, die wir 



ebenso mit a^, bezeichnen. 



2. Die Ebenen bilden ein Tetraeder. Wenn die Determinante A 
vom Range 4 ist, d. h. wenn sie nicht verschwindet, so bilden die vier 
Ebenen nach § 51, 7 ein Tetraeder (Fig. 313)- Die Koordinaten der 
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vier Eckpunkte E^ des Tetraeders, der Schnittpunkte je dreier Ebenen (1), 
sind: 

x,i*) : x,(*) : a:,W : x^W =^ A,, : A,, : A^, : A,„ 



(3) 



oder: 



a;,(«) : x,(') : a;,«» : x,(') = A,, : A,, . ^„ . ^,„ 
x,(*) : x,W : a;,W : a;/) - ^« : A,, : A^ : ^^, 



Die J.eÄsc»»fcoordinafeM der sechs Kanten «^ = E, x E„ des Tetra- 
eders (wo Im die Ä** Kombination der Reihe 23, 31, 12, 14, 24, 34 
ist), der Schnittlinien je zweier Ebenen X, = 0, X„, = 0, sind nach 
§ 59, 1: 

q^m : q^W : 3,0 : g-/» : q^m .. q^W =. a,j : «j^ : «„ : «^^ : a,^ : cc^^, 
2i(») : g-gC) : ^W : g^« : &(«) : g-gW = «,1 : a^j : «js = «^4 = ««5 = ««6. 
jjW : g,(8) : g,(8) : g^(«) : q,m : g^W = a,i : «jj : «gj = «m = «ss = «je, 
jjW : gjW : g^W : j/*) : ^jW : g^W = c^, : a« : a« : «^ : «^ : a«, 

«61 • «5S : «58 : «64 ' 



(4) 



oder: 



g/5),3^(5).j^(6),^^(5).2^(6).g^(6), 

gi(«) : g,<«) : ?,(«) : g/) : feW : ge<*' = ««i = «62 = «e» = «s* = «65 = «6«, 



<>«/*^ = ««• 



Die Koordinaten der vier Ebenen E^ des Tetraeders selbst sind 
nach (1): 



(5) 



oder: 



Wi(^) : Wg^i) : Wg^^) : u^^^ = c^ij . vu^^ . u.^^ . ^14, 



«1, : a.. 



a,o : a. 



/») : w^(«) : Wj^«) : w^^«) = «31 : a^^ : «33 : a^^, 



(6) 



Die Relationen (Anm. 1, III, (17)): 

* ' A iur l^k 

für / + Ä 



^* «*m4m = 



drücken daher aug, daß die Ebene E^t ^^^ ^^ ^^^^ ^i getrennt oder 
vereinigt liegen, je nachdem l = k oder l-^Jc (vgl. § 58, (2)). Die 
Relationen (Anm. 1, III, (19)): 



(7) 



Ä für l = k 



^^^ _ ( A tür t = /c 
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bedeuten, daß die Acksen e^^ und e, windschief oder vereinigt liegen, 
je nachdem l = k oder 2 4*^ (vgl> § 59, (15)). Endlich die Relationen 
(Anm. 1, m, (20)): 



(8) 



>m akmdCkm 



= 



geben für die Achsenkoordinaten gj*^ der Kante Sj^ die identische 
Gleichung § 59, (5). 

3. Die vier Ebenen gehen durch einen Funkt. Wenn die 
Determinante A vom Bange 3 ist, d. h. wenn Ä = ist, ohne daß alle 




ft/'«/ 



Fig. 814. 



Fig. 815. 



16 Unterdeterminanten A^^ verschwinden, so gehen die vier Ebenen 
nach § 58, 11 durch einen Punkt (Fig. 314), dessen Koordinaten sind: 

(9) x^:x^:x^:x^ = A^ : Ak2 : Aks : Au^, 

mit Ä = 1, 2, 3 oder 4. 

Zwischen den linken Seiten der Gleichungen (1) besteht die 
Identität (vgl. § 58, 10): 

(10) X^ X, + A,X, + A3X3 + A,X, ^ 0, 
in der die konstanten Faktoren die Werte haben: 

(11) Aj : Ag : A3 : A4 = -d.jj : -Aoj : A^^ : A^^^ 

mit 1= 1,2,3 oder 4. 

Die sechs Kanten s^ gehen ebenfalls durch den Punkt (9), sind 
aber im allgemeinen noch getrennt (Fig. 314). 

Die vierfache Darstellung der Werte x^'.x^'* x^ : x^ oder A^ : Ag : A3 : A4 
in (9) und (11) beruht auf dem Satze (Anm. 1, III, (21)), daß alle 
Unterdeterminanten zweiten Grades aus den Aj^j^ verschwinden, also: 



(12) 



= 0. 
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4. Die vier Ebenen gehen durch eine Achse. Wenn die Deter- 
minante vom Bange 2 ist, d. h. wenn alle 16 Unterdeterminanten 
Aj^^ = sind, ohne daß alle 36 Unterdeterminanten a^j verschwinden, 
so. gehen die vier Ebenen nach § 58, 7 durch eine Achse (Fig. 315), 
deren Koordinaten sind: 

mit * = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Zwischen den linken Seiten von je drei Gleichungen (1) besteht 
eine Identität (§ 58, 6): 

^ ^ \k,X,-X^X, + X,X, = 0, k^X^ + k^X^ + k^X^ = 0, 
wo die konstanten Faktoren die Werte haben: 
(15) Ai : ^2 : A3 : A^ : Ag : Ag = «j , : «21 ^ «si • «4i ^ «5i • ^%v 

mit Z = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Die sechsfache Darstellung der Verhältnisse der g^ und kj^ in (13) 
und (14) beruht auf dem Satze (Anm. 1, III, (22)), daß alle Unter- 
determinanten zweiten Grades aus den a^^j verschwinden, also: 



(16) 



'*** = 0. 



5. Die vier Ebenen fallen zusammen. Wenn die Determinante 
A vom Bange 1 ist, d. h. wenn alle 36 Unterdeterminanten a;tj = 
sind (§ 58, 6), ohne daß alle Elemente a^j verschwinden, so fallen die 
vier Ebenen (1) in eine Ebene zusammen, deren Koordinaten sind: 
(17) Wi : Wg : W3 : w^ = a^^^ : a^^^ : a^^^ : a^^^, 

mit Ä = 1, 2, 3 oder 4. 

Zwischen den linken Seiten von je zwei der Gleichungen (1) be- 
steht eine Identität von der Form (§58,4): 

n 8^ I ^2 ^8 ~ ^3 ^2 ^ ö? ^8 -^1 ~ -^1 ^3 =^ ^} K ^2 ~ ^2 -^1 =" ö> 

V A^X^ — ^4^1 "^ ^f ^2^4 ~^ ^4^2 "^ Oj ^3^4 — ^4^3 "^ ^? 
wo die konstanten Faktoren die Werte haben: 
(19) Aj : A2: A3: A4 = ai,:a2,:a3,:a^„ 

mit Z = 1, 2, 3 oder 4. Es ist (Anm. 1, III, (23)): 



(20) 



*km 



^kn 



0. 
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§ 62. Transversalen des Tetraeders in liyperboloidiselier Lage. 

1. StraMen durch die Ecken und in den Seitenflächen des 
Tetraeders. 



Vier durch die Ecken E^, E^, 
E^y E^ des Koordinatentetraeders 
gehende Strahlen haben nach § 59, 
(18'); (19') in laufenden PunJctko- 
ordinaten die Gleichungen: 



(1) 



OC2 ' X^ l X^ = a^2 • ^18 • ^14? 
X^ : Xi l X^ = 0^23 : 0^21 • ^24? 

x^ i X2 '' x^ = ttgi : »32 : Ö34, 
X-I i Xa i Xq = d^i i aA9 • ai: 



*'2 



*^3 



^41 



*42 



^48? 



Vier in den Seitenfläcfien E^, Ej, 
E3, E4 des Koordinatentetraeders 
liegende Strahlen haben nach § 59, 
(18); (19) in laufenden Ebenen- 
Jcoordinaten die Gleichungen: 



(10 



w« :u^ 



b^2 • bi^ ' ^i4> 



W3 : Wj : u^ — 628 • ^21 • ^24 ? 
u^iu^iu^^ &31 : &32 : &34, 

Wl : W2 • ^8 = *41 • *42 • ^43 ? 



wenn ihre Achsen-, bezüglich Strahlenkoordinaten in folgender Weise 
bezeichnet werden: 



(2) 



Qi Q2 Qa ^4 Q6 Qe 



a 












—a, 



24 '-' ^3 
«34- «82 
0^42 «43 



18 "'i: 
— a« 



(2') 



«■81 





0. 



Pi Pi Ps Pi Ps 



6u 


0- 


-618 


h. 


b,i 


K 


- 


-K 


63^- 


-b,. 


«»81 





b±i i>i9 K% 


Q 





0. 



2. Bedingung für die hyperboloidiBChe Lage der vier Geraden. 



Die vier Geraden (1) liegen nach 
§60,7 hyperboloidisch, wenn jede 
Gerade^, die den drei Gleichungen: 

«142>1 - «I3P0 + «122>6 == 0; 

(3) «24^2 - «21^6 + «282^4 = 0, 

«84Ä - «82^4 + «81P5 = 

genügt, auch der Gleichung: 

(4) a^p^ + a^p2 + «4al^8 = 
genügt. 



Die vier Geraden (1') liegen 
nach § 60, 7 hyperboloidisch, wenn 
jede Gerade g, die den drei Glei- 
chungen: 

^14^1— ^18fe +^2^6 = 0, 
(3') ^24^ — *21?6 + *23«4 = ^, 
f>uQB - ^32^4 + KQ5 == 

genügt, auch der Gleichung: 
(4') b^q^ + b^q^ + b^q^ == 
genügt. 

Setzt man die aus (3) berechneten Werte p^^ p^y p^ in (4) ein, 
so folgt: 



*41 



«isPö 



r «42 ~ ;; r «48 



= 0, 



«14 • '" «.4 ' ^ «8- 

und damit diese Gleichung in p^, p^, p^ identisch sei: 

Stande, analjt. Geometrie. 22 
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oder 

(6) 



?1« = ?»« . ?** 
«48 «84 «SS ^ 



«14 «81 ^ 



O« ^ «81 «1, 



Danach ist zuerst: 



(6) 



«82 , «84 , «18 . «84 . ««1 «14 ^ «8» «18 «81 ^ ^^ 



«84 «88 «14 



«28 «81 «12 



Wir können nun in (1), da es in jeder einzelnen Zeile nur auf 
die Verhältnisse der drei Konstanten ankommt, ohne Beschränkung: 
«12 == «21 y ^28 "^ ^82 setzen und haben damit nach (6) auch a^g = a^^. 



Dann wird nach (5): 



«84 



Wir können wieder ohne Beschränkung a^ == ag^ nehmen. Dann 



folgt: 



«48 = «1 



'84? 



Damit die vier Geraden (1) 
hyperboloidisch liegen, ist notwendig 
und hinreichend^ daß: 

(7) «*7 = «, 



*ki- 



^ik' 



Damit die vier Geraden (1') 
hyperboloidisch liegen, ist notwendig 
und hinreichend, daß: 

(7') 6h = 6». 

Man kann den Satz mit sechs unabhängigen Konstanten ft^^ und 
Vj^ (Je == 1, 2, 3, 4, 5, 6) auch so aussprechen: 

Vier durch die Ecken des Tetra- Vier in den Seitenflächen des 
eders gehende Strahlen sind in hyper- Tetraeders liegende Strahlen sind in 
boloidischer Lage, wenn ihre Glei- hyperboloidischer Lage, wenn ihre 
chungen (1) die Form haben: Gleichungen (1') die Form hohen: 



(8) 



a?2 : ^8 • ^4 — ^8 • f*2 • f*4? 

x^: x^\ x^ = ,«1 : ftg : ii^, 

x^'.x^'.x^^li^: /ii : ftß? 

\x^:x^:x^^li^\lLr,:iiQ, 



(80 



% • «*8 = «*4 = -^3 • ^2 • n:i 

Wg:«*! :u^ = Vi iv^ivr,, 
u^:u^:u^==v^:vi: Vq, 



3. Harmonikalbeziehungen der hyperboloidischen Strahlen. 
Der Schnittpunkt des vierten durch die Ecke E^^ gehenden Strahles (8) 
mit der Gegenebene E4 hat nach § 57, 16 in bezug auf das Dreieck 
E^E^E^ dieser Ebene die Dreieckskoordinaten: 

Die Harmonikale dieses Punktes in bezug auf dasselbe Dreieck 



Digitized by VjOOQIC 



§ 62, 8. 



339 



hat nach § 28, 11 die Linienkoordinaten: 

^4 ' M'6 * /*6 



; u. : Mo == 



Dies sind aber nach § 57, 16 und § 59 (20) zugleich die Glei- 
chungen der Harmonikale in Ebenenkoordinaten. 

Die Verbindungsebene der vierten, in der Ebene E^ des Koordi- 
natentetraeders liegenden Geraden (8') mit der Gegenecke E^ hat 
nach § 57, 16 in bezug auf das Dreiflach E1E2E3 die Dreiflachskoor- 



dinaten ^1 : Mg : Wg = ?'4 • ^5 • «'e- ^®^ Harmonikaistrahl dieser Ver- 



bindungsebene in bezug auf dasselbe Dreiflach hat daher nach § 56, 
(33) die Strahlenkoordinaten: 

111 



/y • /y • /y 



^4 /*5 Me 



Dies sind wiederum (§ ö7, 16) zugleich die Gleichungen dieses 
Harmonikalstrahles in Punktkoordinaten. So folgt allgemein: 



Die Schnittpunkte der vier durch 
die Ecken des Tetraeders gehenden 
Strahlen (8) mit den Gegenehenen 
liaben in hej3ug auf das Dreieck der 
in diesen liegenden Ecken des Tetra- 
eders die Harmonikallinien: 



(9) 



u. :Uo 



Uo :u. 



u, :m„ 



u, :u. 



1 


1 


1 


u.= — 


'~ih 


•>7^ 


1 


1 


1 


«.= ^ 


' i^s 


>5' 


1 


1 


1 


M . = 

* ^2 


t^l 


' ^e' 


1 


1 


1 


Mo = 





. • 


^ /^4 


H 


^6 



Diese Gleichungen haben aber 

mit-- = v^ die Form (8'). Es folgt 

also:*^) 

Liegen vier durch die Ecken des 
Tetraeders gehende Strahlen hyper- 
holoidischy so liegen auch die Har- 
monikallinien ihrer Schnittpunkte mit 
den Gegenebenen hyperboloidisch. 



Die Verbindungsebenen der vier 
in den Seitenebenen des Tetraeders 
liegenden Strahlen (8') mit den Gegen- 
ecken haben in bezug auf das Drei- 
flach der durch diese gehenden Seiten- 
ebenen des Tetraeders die Harmoni- 
kalstrahlen: 

1*1 1 



(9') 



*^9 • ^« • ^A 



ül/Q • OC-t • Xa — 






X-t : Xa : Xa — 



Diese Gleichungen haben aber 
mit — = |Ltjt die Form (8). Es folgt 

also: 

Liegen vier in den Ebenen des 
Tetraeders verlaufende Strahlen 
hyperboloidisch, so liegen auch die 
Harmonikalstrahlen ihrer Verbinr- 
dungsehenen mit den Gegenecken 
hypoboloidisch, 

22* 
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(10) l. 



Die Beziehung zwischen den vier Strahlen durch die Ecken und 
den vier Strahlen in den Seitenebenen des Tetraeders ist nach der 
Form der Gleichungen (8), (9) und (8'), (9') reziprok (vgl. § 55, 9). 
4. Hyperboloidische Lage der Höhen eines Tetraeders. Sind 
die Seitenflächen eines Tetraeders E^E^E^E^ in bezug auf das Koordi- 
natensystem Oxyz in doppelter Bezeichnung durch die vier Gleichungen 
gegeben: 

Xi -= a^^x + «lay + a^^z + a^^ = a^x + \y + Ci^e? + dj = 0, 

Xg = a^^x + a^^y + «28^ + %4 = <^^^ + i^y + c^z + d^^0, 

"Xg = a^^x + aggy + a^^z + a^^ == a^x + h^y + c^z + d^^O, 

X^ = a^iX + a^y + a^gi? + «44 = a^x + fe^y + c^^ + d^ = 0, 

so sind die Gleichungen einer beliebigen durch die Ecke E^ gehen- 
den Geraden nach § 53, (6): 

(11) Xg : X3 : X4 =- v^ ''V^:v^ 
oder: 

(12) 1/4X3 — 1/3X4 = 0, 1/2X4 — 1/4X2 = 0, 1/3X2 — 1/2X3^0. 

Die Richtungskosinus dieser Geraden verhalten sich nach § 48, 
(19) wie ihre drei ersten Achsenkoordinaten ggs? fti? 9'i2? diese aber 
sind nach § 48, (3) proportional den Unterdeterminanten der Matrix: 



v.a^ 



2^41 



v.a, 



^^n 



1/0 a«. — v^a, 



»'s "'21 



2 "'S! 



i/«a.9 — v.a<. 



v^a^o — v^a, 



v^cc.o — v.a, 



»'2 "48 



4"'23 



2 "'82 



v,a. 



2 "^33 



also mit Benutzung der Bezeichnung § 61, 1: 

9^28 • &1 • 3l2 = «61^2 - «51^ + «11 n • «62^2 " «52^8 + «^12^ 
.• «68^2 - «63^8 + «13^- 

Soll diese Gerade auf der Seite X^ = senkrecht stehen, muß 
nach § 41, (5) mit einem Proportionalitätsfaktor q: 

«61^2 — «51^8 + «11^ = 9«ii; 
«62^2 - «62«'8 + «12^ == Q(^12, 
«63^2 - «63^8 + «13^ == Q<^1S' 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach den Verhältnissen der 
^2; ^3? n g^^^ (Anm. 2, 11, 2): 



(13) v^:v^:v^ = 



a, 



CCk 



a. 



11 **61 **11 
^12 «52 «12 
«13 «58 «18 



'61 



»1 



11 



«11 



«62 «12 «12 
i «68 «13 «13 



«51 



«52 «12 ! • 



*63 



*58 



^18 



Nun sind die Elemente der zweiten der beiden folgenden Deter- 
minanten : 
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^21 



«22 «1 



^32 



23 I 
^3 1' 



a^ 



'43 



*61 



«'S! 
«11 



"'52 
«12 



— «, 



'58 



*13 



I M^4i "^42 

die Unterdeterminanten der ersten; die Unterdeterminanten der zweiten 
also proportional den Elementen der ersten (Anm. 1, II, (5)). Daher 
gibt die Entwicklung von (13): 

^2 • ^3 • ^4 = ^n^2l + 0^12^22 + (^1^^2% ' ^11^31 + ^12^32 + ^13^38 • ^^11 ^41 

+ ötj^2^42 "T" «18 «48* 

Da Entsprechendes für die drei anderen Höhen gilt, so folgt 
unter Übergang zu der einfacheren Bezeichnung (10): 

Die Gleichungen der Hohen des durch die Gleichungen (10) ge- 
gd)enen Tetraeders sind (vgl. § 25, (17)): 

r Xj:X8:X4 = ai aj + ii 62 + ^1 ^2-«i 0^8 + *i 68 + ^1^8-0^1^4+^1 ^4+ ^1^4^ 
X^:X^:X^^ a2a^+b2h + ^<^s'f^2^i + h\ + <^i^'^i^A + hh+<^2(^^7 
X^:X^:X4^ = a^a^ + i^bi + c^c^:a^a2 + h^h2 + c^c^'M^a^^ + h^b^+c^c^^ 

X^iX^iX^ = a^^a^+bjb^ + c^c^ia^a^ + bj)^ + c^C2ia^a^'\-bJ)^+c^c^, 

Da man nun nach § 57, (1) X^, X^, X3, X^ als Tetraeder- 
koordinaten Xy^, x^y x^j x^ in bezug auf das betrachtete Tetraeder (10) 
auffassen kann, so haben die Gleichungen ^ / 

(14) die Form (8) und es folgt: 

Die vier Hohen eines Tetraeders haben 
hyperböloidische Lage.^) 

6. Satz über zwei Tetraeder. ^^^) 
Die Gleichungen: 

«19 • «t 



(14) { 



Xh m Xa • Xo • Xt — - 6*1 



11 



^12 



*18 



n47 



(15). 


^1 
^1 


• ^2 • ^8 • ^4 ~" ^21 

\ X2 ' Xq : x^ = ttgj 


: a,2 : »33 : «24, 
: agg : agg : a^^, 




Kx, 


X2 i x^ : x^ = a^ 


: «42 • 0^43 : «44, 


in denen: 






(16) 




<^ki = «i* 






Fig 816. 

sei, geben bei festem aj^^ (Je =4= l) nach (1) und (7) eine Parameter- 
darstellung der vier durch die Ecken JE^, J^g, i/3, -E4 des Koordinaten- 
tetraeders gehenden hyperboloidischen Strahlen (1) mit den Parametern 
^11? ^2? ^83? ^44 (vgl- § 57, 16). Den wechselnden Werten der Para- 
meter entsprechen die bezüglich auf den einzelnen Strahlen liegenden 
Ptmlcte. Vier feste Werte dieser Parameter bestimmen daher die Ecken 



Digitized by 



Google 



(17) 



342 § 63, 1. 

eines zweiten Tetraeders (Fig. 316), die bezüglich auf den vier Trans- 
versalen (15) des ersten Tetraeders liegen. 

Die Seitenflächen dieses zweiten Tetraeders haben aber, da seine 
Eckpunkte die Koordinaten (15) haben, ihrerseits (nach § 61, 2, dual 
genommen) die Koordinaten: 

Wi : Wg : Wg : w^ = ^^ : Ä^^ : ^^ : A^^, 

y^l U^'.U^l U^ = -^31 : -^32 • -^88 • -^84? 

^lu^iii^: u^ = A^ : A^^ ' A^ : A^y 

wo die Aj^^ die Unterdeterminanten dritten Grades der Determinante 
der a^, sind. Für diese folgt (Anm. 1, IV, 6) aus (16): 

(18) ^ Ä,, = A,,. 
Nimmt man nun in (1'): 

(19) 6,, = ^„(Ä + 0, 

so enthalten die Gleichungen (17) bei festen Aj^^ {h + 1) unabhängig 
für sich betrachtet, eine Parameterdarstellung der vier Strahlen (1') 
mit den Parametern A^^y A^^, A^^, A^. Den wechselnden Werten der 
Parameter entsprechen die bezüglich durch die einzelnen Strahlen 
gehenden Ebenen, 

Zu diesen Ebenen gehören nun die Seitenflächen des zweiten 
Tetraeders, für die A^^^, A227 ^337 ^u f^^ Werte haben. Mit anderen 
Worten: die Strahlen, in denen die Seitenflächen des zweiten Tetra- 
eders die Seitenflächen des ersten schneiden, sind unter der Annahme 
(19) durch (1') dargestellt und sind, da (7') nach (18) erfüllt ist, 
hyperboloidisch. Es folgt also unter JSinzufügung des dualen Satzes: 



Wenn die Verbindungslinien ent- 
sprechender Eckpunkte zweier Tetra- 
eder hyperboloidisch liegen, so sind 
auch die Schnittlinien entsprechen- 



Wenn die Schnittlinien entspre- 
chender Seitenebenen zweier Tetra- 
eder hyperboloidisch liegen, so sind 
auch die Verbindungslinien entspre- 



der Seitenebenen der beiden Tetra- j chender Ecken der beiden Tetraeder 
eder in hyperboloidischer Lage. \ in hyperboloidischer Lage. 

§ 63. Die Transformation der Tetraederkoordinaten. 

1. Allgemeine Form der Transformationsformeln.^^) Zwischen 
den homogenen gemeinen Koordinaten x, y, z, t eines Punktes in 
bezug auf das Achsensystem Oxyz und seinen Tetraederkoordinaten 
x^j X2, x^, x^ in bezug auf das Koordinatentetraeder E^E^E^E^ be- 
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stehen die Gleichungen § 57, (1) und (4). Zwischen Xy y, z, t und 
den Tetraederkoordinaten ffi, Vi, Vsy ^4 ^^ bezug auf ein anderes Ko- 
ordinatentetraeder J^J^J^J^ bestehen die- 
selben Gleichungen, nur mit anderen 
Koeffizienten (Fig. 317). Man hat da- 
her unter anderen die Beziehungen (vgl. 
§30,1): 

( QX^ = a^x + \y + c^z + d^t, 

j QX^ = a^x + l^y + c^z + d^ty 

I QX^ = a^x + h^y + c^is + d^t, 

\ QX^ = a^x + l^y + ^4^8? + djy 

6x = A^y^ + Ä^y^ + A^y^ + A^y^, 
öy^ B^y^ + B/2/2 + -B8>3 + ^4' 2/4. 

. <y ^ = A>^ + A'y2 + A>3 + ^'^4- 

Durch Substitution der Werte x, y, z, t in die Ausdrücke für 
x^, x^y x^ erhält man zwischen den x^y x^, x^, x^ und den y^, 
j/3, ^4 Gleichungen von der Form: 

( Q^l - Öll2/l + Ci2«/2 + ^18^3 + ^14^4; 

Q^2 = ^12/1 + ^222/2 + ^282^3 + ^243/4; 

9^3 == ^31^1 + ^82^2 + ^88^3 + ^342^4; 
^ (>^4 = ^^Pl + ^42^2 + ^43^8 + ^44^4' 

Zwischen den Tetraederkoordinaten eines Punktes in lezug auf zwei 
verschiedene Koordinatentetraeder bestehen stets Gleichungen von der 
Form (ly) 

Da sowohl die Verhältnisse der x^y x^, x^, x^ als auch die der 
Vi} ^2» 2^8? 2/4 °*^^ § 57, 2; 4 in umkehrbar eindeutiger Beziehung 
zu dem Punkte stehen, müssen die Gleichungen (1) auch nach den 
Vij y%7 y^y Vi ^is ^^f einen Proportionalitätsfaktor 6 eindeutig auf- 
lösbar sein. Es ist daher die Determinante: 
(2) C=|c^|+0. 

2. Die Elemente des neuen Koordinatensystems bei gegebenen 
Koeffizienten Cj^y Wir stellen uns die auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
bezogenen Koordinaten x^y x^y x^, x^ als die ursprünglichen (alten) Ko- 
ordinaten vor und denken uns, jetzt ohne Vermittlung der Xy yy Zy ty 
die neuen Tetraederkoordinaten y^, y^y y^y ^4 durch die Gleichungen 



X^y 

y%j 



(1) 



1 
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(1) mit gegebenen und der Bedingung (2) entsprechenden Koeffizienten 
Cj^^ eingeführt. 

Die Gleichungen (1) geben dann unmittelbar die alten Koordi- 
naten x^yX2,x^f x^ eines Punktes an, dessen neue Koordinaten y^^y^y 
Vz^ Vi bekannt sind. Nun haben aber die Ecken Jj, J^, Jg, J^ und 
der Einheitspunkt Jq des neuen Koordinatensystems die neuen Ko- 
ordinaten (§ 57, (16); (22)): 
2/1,^2. 2/8, 2/4=1; 0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1; 1,1,1,1. 

Bezeichnen wir daher die alten Koordinaten mit: 

(1). T..W'. tJ^. a^jt»), ars«*), a;/»), x^C^ x^<% aJgW a;^«»); 



^ ^ \ x,W x,('\ x,(*\ 



x,(*\ x,W, a^aW a;,(*); x,", a:/, 
SO ist nach (1): 

(4) x,^') : x,^^) : X3W : ^/) == c,, : c^, : c,, : c^, 

und: 

X2 : ^8 * *^4 ^^ ^11 1 ^12 1 ^13 I ^14 • ^21 • ^22 I ^28 I ^24 * 

^31 "I" ^32 « ^33 I ^4 • ^41 + ^42 """ ^43 """ ^44 • 



(5){'' 



Bb* gegebenen sechszehn Koeffizienten Cj^^ sind die Eckpunkte und 
der Einheitspunkt des neuen Koordinatensystems vollkommen bestimmt. 

Infolge der Voraussetzung (2) liegen keine vier dieser fünf Punkte 
in einer Ebene, da die Determinante der Koordinaten von je vier 
solchen Punkten nach (4) und (5) immer C ist (Anm. 1, IV, 4). 

3. Die Koeffizienten Cj^^ bei gegebenen Elementen des neuen 
Koordinatensystems. Ist umgekehrt das neue System durch die Ko- 
ordinaten (3) der fünf Punkte J^, «/"g, Jg, J4, Jq gegeben, so erhält 
man zuerst aus (4) mit vier unbestimmten Faktoren n^, Wg, Wj, n^: 

(6) ClJfc = %^Ä ^2*=%^2^^ ^8Jfc=%^8^*^ ^4A = %^4^*^ 

und danach aus (5) mit einem unbestimmten Paktor Wq die Gleichungen : 

(7) n,x,^') + n^Xj^') + n^x}^) + w^^.W = n^Xj^, k ^ 1, 2, 3, 4. 

Aus diesen ergeben sich w^, n^^ %, n^ bis auf den Faktor n^ 
eindeutig und alle vier von Null verschieden, wenn von den fünf ge- 
gebenen Punkten J^, J^, J^j J^j Jq keine vier in einer Ebene liegen. 
Danach sind aber die sechszehn Koeffizienten Cj^^ aus (6) ebenfalls bis 
auf einen gemeinsamen Faktor Wq bestimmt.*^) 

Bei gegebenen Eckpunkten und Einheitspunkt des neuen Koordi- 
natensystems sind, falls von diesen fünf Funkten keine vier in einer 
Ebene liegen, die sechszehn Koeffizienten Cj^j ihren fünfzehn Verhältnissen 1 

na€h bestimmt I 
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Die Determinante (2) wird dabei nach (6): 
C = n^n^n^n^^ \ x^^^^ \ + Or- 

4. Umkehr der Transformationsformeln (1). Indem wir in den 
Gleichungen (1) den Faktor q nicht ausdrücklich schreiben, haben wir 
statt ihrer (vgl. §30,4): 

4 

(8) «t=2^*'y>' ^ = 1,2,3,4 

1 

Durch Auflösung nach y^, t/g? Vzy Vi ergibt sich hieraus (Anm. 
2, m, (2)): 

4 

(9) Cy,^^^C,,x„ i=l,2,3,4. 

1 

Hier sind die Koeffizienten C^, die Unterdeterminanten dritten 
Grades von C (Anm. 1, III, (2)): 

Die Gleichungen (9) führen auch umgekehrt durch Auflösung 
nach x-i^,X2,x^yX^ zu (8) zurück (Anm. 1,111, (8)), so daß ebensogut 
die sechszehn Koeffizienten (7^, in (9) statt der Cj^j in (1) als die ge- 
gebenen Größen gelten können. 

5. Transformation der Ebenenkoordinaten. Sind t^i, tig, %, ^^4 
die Koordinaten einer Ebene im alten Koordinatensystem E^E^E^E^, jB^, 
so ist die Gleichung der Ebene nach § 58, 2: 

u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^ = 0. 

Durch die Substitution (8) wird aber: 

4 44 4 4 4 

wo die Koeffizienten v^, v^y v^, v^ die Werte haben: 

4 

(11) ^;=2^*'^*- 

1 

Die Gleichung der Ebene wird daher im neuen System 

und v^y V2, v^j v^ werden ihre neuen Koordinaten. 
Die Auflösung der Gleichungen (11) aber: 

4 

(12) Cu,^^C„v, 
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§ 63, 6. 



:jay) 



^<y')p^ 



gibt umgekehrt die alten Koordinaten der Ebene dargestellt durch. 

die neuen. 

6. Transformation der Linienkoordinaten. Sind x^^ (Je = 1^ 2, 

3, 4) und x{ (l == 1, 2, 3, 4) irgend zwei Punkte und u^ und w/ irgend 

zwei Ebenen einer Geraden (Fig. 318), 
so sind deren Strahlen- und Achsenko- 
ordinaten nach § 59, 1: 

(13) P,i = x,x; - x,x; 

aki = %< - «**<• 

Sind ferner yj^, y/ und Vj^y v{ die 
neuen Koordinaten derselben beiden 
Punkte und beiden Ebenen, so sind die 
neuen Koordinaten der Geraden: 
(14) 




mn ymVn yn*/m 



*^mn m n 



''n^m ' 



Flg. 818. 

Aus (13) wird nach (8) und (12): 

4 4 4 4 

11 11 

4 4 

1 1 

4 4 4 4 



11 
Von den sechszehn Koeffizienten jeder der beiden Doppelsummen 
sind die vier, für die m^n ist, Null; von den zwölf anderen aber 
sind zwei solche entgegengesetzt gleich, die einer Vertauschung von 
m und n entsprechen. Daher ist: 



(15) 






C^-&, =^- (<?*™C„- C,„C,„)(t,„t;;- 1^,0, 



wo das Indizespaar mn nur die sechs Kombinationen: 

m>^ = 23, 31, 12, 14, 24, 34 
zu durchlaufen braucht. 
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Ebenso ergibt sich aus (14) durch die Substitution (9) und (11): 

6 

1 

6 

1 

Setzen wir nun (Anm. 1, III, (4); (12)): 



(16) ni.mn- 


hm hn 


-Tbl, mn — 




SO wird aus (15) und (15'): 







1 1 

6 6 

1 1 

oder mit der in § 59, (2), (3) eingeführten Bezeichnung: 



(19) 



Pi 






(19') C^q,=^r,,s, 



1 1 

Dies sind die Relationen zwischen den alten Koordinaten pj^, qj^ 
und den neuen Koordinaten r,, 5, der Geraden,^^^) 

Die Gleichungen (20) und (19') sind die genauen Auflösungen 
der Gleichungen (19) und (20'); denn da (Anm. 1, III, (18)): 

(2 ) 2j y*' ^*'« ~" j für ? + m, ^ ^*' ^mj = | q für ik =f m, 

so folgt aus der Gleichung (19) durch Multiplikation mit Fj^^ und 
Summation über h\ 

6 6 / 6 N 

1 1 l 1 > 

und aus der Gleichung (20') durch Multiplikation mit F^^, und Sum- 
mation über l: 

6 6 6 ^ 
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7. Die Bedeutung der Koeffizienten der Transformations- 
formeln für die Koordinatentetraeder. Ebenso wie aus (1) die Dar- 
stellung (4) der Koordinaten der Ecken, so folgen aus (12) die Ko- 
ordinaten der Seitenflächen und aus (19) die Koordinaten der Kanten 
des neuen Tetraeders. Umgekehrt dienen die Formeln (9), (11), (20) 
zur Bestimmung der neuen Koordinaten der Elemente des alten Tetra- 
eders (§ 57, (16); § 59, (21)). Man findet auf diese Weise (Fig. 319): 
Die alten Koordinaten der Bestandteile des neuen Tetraeders sind: 

^^(0 = c^^ Qc = 1, 2, 3, 4) die Punktkoordinaten der Ecke J,; 

uj}) = Cj^^ (Ä= 1,2,3,4) die Ebenenkoordinaten der Seitenfläche I,; 



(22) 



!>*' 



('), 



r.C) , 



j/ji (Je = 1,2,3,4,5,6) die Strahlenkoordinaten der Kante i,' 
( q^\') = r^,(k= 1,2,3,4,5,6) die Achsenkoordinaten der Kante t,. 

In der Tat ist in Übereinstimmung mit § 59, (8) und 11 (Anm. 
l,ni,(ll)): 
(23) ^F, = C.y,,. 

Die neuen Koordinaten der Bestandteile des alten Tetraeders sind: 
f 2//*) = C^, (ü = 1, 2, 3, 4) die Punktkoordinaten der Ecke jB^^; 
Vj(^) = Cj^^ (l = 1, 2, 3, 4) die Ebenenkoordinaten der Seitenfläche E^; 
r W = r^^j (l = 1, 2, 3, 4, 5, 6) die Strahlenkoordinaten der Kante ^^; 
^ 5 W = y^j (l == 1^ 2, 3, 4, 5, 6) die Achsenkoordinaten der Kante €^. 

S. Einführung der Koordinaten der Ecken, Seitenflächen und 
Kanten des neuen Tetraeders in die Transformationsformeln. Indem 



(24) 




Fig. .320. 



wir den Proportionalitätsfaktor n^^ in den Formeln (6) in a;/*^ auf- 
nehmen, geben wir dem erhaltenen Resultate zur Vereinfachung folgende 
Gestalt (Fig. 320): 
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Haben die Ecken Jj des neuen Systems die Punktkoordinaten Xj^^\ 
die Seitenflächen \ die Ebenenkoordinaten u^^% die Kanten i, die Strahlen" 
koordinaten p^^\ die Kanten t, die Achsenkoordinaten q^j^^, so bestellen 
zvrischen den alten Koordinaten %, Uj^, pj^j q^ und neuen Koordinaten y,, 
t?,, r„ s, der laufenden Elemente: Punkt j Ebene und gerade Linie die Re- 
lationen (vgl. § 30, 8): 



(25) 


1 


(25') 


1 


(26) 


4 

1 


(26') 


4 

1 


(27) 


6 
1 


(27') 


6 

1 


(28) 


6 


(28') 


6 



In (25), (26) geht k, in (25'), (26') l über 1, 2, 3, 4; in (27), 
(28) geht k, in (27'), (28') l über 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Hier sind etwa die sechszehn Großen äj^W Qc^ Z = 1, 2, 3, 4) be- 
liebig, mit nicht verschwindender Determinante: 



(29) 



S = 



a;/^ a;i<») aii«») x^^^y 

«j(») a;j(«) iCgW a;jW! 

\x,W a^W X3W rc»w| 

la;^«!) a;^« a;/) x/) j 



gegeben. Alsdann ist (Anm. 1, III, (2)): 



(30) 

WO 

femer: 

(31) 



«,« = 

iC ' K-t Kg /Co 



-? -? -J' 

^('i) ^('.) ^{l^) 

ATj «2 ftj 

J^i) Jk) M 

^*, ^/t, ^*, 



L A^ fcg tg 



= 1.234, 2.314, 3.124, 4.321; 



ä' 



(0= 



Ci) 


^(« 




„Ci) 


«c») 






, S*« = 







wo \k^ die Ä*®, Z^Zg ^^^ ^!* Kombination der Reihe 23, 31, 12, 14, 
24, 34; und hierbei (Anm. 1, III, (11)): 
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<> 




-i' 


S»-a;,W = 


«^' 




«j> 




<' 




«l^> 
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(32) 3*">=S-Pf''' 

wenn k und 2 die zu A; und Z komplementären Kombinationen sind (vgl. 
§ 59^ 1). Es sind überdies die Determinanten vierten und sechsten 
Grades (Anm. 1, III, (7); (13); (8)): 

(33) I uj^ I = S», (34) I j),W I = Sf»; 
femer: 



(35) 



Die nebeneinanderstehenden Gleichungen in (25) — (28') sind jedes- 
nHkl Auflösungen voneinander. Aus diesem Grunde sind die Faktoren S 
und 8^ beibehalten, obwohl sie für das einzelne Formelsystem be- 
langlos sind, insofern von den jeweiligen Koordinaten nur die Verhält- 
nisse in Frage kommen. 

9. Die Invarianten der vereinigten Lage von Punkt und 
Ebene oder von zwei Geraden. Schon in (10) wurde die ftlr jeden 
Punkt X]^ = y, und jede Ebene % = t?, geltende Gleichung: 

4 4 

(36) 2^^k^k-2^iyi 

1 1 

abgeleitet. 

Der Ausdruck: 

u^x^ + u^x^ H- WjiTg H- u^x^ 

ist daher eine identische Invariante (Kovariante) der Transformation^^ 
Entsprechend folgt aus (19), (19') für zwei beliebige Gerade 
Py r und q^ s' mit Hinblick auf (21): 

6 6 6 6 

(37) c«.^* Ä«; = 22y>''^' -2^^*»«».'= 

1 11 1 

6 6 / 6 X 6 

11^1 ' 1 

Der Ausdruck: 

P1Q1+ P2 Q2 + Pb Qz + ^4^/ + Pb Q5 + Pe Qe 
ist eine identische Invariante der Transformation (Moment zweier Ge- 
raden, § 48, (2&)). 

10. Die Invariante von vier Funkten. Nach dem Multipli- 
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kationssatz der Determinanten (Aum. 1, Y, 3) folgt aus (8) für irgend 
vier Punkte P, = a;/), y^« 1 = 1,2,3,4 (vgl. § 30, 9): 

(38) 'x<-'^ = C.\y,('>\. 

Die Determinante der Koordinaten von vier beliebigen Punkten ist 
eine Invariante, Die Gleichung kommt^ wenn die Determinanten | Xj^^ \ 
und I yj(^) I nach den Elementen einer Zeile entwickelt werden, im wesent- 
lichen auf (36), und wenn die Determinanten nach den Unterdeter- 
minanten zweiten Grades zweier Zeilen entwickelt werden, ebenso auf 
(37) zurück (Anm. 1, III, (17); (18)). 

§ 64. Der Inhalt der Transformationsformeln. 

1. Farameterdarstellung des Gresamtranmes. Die Transforma- 
tionsformeln § 63, (25) bis (28) können auch als ParameterdarsteUungm 
der auf das alte Koordinatensystem jBijBj^s^a^o bezogenen Koordi- 
naten Xj^j Wj (k = 1, 2, 3, 4) und pj^, q^^ (k = 1, 2, 3, 4, 5, 6) der Punkte, 
Ebenen und Geraden des Raumes betrachtet werden. Die Parameter 
Vi) ^i (J "= 1? 2, 3, 4) und die (nicht unabhängigen, vgl. § 59, 2) r„ s^ 
(l = 1, 2, 3, 4, 5, 6) bedeuten dann selbst Tetraederkoordinaten in bezug 
auf das Tetraeder der vier Punkte 5?^^') oder der vier Ebenen Ujj^^^ (vgl. 
§ 63, Fig. 320). 

Als besondere Fälle aber gehen aus diesen allgemeinen Parameter- 
darstellungen des Gesamtraumes systematisch alle Paramsterdar- 
Stellungen der Gebilde niederer Mannigfaltigkeiten hervor, die wir früher 
nach der einen oder anderen Methode abgeleitet haben. 

2. Farameterdarstellung der Funkte eines Feldes oder der 
Ebenen eines Bündels. 



Für einen Punkt in der Ebene 
I4 des neuen Koordinatentetraeders 
(§ 63, Fig. 319) ist y^ =- 0, während 
Viy y%9 2/3 "ftcl^ § 57, 16 Dreiecks- 
koordinaten werden. 



Für eine Ebene durch die Ecke 
J^ des neuen Koordinatentetraeders 
(§ 63, Fig. 319) ist v^ = 0, während 
^i?^2>^3 ^^^'^ § 57> 16 Dreiflachs- 
koordiuaten werden. 



Es folgt daher aus § 63, (25) mit y^^O und (26) mit v^ = 0, 
wenn wir wieder einen allgemeinen Proportionalitätsfaktor q hinzu- 
fügen r^^^) 

Ist eine Ebene durch drei Punkte | Ist ein Bündel durch drei Ebenen 
x,^^\ ^,(2), ^,(3) g^g^^^^ (pig^ 321a), U,(^), u,^'\ V») gegeben (Fig. 321b), 



so stellen sich die Koordinaten Xj^ 
des laufenden Punktes der Ebene in 



so stellen sich die Koordinaten % 
der laufenden Ebene des Bündels 
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l>e0^l^ auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
mittels der Formeln: 

(1) Qx^^ Xj^'-^y^ + Xj^^)y^ + Xj^^)y^, 
Ä = 1, 2, 3, 4, durch die Dreiecks- 



v,Ki^(iv^> 




in iezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
mittels der Formeln: 

(1') QUj, « u^^\ + u^'^^v^ + w,(»)t;8, 
h = 1, 2, 3, 4, durch die Dreiflachs- 




y.yzMs<Sx^ 



Fig. 331 a. 

Koordinaten y^, y^, y^ des Punktes 
in hezug auf das Dreieck x^'^\ Xj^^\ 
x^^^ dar, 

3. Farameterdarstellung der Geraden eines Feldes oder 
Bündels, 



koordinaten v^, v^^ v^ der Ebene in 
hezug auf das Dreiflach u^^\ Uj^^\ 
Uj^^) dar (vgl. § 58, 13). 



Für eine Gerade in der Ebene 
I4 des neuen Koordinatentetraeders 
ist nach § 59, 10: 

^4 = 0, ^5 = 0, re = 0; r^^^v^, 



wo Vj, ^2, v^ Dreieckskoordinaten 
sind. 



Für eine Gerade durch die Ecke 
J4 des neuen Koordinatentetraeders 
ist nach § 59, 10: 

«4 = 0, S5=-0, Sß^O; s^^x^, 

^9» 5« ''^ ^«» 



^5 



wo x^j x^y Xq Dreikantskoordinaten 
sind. 

Daher ergibt sich aus § 63, (27), (28) bei nunmehr unabhängigen 
«^1; ^2; ^8 oder x^, x^, x^ (vgl. § 59, (5), (5')):^®^) 



Ist eine Ebene durch drei in ihr 
liegende Gerade p^'^\ pj^'^\ p^^^^ ge- 
geben (vgl. Fig. 321a), so stellen sich 
die Strahlenkoordinaten pj^ der laufen- 
den Geraden der Ebene in bezug 
auf das Tetraeder E^E^E^E^ mittels 
der Formeln: 



Ist ein Bündel durch drei ihm 
angehörige Geraden q^^\ q^^\ Qj^^^ 
gegeben (vgl. Fig. 321b), so sieUen 
sich die Achsenkoordinaten q^ der 
laufenden Geraden des Bündels in 
bezug auf das Täraedet E^E^E^E^ 
mittels der Formeln: 
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(2) Qp, ^PjP-\ +Pj^^\ + Pk^'\, 

Ä = 1, 2, 3, 4, 5, 6, durch die Dreiecks- 
koordinaten Vj^, t;^, v^ der Geraden 
in hezug auf das Breieck p^'^\ pj^^\ 
p^^^ dar. 



Ä = 1, 2, 3, 4, 5, 6, durch die Drei- 
kantskoordinaten y^, y^, y^ der Ge- 
raden in hemg a^f das Dreikant 



Die Werte (2') erfüllen die Gleichungen § 60, (7); denn beispiels- 
weise die erste derselben wird, wenn wir die Determinanten durch 
ihre drei Diagonalglieder bezeichnen, durch die Substitution (2'): 

1 i.i.'-'h^'^ I = I «,(^)«s<%/*> i yi + i 3.('>2,^^>34<'' I y. + 1 q.^'h.'-'h^'^ ! y, = o. 

Denn es sind hier die Koeffizienten von y^ und y^ NuU, weil zwei 
Zeilen der Determinanten gleich sind, und ist der Koeffizient von y^ 
Null, weil die Geraden qj^^\ q^^^\ qj}^^^ durch einen Punkt gehen (nach 
§ 59, (25)). Daher geht in der Tat jede durch (2') dargestellte Ge- 
rade qj^ durch den Schnittpunkt der beiden Geraden qj.^^^ und q^^^\ also 
durch das Zentrum des Bündels. 

4. Farameterdarstellung der Funkte einer Reihe und der 
Ebenen eines Büschels. 



Für einen Punkt auf der Kante 
ig des neuen Tetraeders (vgl. § 63, 
Fig. 319 a) ist «/s = und y^ = 0, 




Fig. 822 a. 



Für eine Ebene durch die Kante 
lg des neuen Tetraeders (vgl. § 63, 
Fig. 319 b) ist v^^O und v^ = 0, 




^ ■ 



Fig. 322 b. 



während y^, y^ nach § 57, 14 Zwei- 
eckskoordinaten sind. Es folgt 
daher aus § 63, (25):«^) 

Ist eine Gerade durch zwei Funkte 
^it^\ Xj^^^ gegeben (Fig.322a), so stellen 
sich die Koordinaten Xj^ des laufen- 
den Punktes der Geraden in bezug laufenden Ebene durch die Gerade 

Staude, analyt. Greometrie. 23 /'^ T 
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während v^, v^ nach § 57, 14 Zwei- 
flachskoordinaten sind. Es folgt 
daher aus § 63, (26): 

Ist eine Gerade durch zwei Ebe- 
nen u^'^\ u}^'^ gegeben (Fig. 322 b), so 
stellen sich die Koordinaten % der 
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auf das Tetraeder E^E^E^E^ mittels 
der Formeln: 

(3) QX,~x^'^y,+x^^y„ 

Ä = 1, 2, 3, 4, durch die Zweiecks- 
koordinaten y^, ^2 des Punktes in 
lezug auf das Zweieck x^^\ x^^^ dar. 

5. Farameterdarstellung der 

Alle Strahlen (2), für die t?» = 
ist, gehen durch die Ecke oc^^^ (Fig. 
321a, §28,16): 

Ist ein Strahlbüschel durch zwei 
ihm ungehörige Strahlen p^'^\ pj^'^^ 
gegeben (Fig. 323 a), so stellen sich 




Fig. 323 a. 

die Strahlenkoordinaten pj^ der laufen- 
den Geraden des Büschels in bezug 
auf das Tetraeder E^E^E^E^ mittels 
der Formeln: 

(4) 9P, = Pk^'\+p,^^\, 



in bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
mittels der Formeln: 

(3') QUj^ = M^(i)i;j + u^^h^ , 

Ä = 1, 2, 3, 4, durch die ZweifUichs- 
koordinaten v^, v^ der Ebenfi in be- 
zug auf das Zweiflach Uj^'^\ u^^^ dar 
(vgl. §58,9). 
Strahlen eines StraUbüsohels. 

Alle Strahlen (2'), für die y^ - 
ist, liegen in der Ebene u^^^ (Fig. 
321b): 

Ist ein Strahlbüschd durcti zwei 
ihm angehörige Strahlen qi^^^\ q^^^^ 
gegeben (Fig. 323 b), so stellen sich 




Fig. 823 b. 



die Achsenkoordinaten q^^ der laufen- 
den Geraden des Büschels in bezug 
auf das Tetraeder E^E^E^E^ mittels 
der Formeln: 



(40 Qq, = q,^'^yt + q,^ 



(2)l 



Ä = 1, 2, 3, 4, 5, 6, durch die Zwei- 1 ft = 1, 2, 3, 4, 5, 6 durch die Zwei- 
Seitskoordinaten v^, v^ der Geraden \ seitskoordinaten y^, y^ der Geraden 
in bezug auf das Zweiseit pj^^^, pj^^"" j in bezug auf das Zweiseit qj^^\ q^^^^ 
dar. I dar (vgl. § 52, 12). 

Die Zweiseitskoordinaten v^, v^ und y^, y^ des Strahles im Strahl- 
büschel (vgl. § 7, 2) erscheinen hierbei das eine Mal als ein Sonderfall 
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der lAnienkoordinaten in der Ebene^ das andere Mal als ein Sonderfall 
der Strahlenkoordinaten im BündeV^) 

6, Übergang von der Farameterdarstellung auf die Koordi- 
natentransformation in Ebene und BündeL Die Parameterdarstel- 
langen (1) und (2) enthalten als besondere Fälle der Formeln für 
die Koordinatentransformation in der Ebene und im Bündel. Um beide 
gleichzeitig zu erhalten, lassen wir die Figur 319 des § 63 in die spe- 



j^ß» 




Fig. 384. 



zielle Form Figur 324 übergehen, legen 
also die Ecken J^ und jEJ^, sowie die 
Seitenebenen I4 und E4 zusammen. Wir 
haben dann in der Ebene E4 = I4 zwei 
beliebige Koordinatendreiecke E^ E^ E^ 
und JiJ^Jq und an der Ecke E^^J^ 
zwei beliebige Koordinatendreikante €^ s^ ^s 
U7id ^1*8 «8- Diese befinden sich mit 
jenen in perspektiver Lage, so daß die 
Dreieckskoordinaten x^y x^, x^ und y^, 
y^y Vz ^®^ Punkte oder die Dreiecks- 
koordinaten %, «<2; % ^^^ ^hf ^27 ^3 ^®^ Linien in bezug auf E^E^E^ 
und J^J^J^ nach § 56, 10 gleichzeitig Dreiflachskoordinaten der 
Strahlen oder Ebenen in bezug auf s^8^h^ und ^1*2*8 sind. 

Infolge der Annahme E^ = J^ und E4 = 1^ ist nun (vgl. § 63, 
Fig. 319 und 320; § 64, Fig. 324): 
(5)ip,(i) = 0, a;,(2)-0, x^^)^0', (6) w,W = 0, u^'^^^O, <«) = 0, 

weil J^y J'g; ^z ^ ^4 liegen und Ij, Ig, I3 durch E^ gehen (§58, (7); (7')): 

i,,v») = 0, i,,(») = 0, Ä; = 4,5,6; 
i,,W = V*\ P,^'^-»A Ä = l,2,3, 
weil ii, ig, ^3 in E4 liegen, wobei Uj^^\ %^*W*^*^ die Linienkoordinaten 
von ii, ig, ig in bezug auf das Dreieck E^E^E^ sind (vgl. § 59, 10); 

Ä = 4, 5, 6; 
& == 1, 2, 3; 

die Strahlen- 



(7) P*'' = '' 



(8) 






ir' = ^^\ ?/*' = a;»- •, 



r.(l) , 



(») 



weil ij, /j, lg durch E^ 
koordiDaten 



»i» '■2> 's 



gehen, wobei 
in bezug auf das 



x^^\ 



^t<% 



a;,(») 



Dreiflach E^EgEg sind 



von 
(vgl. § 59, 10). 

Während nun die Formeln (1) und (2) im allgemeinen die Para- 
meterdarstellung der Punkte und Geraden einer beliebigen Ebene I4 in 
bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ enthalten, ist diese Ebene jetzt 
die Ebene E^ = E^E^E^] in der Tat gibt nach (5) die letzte Formel (1) 

23* 
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x^ = und geben nach (7) die drei letzten Formeln (2) p^ = 0, JO5 = 0, 
Pß = 0; die drei ersten Formeln je von (1) und (2) aber geben (die 
letzteren nach (7) und § 59, 10) in der Form: 

(9) QX,^x;^^)y, + x^')y,+x^')y,, 

(10) QU, = u^'^^ + Uj^^\ + V'^«^3; 

Ä = 1, 2; 3, die bereits in § 30, 8 direkt abgeleiteten Formeln für die 
Transformation der Dreieckskoordinaten des Punktes und der Geraden 
in der Ebene, 

Während ferner die Formeln (1') und (2') im allgemeinen die 
Parameterdarstellung der Ebenen und Geraden eines Bündels an einem 
beliebigen Punkte J^ in bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ enthalten, 
ist dieser Punkt jetzt der Punkt ^^4; in der Tat gibt nach (6) die 
letzte Formel (1') ^4 = und geben nach (8) die drei letzten Formeln (2') 
^4 = ö? fe = ö; 26 = ^5 ^i® ^®^ : ersten Formeln je von (1') und (2') 
aber liefern (die letzteren nach (8) und § 59, 10) die bisher nicht er- 
wähnte Transformation im Bündel: 

Der Übergang von dem auf das Dreiflach E^ E2 Eg (Fig. 324) be- 
züglichen KoordirujUen Xj^ des Strahles und Uj^ der Ebene im Bündel zu 
den auf das Dreiflach l^lgls bezüglichen Koordinaten y^^y Vj^ wird durch 
die Transformationsformeln vermittelt: 

(10-) QU, = u,^'\ + u,('%.+ u^^)v,, 

k = 1, 2, 3, wo x,^^\ XjP\ Xj^^^ die Koordinaten der neuen Kanten tj, tg, ^3 
und Uj^^\ Uj^^\ Uj^^^ die Koordinaten der neuen Seitenflächen 1^, Ig, Ig in 
bezug auf das alte Dreiflach sind. 

aX Bei der angenommenen Perspektiven 

/ Y\^ Lage von Ebene und Bündel (Fig. 324) 

j]jL — A^--™^j;^=jr stimmen die Formeln (9') und (10') formell 

f7 \ \:^' \ * . mit (9) und (10) überein (vgl. § 56, 10). 

^^ 7^,x^'^<'"A\i \ ''• Übergang von der Parameter- 

^J^CT^-'j \\ \ '^ darstellung der Punktreihe und des Bbenen- 

/ y/^^^--.^ \\ \ büschels auf die Transformation der Zwei- 

J/^ Eg ^^^^-^ ' j ecks und Zweiflaohskoordinaten. Die Para- 

^' •*" ^ meterdarstellungen (3) und (3') enthalten als 

besondere Fälle die Formeln für die Trans- 
formation der Zweiecks- und Zweiflachskoordinaten. Um beide gleich- 
zeitig zu erhalten, lassen wir die Figur 319 in § 63 in die spezielle 
Form Figur 325 übergehen, legen also die Ecken J^ und E^; J^ und 
JE4, sowie die Seitenflächen I3 und Eg, 1^ und E^ zusammen. 
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Wir haben dann in der Kante e^ == ig 0wei beliebige Koordinaten- 
zweiecke E^E^ und J^J^ und an der Kante s^ = 4g zwei beliebige Ko- 
ordinatenzweiflache E^E^ und IJg. 

Es ist ferner: 

da J^ und J^ in Eg und E^ liegen; . 

Wg(i) = 0, w^(i) = 0; <2) = 0, M4^«> = 0, 
da \ und 1^ durch E^ und ^^ gehen. 

Daher reduzieren sich die zwei letzten Formeln (3) und (3') auf 
x^ = 0, x^ = 0, bezüglich Wg = 0, u^ = und geben die zwei ersten 
Formeln in: 



(11) 



k = l,2, r '^ 1 *=!, 2, 

dte Transformation der Zweieckskoordinaten auf der Geraden, wie in 
§ 8, (17), und die Transformation der Zweiflachskoordinaten im Ebenen- 
büschel. 

8. Farameterdarstellung von Ebenenbüschel und Strahlbüscliel 
im Bündel. Aus den Transformationsformeln (9') und (10') geht nun 
mit t/g =- und Vg - hervor (vgl. § 30, 10; § 49, (22); (30)): 



Ist ein Strahlbüscliel im Bündel 
durch die Strahlen Xj^'^\ Xj^^^ gegeben 
(Fig. 326 a), so stellen sich die Ko- 




Fig. 326 a. 



ordinaten Xj^ des laufenden Strahles 
des Büschels in bezug auf das Drei- 
kant «1^2*3 '^i^^^ ^^ Formeln: 
(12) QX, = x^')y, + x^')y„ 

fc = 1, 2, 3, durch die Zweiseits- 



Ist ein Ebenenbüschel im Bündel 
durch die Ebenen u^^^\ Uj^^^^ gegeben 
(Fig. 326 b), 50 stellen sich die Ko- 




Fig. 826 b. 



ordinalen Uj^ der laufenden Ebene 
des Büschels in bezug auf das Drei- 
flach EiE2Eg mittels der Formeln: 



(12-) 
k 



PM* 



= M.(l) 



V^ + Mi'*)Vi,, 



1, 2, 3, dwch die Zweiflachs- 
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Jcoordinaten des Strahles in hezug auf\ Jcoordinaten der Ebene in hemg auf 
das Zweiseit Xj^^^\ rc/^ dar. \ das Zweiflach Uj^'^\ u^^^ dar. 

9. Übergang von den Transformationsformeln auf die Iden- 
titätensätze. Wenn in den Transformationsformeln § 63, (25), die 
wir nun mit einem Proportionalitätsfaktor p schreiben: 

(13) 9x,==x^^)y,+xpy,^x^'^y, + x^*')y„ Ä- 1,2, 3, 4, 

den Parametern «/i, y^j Vzj V^ bestimmte Werte gegeben werden, so 
ist auch Xj^ ein bestimmter Punkt, ebenso wie die vier Punkte x^^^\ 
Xj^^\ Xj^^\ Xj^^\ Schreiben wir nun —y für 9, multiplizieren mit 
den laufenden Ebenenkoordinaten Uj^ und summieren über h, so ergibt 
sich aus (13) unter Benutzung der Abkürzungen § 58, (21'): 

(14) yU+y^ U, +y,U, + y, U, + y,L\ « 0. 

Es ist die fünfgliedrige Identität § 51, 8 zwischen den linken 
Seiten der Gleichungen von fünf Punkten. In ihr bedeuten also die 
Faktoren y^y^^y^^yi, die TetraederTcoordinaten des fünften Punktes ?7==0 
in bezug auf das Tetraeder der vier anderen Punkte U^ = 0, C/g « 0, 
U, = 0, I/, = 0. 

In gleicher Weise leitet man aus (1) durch Multiplikation mit 
den laufenden Ebenenkoordinaten Uj^ und Addition die viergliedrige 
Identität (vgl. § 58, (22')): 

(15) yU+y,U, + y,U, + y,ü,-^0 

zwischen den linken Seiten der Gleichungen von vier Punkten einer 
Ebene und aus (3) die dreigliedrige Identität (vgl. § 58, (13')): 

(16) yU+y,U, + y,ü,^0 

zwischen den linken Seiten der Gleichungen von drei Punkten einer 
Geraden ab; in (15) bedeuten die Faktoren y^, y^, y^ die Dreiecks- 
koordinaten des vierten Punktes [7=0 in bezug auf das Dreieck der 
drei anderen; in (16) bedeuten die Faktoren y^, y^ die Zweiecks- 
koordinaten des dritten Punktes CT = in bezug auf das Zweieck der 
beiden anderen. 

10. Zusammenfassiing des Inhaltes der Transformationsformeln. 
Die Formeln § 63, (25) bis (28) für die Transformation der Koordi- 
naten der Punkte, Strahlen und Ebenen des Baumes umfassen nach 
§ 64, 6; 7 als Sonderfälle die Transformation der Koordinaten der 
Punkte und Strahlen in der Ebene; der Strahlen und Ebenen im Bündel; 
der Punkte auf der Punktreihe und der Ebenen im Ebenenbüschel, be- 
züglich Strahlen im Strahlbüschel. 
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Sie umfassen nach § 64, 2; 3; 4; 6; 8 die ParameterdarsteUungen 
der Punkt- und Strahlfelder, der Ebenen- und BtraMbündel^ der Punkt- 
reihen, Strahlbüschel und Ebenenbüschd im Baume; der Punktreihen 
und Strahlbüschel in der Ebene; der Strahlbüschel und Ebenenbüschel 
im Bündel. 

Sie stehen nach § 64, 9 in unmittelbarem Zusammenhang mit 
den Identitätensätzen, 

Sie haben aber endlich neben ihrer ursprünglichen Bedeutung 
für die Transformation der Koordinaten noch eine zweite selbständige 
und umfassende Bedeutung zur Darstellung der projektiven Verwandt- 
schaften, worüber die §§ 65 — ^69 handeln sollen. 



Vn. Kapitel. 

Die analytische Darstellung der projektiven Verwandt- 
schaften. 

§ 65. Projektive Grundgebilde erster Stufe. 

1. Begriff der projektiven Beziehung zweier Gnindgebilde 
erster Stufe. Wenn sich zwei gleichnamige oder ungleichnamige Ge- 
bilde erster Stufe (Punktreihen, Strahlbüschel, Ebenenbüschel) in per- 

^\ ^ 

^3 





Fig. 327. 



Fig. 328. 



spektiver Lage befinden, so werden nach § 5, l; 8; § 52, 1; 8 die 
beiderseitigen Elemente einander zugeordnet und haben nach § 5, 3; 9; 
§ 52, 4; 6; 9 je vier Elemente des einen dasselbe Doppelverhältnis wie 
die vier entsprechenden Elemente des anderen. 

Indem man diese Zuordnung (Fig. 327 z. B. für Punktreihe und 
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Strahlbüschel) durch gleiche Benennung entsprechender Elemente fest- 
legt^ besteht sie selbst und mit ihr die Doppelverhältniseigenschafb 
auch nach Aufhebung der Perspektiven Lage (Fig. 328) unver- 
ändert fort. 

Wir geben in diesem Sinne unabhängig von der Lage der Gebilde 
gegeneinander (Fig. 328) die Definition: ^^^ 

I. Zwei gleichnamige oder ungleichnamige Gebilde erster Stufe 
heißen projektiv, wenn jedem Elemente des einen ein Element des aperen 
derart entspricht, daß irgend vier Elemente des einen dasselbe Boppd- 
Verhältnis haben wie die vier entsprechenden Elemente des anderen. 

2. Vereinfachung der Definition. Zwei Punktreihen beispiels- 
weise sind nach § 65, 1 projektiv, wenn die Punkte P der einen und 
die Punkte P' der anderen sich derart entsprechen, daß für je vier 

Paare entsprechender Punkte (§ 3, (6)): 

^^—(1) (P,p,P3P,) = (A'p,'p,'p;). 

E' E' E' T' ^^^^ daher E^, E^, Eq drei feste 

— ""^—^ ^ ° Punkte der ersteren Reihe und E^\ 

*■*« *2® -Eg', Eq die entsprechenden der anderen, 

und entspricht dem laufenden Punkte 
P der ersteren der laufende Punkt P' der anderen (Fig. 329), so 
folgt als besonderer Fall der Gleichung (1): 

(2) (E,E,PE,) = {E,'E,'P'E,'). 

Diese besondere Gleichung (2) hat aber die allgemeinere (1) wieder 
zur Folge. Nach § 6, (16); (25) ist nämlich mit den Abkürzungen: 

(3) y, = {E,E,FE,y, (,' = {E,' E,' F E,') 

für irgend vier Punkte P^ oder P/ und ihre entsprechenden Werte ft,- 
oder ^: (i=- 1,2,3,4): 



_5[ ^-A_ 



(4) 






Besteht nun die Bedingung (2) oder, in der Bezeichnung (3) aus- 
gedrückt: 
(5) II = ^', 

so folgt nach (4) wieder die Gleichung (1). Somit gilt allgemein: 

II. Zwei Grundgebüde erster Stufe sind projektiv, wenn jedem Ele- 
ment des einen ein Element des anderen derart entspricht, daß drei feste 
Elemente und das laufende Element des einen dasselbe Doppelverhältnis 
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haben wie die entsprechenden Elemente^ drei feste und ein laufendes j des 
anderen. 

3. Bestimmung der projektiven Beziehung. Die Gleichung (2) - 
enthält die vollständige Bestimmung der projektiven Beziehung, da sie 
einerseits bei gegebenen festen Punkten E^,E^,E^'^ E^, E^, iJo' jedem 
Punkte P einen Punkt P' eindeutig (vgl. § 3, 6) zuordnet und ebenso 
umgekehrt jedem Punkte P' einen Punkt P, anderseits aber die all- 
gemeine Gleichheit (1) der Doppelverhältnisse zur Folge hat. Da sie 
überdies keine andere Beziehung der festen Punkte untereinander 
voraussetzt, als daß E^E^, E^E^' und EqEq entsprechende Punkte sind, 
so folgt: 

ni. Die projektive Beziehung zweier Grundgebilde erster Stufe ist 
vollständig bestimmt, tvenn drei beliebige (getrennte , vgl. § 65, 8) Ele- 
mente des einen dreien beliebigen (getrennten) Elementen des andern ent- 
sprechend gesetzt werden. 

4. Kanonische Darstellung der projektiven Beziehung in Doppel^ 
verhSItniskoordinaten. Indem wir die notwendige und hinreichende 
Bedingung (2) der projektiven Beziehung zweier Punktreihen in der 
Form (5) schreiben, ist sie bereits in BoppelverhMtnislcoordinaten der 
beiden Punktreihen dargestellt. Ob es sich dabei um zwei Punkt- 
reihen oder um eine Punktreihe und ein Strahlbüschel oder irgend 
zwei Grundgebilde erster Stufe handelt, ist für diese Darstellung gleich- 
gültig. Es ist daher nur eine andere Ausdrucksweise der Erklärung 
§ 65, 2, II, wenn wir sagen: 

IV. Zwei Grundgebilde werden projektiv aufeinander bezogen, indem 
bei Einführung eines Systems von Doppelverhältniskoordinaten [i und [i 
in jedem der beiden Gebilde (vgl. § 6, 6 und § 56, 2) je zwei solche 
Elemente beider Gebilde einander entsprechend gesetzt werden, die gleiche 
Koordinaten haben: 
(5) /* = /*'• 

Insbesondere entsprechen sich die drei das Koordinatensystem 
bildenden Elemente beider Reihen, da sie selbst bezüglich gleiche Ko- 
ordinaten jti' = 0, oo, 1 und ft' = 0, oo, 1 haben (vgl. § 6, 6). 

5. Darstellung in gemeinen Koordinaten. Sind auf zwei pro- 
jektiven Punktreihen (Fig. 330) gemeine o E^ E^ H^ p 
Koordinatensysteme mit den beliebig ge- 
wählten Anfangspunkten und 0' ein- 
geführt, und haben die drei festen Punkte 
E^, E^y Eq und der laufende Punkt P 





a l^ 


X 


0' 


^'¥ ^ö 


P' 




a' y c' 


X' 




Fig. 380. 
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(vgl. § 65, 2) der einen Reihe die Koordinaten a, 6, c, x und die ent- 
sprechenden Punkte jB/, JE'g', ^q', P' der andern die Koordinaten a , fe', 
c , a?', so nimmt durch Einführung dieser Koordinaten die Gleichung (5) 
nach § 6, (17) die Form an: 

oder: 

|(« - c)(fe'~c')(6 - x){a-x) - 

^ ^ l(a'-O(6~c)(6'~a;')(a-^) = 

oder mit den Abkürzungen: 

^ = (a-c)(6'-0 -(a'-c')(6-c), 
5 = _(a-c)(6'-c) a' + (a-0 (6-^)6; 
(7=-(a-c)(6'-c') 6 + (a'-c')(&-^)«> 
ID = (a - c) (6' - 0«'&- K - O (& - c)a 6': 

(9) ^Ä^ip' + 5a; + (7^' + I> -= 0. 

Die 'projektive Beziehung zweier Punktreihen drückt sich in ge- 
meinen Koordinaten x und x "beider durch eine Gleichung von der 
Form (9) aus. 

Ebenso wird nach § 6, (17'); § 49, (12) die projektive Beziehung 
zvrischen zwei Strahlbüscheln oder zwei Ebenenbüscheln oder einem 
Strahl- und einem Ebenenbüschel in gemeinen Koordinaten tgg? und 
tg9?' beider durch eine Gleichung von der Form: 

(10) ^tg9? tg9?' + Bigq> + Ctg9?' + D = 

und zwischen einer Punktreihe und einem Strahl- oder Ebenenbüschel 
in gemeinen Koordinaten x und tgg? beider durch eine Gleichung von 
der Form: 

(11) Axi^^) + Bx + Gtg(p + D = 
dargestellt. 

Die Gleichung § 5, (4) ist ein Spezialfall von (11) mit J. = 0, 
D-0. 

Aufgelöst nach x oder x nimmt die Gleichung (9) die Form an: 

^^^^ ^~ Ax+C ^'~ Ax+B 

6. Rückkehr von der Gleichung (9) zur Gleichung (7). Ist 
eine projektive Beziehung zweier Punktreihen durch die zweimal drei 
Punkte a, 6, c und a, V, d gegeben, so wird sie nach § 65, 5 durch 
eine Gleichung von der Form (9) dargestellt, wo die Koeffizienten 
A^ Bj C, D die Werte (8) haben. Ist umgekehrt eine Gleichung (9) 
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mit gegebenen Koeffizienten -4, B, (7, D vorgelegt, so stellt sie eine 
Beziehung zwischen den Punkten x und x' dar, bei der je zwei Punkte x 
und x' sich wechselseitig eindeutig entsprechen (vgl. (12)). 

Sind nun a, a'; 6, 6' und c, c drei Paare entsprechender Punkte, 
gelten also nach (9) die Gleichungen: 

Äaa' +Ba + Ca+D^O, 
(13) Abb' + -B6 + C6' + D « 0, 

Äcc' + Bc + Cc' + D = 0, 

so bestimmen diese die Verhältnisse AiBiC :D. Die Gleichung (9) 
nimmt dann unter Elimination von A^ B, C, D aus (9) und (13) die 
Form an: 

xaf X X 1 

aa aal 
hV h V 1 
cd c c' 1 



(14) 



= z/«0, 



wo ^ zur Abkürzung für die Determinante dienen soll. 
Die Entwicklung der letzteren gibt (Anm. 1, III, (19)): 



^« 



hb' v 
cc c' 


■ 


a 

X 


1 
1 


+ 


cc' 
aa' 


c' 
a' 




b 

X 


1 
1 


+ 


aa' 
bb' 


a' 
b' 


■ 


c 1 
X 1 


aa' a' 


b 


1 


+ 


bb' 


V 




c 


1 


+ 


cc' 


c' 




a t 


XX x' 




c 


1 


XX' 


«' 




a 


1 


XX 


x' 




b 1 



+ 



oder mit den Abkürzungen: 

(15) a = {b—c){a — x), /J = (c — o) {b — x), y = (a — b) (c — x), 

ftir welche ersicMIich: 

(16) a + /} + y = 0: 

J = a(b'c' + auf) + ß{c'a' + b'x) + yia'V + c'a;'); 
oder nach (16): 

j - ß{c'a' + b'x- b'd - a'x') + y{a'b' + c'x' - b'c- a'x) 
und mit den Abkürzungen: 

• a' = {V - c') {a - x'), ß' = (c' - a') (b' - x'), 
y'=^{a'-b'){c'-x'): 

(17) ^ = ßy'-yß' 

und ebenso: 

(17) z/-=ya— a/, J=^aßf—ßa. 

Die Gleichung (14) hinn daher in jeder der drei Formen: 



(15') 
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(18) ßy-^yß^O^ ya'-ay=0, aß'-ßa=0 

geschrieben werden, wo a, ß, y; a, ß', y die Bedeutung (15), (15') haben. 
Die letzte dieser Gleichungen (18) ist aber die Gleichung (7) 
oder (6). Die Gleichung (9) kann daher, wenn A: B: C: D beliebig 
gegeben sind, mittels dreier ihr genügenden Wertepaare a, a'; 6, 6'; c, c 
auf die Form (6) gebracht werden. Sie stellt stets eine projektive Be- 
ziehung da/r, 

7. Darstellung in homogenen gemeinen Koordinaten. Bei 
homogener Schreibweise der gemeinen Koordinaten (vgl. § 7, 1) lautet 
die Gleichung (9): 

(19) Axx + Bxt' + Ctx + Dtf==0 

oder aufgelöst, mit Proportionalitätsfaktoren q und 6: 

^ ^ U^'= Äx + Ct ^ ^ \öt =^-Äx'-Bt\ 

Bei der projektiven Verwandtschaft zweier Punktreihen sind die 
homogenen Koordinaten des laufenden Punktes der einen proportional 
homogenen linea/ren Funktionen der homogenen Koordinaten des laufen- 
den Punktes der anderen. 

Ebenso sind die Gleichungen (10) und (11) bei homogener Schreib- 
weise: 

(vgl. § 7, (3); §49, (12)) ersetzbar durch die Gleichungensysteme: 

r22^ 1^''' -^''-'^'' r23^ \<^^ — Cu+ Dv' 

^ ^ \qv\=^äu-Cv ^ ^ Uv^^Äu'+Bv' 

(24) 1^^=^^ + ^^ (25) (^^= ^^-^^ 

^ ^ \qv == Äx+Ct ^ ^ [öt =-Äu '+Bv. 

8. Die Determinante der projektiven Beziehung. Die Glei- 
chungen (20) sind bei gegebenen Ä, 5, C, D nur dann in der Form 
(21) nach a?, t auflösbar, wenn die „Determinante der projektiven Ver- 
wandtschafif^ : 

(26) J^AB-BC 

nicht verschwindet. In der Tat wird auch die Gleichung (19) für 
e7=0 und A^O. 

A{Axx + Bxf + Ctx' + Dtf) = (Ax + Ct) {Ax' + Bf) = 0. 

Ist aber J = und J. = 0, muß nach (26) auch B oder C ver- 
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schwinden und wird die Gleichung (19): 

{Cx' + Df)t^O oder {Bx + Dt)t' = 0. 

In jedem Falle zerfällt also für J== die linke Seite der Gleichung 
(19) in zwei Faktoren, von denen der eine nur x, t, der andere üur 
X, t enthält. 

Wir nennen die projektive Verwandtschaft (19) oder (9) eigentliche 
oder singulare^ je nachdem J+0 oder J^O. 

Bei der eigentlichen entspricht jedem Punkte der einen Reihe 
ausnahmslos ein bestimmter Punkt den anderen; bei der singulären 
ist dies nicht der Fall. 

Durch Einführung der Werte (8) wird: 

(27) J= (6 - c){c-a)(a - b)(V - c'){c - a) (a -.6'): 

Eine projektive Verwandtschaft ist daher stets eine eigenüiche^ wenn 
sie drei getrennten Punkten der einen Beihe (b =^c, c + öj, a^b) drei 
getrennte Punkte der anderen (V^Cy c^a^ a^b') zwyrdnet (vgl. 
§ 65, 3). 

9. Allgemeine Darstellung der projektiven Beziehung in 
Doppelverhältniskoiordinaten. Führt man in den beiden Punktreihen 
(Fig. 331) Doppelverhältniskoordinaten ii ^ js JE J J J p 
und ft' ein, die sich auf beliebige Koor- ""° ° ^""^^ ^T^o i^ 
dinatensysteme E^, E^, E^ und E^, E^, 

E^ beziehen, und gibt die projektive -o^ z^^o^ ^ /f o ^ V- 

Beziehung dadurch, daß man die Punkte ' 

^1"=^ i^i7 «^2 = (^29 *^o, ^ i^o ^®^ Punkten 

Ji' === fti', J^ = ii2, Jq == f*o' entsprechend setzt, so ist die projektive 

Beziehung wie in (2) durch die Gleichung: 

oder nach § 6, (25) durch: 

ausgedrückt. Daraus folgt aber in derselben Weise, die von (6) auf 
(9) führte: 

In Doppelverhaltniskoordinaten [i und ft' der beiden Beihen drückt 
sich die projektive Beziehung stets durch eine Gleichung von der Form: 
(29) Aiiii' +Bii + Gii+D=-0 

aus, und jede solche Gleichung stellt eine projektive Beziehung dar. 

10. Multiplizierte und reine kanonische Darstellung in Doppel- 
verhaltniskoordinaten. In der allgemeinen Darstellung (29) sind die 



Digitized by 



Google 



366 § 66, n. 

beiderseitigen Anfangspunkte und Einheitspunkte E^, E^y Eq und E^\ 
E^y Eq der Koordinatensysteme nicht gerade entsprechende Punkte 
der projektiven Beziehung: 

SoUen sich E^ijn = 0) und E^'{ii: = 0); E^{iL = oo) und E^\ii^ oo) 
(§ 6, 6) entsprechen, so muß in (29) D = 0, ^ = sein. 

Sind die Anfangspunkte E^ und E^y E^ und E^ der beiderseitigen 
Koordinatensysteme entsprechende Punkte, so erhält die Gleichung (29) 
die Form: 

(30) Bu + Cii'=0 

(multiplizierte kanonische Form): Die Koordinaten (i und (i entsprechen- 
der Punkte sind bis auf einen konstanten Faktor gleich. 

Sind außerdem die Einheitspunkte Eq und Eq entsprechende Punkte, 
so hat die Gleichung (29) die Form: 

(31) ^-^'=^0 

(reine kanonische Form): Die Koordinaten [i und [i entsprechender Punkte 
sind gleich. 

Wir haben die Form (31) schon in (5) aufgestellt. Da sie die 
Determinante J = AD — BC ^ 1 hat, kann nur die eigentliche pro- 
jektive Beziehung (29), eJ+O, auf die kanonische Form (31) gebracht 
werden (§65,8; 12). Dies geschieht durch die Transformation §6,(29) 
in beiden Punktreihen, die aus (28) sofort v = v' liefert. 

11. Darstellung in Zweieokskoordinaten. Die Gleichung (29) 
kann nach § 7 , (8) unmittelbar in Zweieckskoordinaten geschrieben 
werden, die sich etwa auf die in Figur 329 dargestellten Grundpunkte 
beziehen: 

(32) Axi x^ + Bx^x^ + Cx^x^ + Dx^x^ = 0. 

Die projektive Verwandtschaft zweier Punktreihen P =- x^y x^ und 
P' = Xi\ x^ stellt sich in Zweieckskoordinaten durch eine homogene 
bilineare Gleichung (32) dar. 

Statt dessen kann man auch wie in § 65, 7 sagen: 
Der Ausdruck der projektiven Beziehung zweier Punktreihen ist eine 
lineare Substitution von der Form: 

QXi == ^11^1 "r ^i2'^2? 



Insbesondere hat man in: 
(34) {P<=^"^» (35) |^<"^^ 

[ QX2 — ^22*^2 \ 9*^2 — ^3 

die multiplizierte und reine kanonische Form (vgl. § 65, 10). 
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Entsprechend (33) wird die projektive Beziehung zweier Strahl- 
büsehel oder Ebenenbüschel oder einer Punttreihe und eines Strahl- 
oder Ebenenbüscbels (§ 7, (8); § 56, (3)) durch: 

(36) (^^^' ^ ^"^^ ^' ^"^^ (37) ( ^^' ^ ^"^^ "*" ^^^"^^ 

l9t*2'= Cgi^^i + C22««2 1 9^2 = ^21^1 + ^22^2 

dargestellt (vgl. § 8, (19)). 

12. Die Determinante als Invariante der projektiven Beziehung. 

Führt man in die Gleichung (32) der projektiven Beziehung zweier 
Punktreihen auf der einen Punktreihe neue Zweieckskoordinaten y^, y^ 
ein durch die Substitution: 

^1 -= «2/i + /*j/2; ^^^rvi + Sy^ 

(vgl. § 8, (11)), so geht (32) über in: 

(38) Äy^x^ + B'y.x^ + Cy^x^ + D'y^x^' = 0, 
worin : 

A'=Aa+Cy, B^Ba + Dy, 

G=Aß+C8, B'=-Bß + D8, 
und daher: 

(39) AB' -Bra^{a8- ßy) (AB - BC). 

Setzt man in (38), indem man auch auf der anderen Punktreihe 
neue Koordinaten y^\ y^' einführt: 

so wird: 

(38') Ä'y,y^ + B' y,y,' + C"y,y,' + D"y,y,' = 0, 

wo wie vorhin: 

(40) ^"2)"- J5" 0"== («'d' - jS'/) (A'B' - JB' C). 

Die Verbindung von (39) und (40) gibt den Satz: 
Führt man in der Gleichung (32) der projektiven Beziehung auf 
beiden Punktreihen neue Koordinaten ein, so wird die Determinante 
der neuen Gleichung (38') gleich dem Produkt der alten in die beiden 
Substitutionsdeterminanten : 

(41) A"B" - ^'2)" = («d - ßy) («'d' - ß'y) (AB - BB). 

13« Darstellung projektiver Fnnktreihen durch Gleichungen. 

Sind unter Zugrundelegung gemeiner Koordinaten (Fig. 330): 

(42) Xi = A^x + jBi = 0, Xg =- ^a; + jBg = 

die Gleichungen der Grundpunkte und Xq die Koordinate des Ein- 
heitspunktes einer Punktreihe, und haben: 

(43) X/ = A,'x + i?/ = 0, X2' - A,'x + JS/ = 
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nnd x^ die entspreehende Bedeatung far eine andere PnnktFeihe, so 
sind nach § 9, (6) die beiden Punktreihen durch die GHeiehimgen: 

(44; |.-M^ = 0, ^-^'f; = 

dargestellt. 

Da aber hier die Parameter /i nnd n' nach § 9, (7) die Doppel- 
yerhaltniskoordinaten des laufenden Punktes jeder Reihe in bezug auf 

die Grundpunkte und den Einheitspunkt 
sind, so folgt aus § 65, 9 : 

Die durch die Gleichungen (44) dar- 
gestellten Punktreihen werden durch die 
^, o ^,^ Gleichung (29) oder (30) oder (31) pro- 
jektiv aufeinander bezogen. 

Da die Form der Gleichung (29) 
unberührt bleibt, wenn man /t und fi' je um einen Faktor ändert, 
so werden auch die durch die Gleichungen (§ 9, (4)): 

(45) Xi-fiXg^o, x;-ilx;^o 

dargestellten Punktreihen durch jede Gleichung von der Form (29) 
projektiv aufeinander bezogen. 

Wendet man jetzt insbesondere die Form (31) an, so kann man 
kurz sagen (Fig. 332): 

Durch die beiden Gleichungen: 

(46) X,-fi:X^«0, X^-iiX^'^0 

werden zwei projektive Punktreihen dargestellt (vgl. § 65, 4, IV). 

Erhalten X^, X^; Xj', X^' statt (42) und (43) die Bedeutung: 

(47) Xi = ^ + B,tgq>, X, = Ä, + B,tg(p, 
(48>. X/==^'+5/tg9)', X/= A,'+ ^B^'tgg)' 

(vgl. § 9, 1; §49, 13), so stellen die Gleichungen (46) im gleichen 
Sinne zwei projektive Strahlbüschel oder Ebenenbüschel dar. Auch 
geben sie ungleichnamige projektive Gebilde, wenn X^, Xg die Be- 
deutung (42) und X/, Xg' die Bedeutung (48) haben. 

Endlich bleibt die Darstellung durch die Gleichungen (44) oder 
(45) oder (46) auch dann erhalten, wenn die Ausdrücke X homogene 
lineare Funktionen von Zweiecks- oder Zweiseitskoordinaten sind (vgl. 
§ 9, (12)). 
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§ 66. Darstellung projektiver Grandgebilde erster Stufe in Ebene, 

Bündel und Raum. 

1. Darstellung projektiver Strahlbüschel oder Punktreilieix in 
der Ebene durch Gleichungen. 
Wir setzen zur Abkürzung: 

(1) X,^Ä,x + B,y + C,t, 

(2) X:=^Ä;x'+B:y + C,t', 

i = 1, 2, wo X, y, t und x, y, i homogene gemeine Punktkoordinaten 
sind, die sich auf zwei in verschiedenen Ebenen oder in derselben 
Ebene gelegene Koordinatensysteme 
Oxy und Oxy (Fig. 333) oder auch 
auf dasselbe Koordinatensystem Oxy 
== öxy in einer Ebene beziehen. 
Wir verstehen femer unter P^ = x^, 
y^, t^ und Pq^Xq, y^, t^ zwei feste 
in bezug auf Oxy und O^x'y' ge- 
gebene Punkte. 

Dann stellen nach § 22, (21) die Gleichungen: 

(3) ^-'*|V = (4) ^-^'i = 

0wei Strahlbüschel in laufenden FunktJcoordinaten x, y, t und x\ y, t' 
dar. Die Parameter ft und ii aber sind nach § 22, (22) die Doppel- 
verhältniskoordinaten des laufenden Strahles der Büschel in bezug auf 
die Grundstrahlen X^ = und X{ = und die durch die Punkte P^, 
Pq' gegebenen Einheitsstrahlen. 

Die beiden Büschel werden daher nach § 65, 9; 10 projektiv auf- 
einander belogen, wenn zwischen den Parametern ft und (i eine Gleichung 
von der allgemeinen Form: 

(5) Äfifi +B(i+ C^' + D = 
oder auch von der multiplizierten oder reinen kanonischen Form: 

(6) B(i + Cii' = (7) ^^fi' 
besteht. 

Da die Form der Gleichung (5) unberührt bleibt, wenn man (i 
und fi je um einen konstanten Faktor ändert, kann man (vgl. § 22, (23)) 
statt (3) und (4) auch die Gleichungen: 

(8) X,-iiX, = (9). 

Staude, analyt. Oeometrie. 
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benutzen, worauf wieder jede Gleichung von der Form (5) die pro- 
jektive Beziehung herstellt. Wählt man insbesondere die Form (7), 
so ergibt sich (vgl. § 65, (46)): 

Die Gleichungen: 
(10) Xi~/iX2 = (11) V-^uXg'^O 

stellen zwei projektive Strahlhüschel in laufenden Punkfkoordinaten x, y, t 
und X, y, t' dar (Fig. 333). 

Versteht man unter X,. und X/ an Stelle von (1) und (2) die 
Ausdrücke: 
(12) X, = A,u + B,v + C,s, (13) X; = A'.u + B[v + C/s', 

so würden die Gleichungen (3) und (4) oder (8) und (9) oder (10) 
und (11) mit Rücksicht auf § 22, (21'); (23') im gleichen Sinne wie 
vorher zwei projektive Punktreilten in laufenden Linienkoordinaten dar- 
stellen. 

Auch würden sich eine Punktreihe und ein Strahlbüschel, die pro- 
jektiv sind, ergeben, wenn wir X,. in der Bedeutung (12) und X/ in 
der Bedeutung (2) nehmen (vgl. § 24, (17); (20)). 

2. Darstellung in Dreieokskoordinaten. Da es hierbei überall 
nur auf die Beziehung zwischen den Parametern fi und ft' ankommt, 
bleiben (vgl. § 29, 8) die erhaltenen Sätze bestehen, wenn man in die 
Symbole X an Stelle der gemeinen die Dreieckskoordinaten einführt, 
also statt (1), (2) und (12), (13) setzt: 



*^^^^ I X/= ^,'(0^/ + ti/(0< + u,'(^W 

oder: 

I X^ = x^^^u, + x^^^u^ + x/^u^ , 

^ ""^ l X/= x,'^\' + x,'^)u^ + :r3'(0<. 

Dabei können sich die Dreieckskoordinaten Xj^y w^ und x^, u^ au^ 
zwei verschiedene oder auch auf dasselbe Koordinatendreieck beziehen. 

3. Parameterdarstellung projektiver Punktreihen und Strahl- 
büschel in der Ebene. Da in den Parameterdarstellungen § 30, (24) 
die Parameter y^, y^ und v^, v^ Zweieckskoordinaten des Punktes und 
Zweiseitskoordinaten der Geraden sind, so werden auch die durch ihre 
Parameterdarstellungen gegebenen Punktreihen und Strahlbüschel durch 
lineare Gleichungen von der Form § 65, (32) bis (37) zwischen den 
Parametern projektiv aufeinander bezogen. 

Indem wir dabei gleich die kanonische Form (§ 65, (35)) be- 
nutzen, erhalten wir folgende Darstellungen, in denen sich die Koordi- 
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naten x^, «^ und x^, m/ wieder atif zwei verschiedene oder auf das- 
selbe Koordinatensystem beziehen und überall A; = 1, 2, 3 ist: 

für zwei projektive Punktreihen mit den Grundpunkten x^^^\ «^W 
und x,'m, ic;<»): 
(16) Qx,=xpy,+x,<')y, (17) pa;/ - a;/Wy, + <Wy,; 

ZU gleichen Werten von y^ : y^ gehören entsprechende Punkte beider 
Reihen; 

für zwei projektive Strahlbüschel mit den örundstrahlen u^^^\ %(*> 
und <(!), <(2). 

(18) QU, = u,^^\ + u,^^)v^ (19) QU,' = <(i)i;i + u,'^^v^', 

zu gleichen Werten von v^ : V2 gehören entsprechende Strahlen beider 
Büschel. 

Für eine Punktreihe und StrdhTbüschel, die projektiv sind, ist 
ebenso: 



(21) QU^^u^^'-H^ + u^^^H, 



'2? 



(20) QX, = x,^^)y,^-x^^)y, 

wo für entsprechende Elemente (§65,(37)): 

(22) Vi-yt-^i' ^2- 
Man kann hier überall unter x, und u, auch Koordinaten des 

Strahles und der Ebene im Bündel verstehen (vgl. § 56, 10) und hat 
dann in (16) und (17) zwei pro- 
jektive Strahlbüschel und in (18) 
und (19) zwei projektive Ebenen- 
hüschd, die jedesmal zwei verschie- 
denen Bündeln oder demselben Bün- 
del angehören. 

4. Darstellung projektiver 
Ebenenbüsohel oder Funktreihen 
im Baume durch Gleichungen. 
Wir setzen wie in § 66, 1 : 

(23) X, = A,x + B,y + C,z + B,t, • 

(24) Xf ^ A!x + B:y -\- C// + B!t\ 

i = 1, 2, wo X, y, Zy t und x\ y, z\ t' homogene gemeine Punktkoordi- 
naten sind, die sich auf zwei verschiedene Koordinatensysteme (Fig. 334) 
oder auch auf dasselbe Koordinatensystem Oxyz = O'x'y si beziehen. 
Mit dieser neuen Bedeutung stellen die Gleichungen (3) und (4) 
oder (8) und (9) zwei Ebenenbüschel dar (vgl. § 47, (23); (25)), die wieder- 
um durch die Gleichungen (5), (6) oder (7) projektiv, aufeinander be- 
zogen werden. Ebenso st^llm die Gleidmngen (10) und (11) direkt zwei 

24* 
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projektive Ebenenbüschel in laufenden Punhfkoordinaten x, y, 0, t und 
x\ y, z\ t' dar (Fig. 334). 

Mit: 
(25) X^ == A^u + B^v + CiW + D^s 

(26) x; = Äfu + b;v + g;w + d:s 

erhält man in (10) und (11) projektive Punktreihen in laufenden 
Ebenenkoordinaten dargestellt; nimmt man aber für X,. die Werte (23) 
und für X/ die Werte (26), so hat man in (10) und (11) ein 
Ebenenbüschel und eine Punktreihe, die projektiv sind (vgl. § 52, (13) 
und (16)). 

Wie in § 66, 2 können überall auch Tetraederkoordinaten in die 
Ausdrücke X eingeführt werden. 

5. Parameter darstellung projektiver Punktreihen, Ebenen- 
bÜBChel und Strahlbüschel im Baume. Aus den Parameterdar- 
stellungen § 64, 4 und 5 erhalten wir, wie in § 66, 3, folgende Dar- 
stellungen, in denen sich die Koordinaten x^, %, pj^^ q^ und x^, u^y 
Pky ^k ^^f 2jwei verschiedene oder auf dasselbe Koordinatentetraeder 
beziehen: 

für zwei projektive Punktreihen mit den Grundpunkten x^^^, x^^^ 
und <(^ <(«): 
(27) QX,^ x,i'hj, + x,^')y, (28) p< = <(^)y, + <(«)y,; 

für zwei projektive Ehenenbüschd mit den Grundebenen m^'*), u^*^ 
und,«;*!), M^f«):^ 

(29) QU,^uPv^^-u^^v, (30) (,< = <(')«;, + <(%, 

in allen vier Gleichungen mit fc == 1, 2, 3, 4; 
für zwei projektive Strahlbüschel: 

(31) 9P,=p,^'\+p,^'\ (32) . PI),' = i»,'">^i +!>,'<%,; 

oder: 

(33) Qq, = q,^'^y^+q,''^y, . (34) 92,' -- q.'^'^y, + q,'^'%, 

in allen vier Gleichungen mit Ä^ = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Die Gleichungen (27) und (30) geben, wenn: 

(35) yi : 2/2 = ^1 • ^3 

gesetzt wir4, eine Punktreihe und einen Ebenenbüschel, die projektiv sind, 

§ 67. Projektive Grundgebilde zweiter Stufe. 

1. Idneare Verwandtschaft zweier Punktfelder. Wir betrachten 
zwei Ebenen E und E' unabhängig von ihrer Lage zueinander, un- 
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abhängig davon, ob sie getrennt im Eaume oder beide miteinander 
vereinigt liegen. In jeder der beiden Ebenen sei ein System von 
Punktkoordinaten x^, x^, x^ und x^, x^\ x^y bezogen auf ein Koordi- 
natendreieek E^E^E^.E^ und E^E^'E^.E^, eingeführt (Fig. 335). 
Alsdann ordnen die Formeln (vgl. §65,(33)): 



(1) 



QX^ == ^21*^1 "T~ ^22*^2 "T" ^28 "^S; 
gX^ == C^iX^^ + t?32^2 « ^33*^3 



jedem Punkte P = x^, x^, x^ der Ebene E einen bestimmten Punkt 
P' = x^j x^, x^ der Ebene E' zu. 
Ist die Determinante: 

(2) C=|c„l 

von Null verschieden, entspricht mittels der Auflösungen der Glei- 
chungen (1) (Anm. 2, II, 2): 

!6x^ =- C^iX^' + Ogix/ + C^^x^\ 
6X^ == C^^Xy + C^^x^ + Cg2<, 
6X^ = ^18^1 "r ^23^2 ' ^38*^8 

auch umgekehrt jedem Punkte P' ein Punkt P. 

Die Formeln (1) i^wd (3) stellen dann 
eine Verwandtschaft der beiden Ebenen dar, 
bei der ausnahmslos jedem Funkte der einen 
ein Funkt der andern wechselweise entspricht. 

Wir nennen sie mit Rücksicht auf die Form der Gleichungen (1) 
und (3) zunächst eine lineare Verwandtschaft.^^®) 

Wir unterscheiden sie ferner als eigentliche lineare Verwandt- 
schaft von der durch die Gleichungen (1) bei verschwindender Deter- 
minante dargestellten singulären linearen Verwandtschaft (§ 65, 8). 
/. 

2. Die lineare Verwandtsohaft als Kollineation. Sind äj^, Xj^^\ 
xP'^ irgend drei Punkte der Ebene E und x^j x^^^\ ic/(^) die ent- 
sprechenden Punkte der Ebene E', so ist mit (1), W6nn wir von dem 
Faktor q absehen, nach dem Multiplikationstheorem der D-eterminanten 
(Anm. 1, V, 2) nicht nur: 




Pig. 885. 





a;,' 


Xi 


Xi 




(4) 


a;i'(i) 


x,'W 


X^'W 


= C 


:.,'(«) 


a;/(*) 


<(^' 




sondern aucli 


l: 









X. 



(1) 



X^^^ X^^^ Xt 
^l^'^ ^2^'^ ^8^'^ 
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WO k^Jc^ eine beliebige der Kombinationen 2 3, 31, 12 ist und l^l^ 
alle diese durchläuft. 

Aus (4) folgt nach § 29, (13'): 

Bei der linearen Verwßndtschaß (1) entspricht jeder Geraden der 
Ebene E eine Gerade der Ebene E', und zwar der Verbindungslinie 
zweier Funkte Xj^'^\ Xj^^^ die Verbindungslinie der zwei entsprechenden 
Funkte <(% ä;;^^). 

Zugleich aber gibt (5) die Beziehung zwischen den Koordinaten 
Uj^ und Uj^ der Geraden x^'^^Xj^^) und x^^^^Xj^^^) (vgl. § 29, (10')), nämlich: 

(6) < pw/ = Cgi^i + (722^2 + ^23^3, 

WO die Koeffizienten C^j die Unterdeterminanten von C sind. 
Die Auflösung der Gleichungen (6) gibt umgekehrt: 

^% = Ciiw/ + C21W2' + <^3i%'; 

(7) <yt*2 = ^12 «*l' + ^22%' + ^82 «*3^ 
6U^ = ^3%' + ^28 V + ^88 V- 

Danach entspricht ausnahmslos jeder Geraden der einen Ebene wechsel- 
weise eine Gerade der andern. 

Man nennt daher die lineare Verwandtschaft auch eine Kollineor- 
tion (koUineare Verwandtschaft) der beiden Ebenen. 

Die Formeln (1), (3), (6), (7) sind ihrer Form nach dieselben, 
wie die Formeln § 30, (8), (9), (12), (11) für die Transformation der 
Koordinaten in einer Ebene. 

3. Die lineare Verw^andtschaft als projektive Verwandtschaft. 
Eine Punktreihe mit den Grundpunkten Xj^^^\ Xj^^^ oder ein Strahl- 
büschel mit den Grundstrahlen u^'^\ uj^^^ in der Ebene E können nach 
§ 30, 10 durch die Parameterdarstellungen: 
(8) x,==x,(')y,+x,(')y„ (9) u, = u,Wv, + u,('\, 

Ä: == 1, 2, 3, gegeben werden. 

Setzt man diese bezüglich in (1) und (6) ein und bezeichnet mit 
x^i^\ :r;(2) und <(i^, <(») die den Elementen x^(^\ x^^^ und m/^), Uj^^^ 
entsprechenden Elemente der Ebene E' so ergibt sich: 



(10) 9x; = x:^')y, + x^^^)y„ (11) o< 



/(i) 



^1 + V*^V2- 
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§ 67, 4-5. 375 

Nach § 66, (16)— (19) sind aber die Reihen (8) und (10), sowie 
die Büschel (9) und (11) projektiv. 

Bei der linearen Verwandtschaft zweier JEbenen sind entsprechende 
PunJctreihen und entsprechende Strahlbüschel in den beiden Ebenen pro- 
jektiv. 

Wir nennen daher die lineare Verwandtschaft (1) auch projektive 



4. Beine und multiplizierte kanoniBChe Form der Darstellung. 
Da für (7+0 die rechten Seiten der Gleichungen (1) und (6) durch 
die Koordinatentransformation § 30, (8); (12) in der Ebene E selbst als 
Koordinaten t/i, ^/g, y^ und v^, Vg, v^ eingeführt werden können, die 
wir neuerdings wieder mit x^, x^, x^ und w^, %, u^ bezeichnen wollen, 
so folgt: 

Die eigentliche projektive Verwandtschaft zweier Ebenen kann stets 
in der reinen kanonischen Form (vgl. § 65, (35)): 

(12) (>< = a;i, QX^'^x^, QX^^x^, 

(13) QU^^U^, (>< = W2> (>%' = 2^8 

dargestellt werden. 

Hierbei entsprechen sich (Fig. 335) die gleichnamigen Ecken E^ 
und E^j E^ und E^y E^ und -Eg' der Koordinatendreiecke und die Ein- 
heitspunkte Eq und Eq, worauf dann zugleich die gleichnamigen Seiten 
der Koordinatendreiecke und die Einheitslinien entsprechende Ele- 
mente sind. 

Entsprechen sich nur die gleichnamigen Ecken, aber nicht die 
Punkte Eq und E^, so erhalten die Gleichungen (1) und (6), indem 
für Ä =4= ?: c^^=^0 gesetzt wird, die multiplizierte kanonische Form 
(vgl. §65,(34)): 

(14) QX^ = Ci^X^y QX2 = C22X2J QX^ = C^^X^, 



5. Bestimmung der projektiven Beziehung. Da zur Bestimmung 
des Koordinatensystems stets vier Punkte -E^, JSg, -Bg, Eq notwendig 
und hinreichend sind, von denen keine drei in gerader Linie liegen, 
so ergibt sich aus der kanonischen Form (12) der Satz (vgl. § 65, 3,111): 
Die projektive Beziehung zweier Ebenen ist vollständig bestimmt, 
wenn vier beliebigen Punkten der einen, von denen keine drei in gerader 
Linie liegen, vier beliebige Funkte der andern, von denen keine drei 
in gerader Linie liegen, erdsprechend gesetzt werden*^ 
und zur analytischen Bestimmung der weitere Satz (vgl. § 65, 4, IV) : 
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376 § 67, 6—7. 

Zwei Ebenen werden prcjeJctiv aufeinander iezogen, indem hei Ein- 
führung eines Systems von Dreieckskoordinaten in jeder von ihnen je 
zwei solche Punkte, bezüglich Gerade heider entsprechend gesetzt werden^ 
die gleiche Koordinaten hohen. 

Da die Dreieckskoordinaten nach § 28, 14 Doppelverhältnisse mit 
drei festen Elementen sind, so entspricht dieser Satz zugleich dem 
Satze § 65, 2, IL Wie aber aus dem letzteren der allgemeinere Satz 
§65,1,1 hervorging, so haben wir hier §67,3 den allgemeineren 
Satz für die Doppelverhältnisse mit vier beliebigen Elementen, 

6. Verschiedene Arten der projektiven Verwandtschaft der 
Gnindgebilde zweiter Stufe. Wir gingen in § 67, 1 zunächst von 
der Beziehung der Punkte zweier Ebenen aus, womit zugleich die Be^ 
Ziehung der Strahlen beider Ebenen folgte (§ 67, 2). 

Die entsprechenden Resultate gelten aber bei gleicher analytischer 
Form (vgl. § 56, 10) für die projektive Verwandtschaft zweier Bündel, 
wo aus der Beziehung der beiderseitigen Strahlen Xj^ und x^ zugleich 
die der beiderseitigen Ebenen Uj^ und w/ folgt und umgekehrt. 

In allen diesen Fällen handelt es sich um das Entsprechen gleich- 
artiger Elemente. 

In gleicher Weise können aber auch ungleichartige Elemente 
einander entsprechen (§65,1,1). In diesem Falle nennt man die 
projektive Verwandtschaft auch Korrelation oder Beziprozität oder 
Dualität.^^^) 

7. Beziproke Felder und reziproke Bündel. Setzt man wieder 
mit Bezug auf die beiden Ebenen in Fig. 335 und ihre Koordinaten- 
systeme an Stelle von (1): 

QU^ = C-^^Xi + C^2^i i ^18*^3? 

(16) ' . 9 V =^ ^21^1 + ^2^2 + ^23^8; 

QU^ = C^^X^ + ^82*^2 ' ^38*^8? 

SO wird dadurch jedem Punkte P der Ebene E eine Gerade p der 
Ebene E' zugeordnet, während durch die mit (7=t=0 aus (16) folgen- 
den Gleichungen: 

I öXj^ == Cii w/ + Ogi w/ + Ogi Wg', 

(17) öx^ «= Ci2< -f- C^^u^' + (782<, 

1 0X^ = C13W/ + C23W2' + (7s3 V 

zu jeder Geraden p' der Ebene E' wieder der Punkt P der Ebene E 
bestimmt wird, der mit ihr ein Paar entsprechender Elemente beider 
Ebenen bildet. 
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Nun gelten aber mit (16) wieder die Gleichungen (4) und (5), 
nur daß dort links überall v! statt x zu setzen ist. Es folgt daher 
wie dort: 

Bei der reziproken Verwandschaft (16) entspricht jeder Geraden der 
Ebene E ein Punkt der Ebene E', und zwar der Verbindungslinie zweier 
Funkte XjP-\ Xj^^^ der Schnittpunkt der zwei entsprechenden Geraden 

<(^ <(^._ 

Zugleich folgen, wie dort, zwischen 'den Koordinaten w^ und Xj^ 
der Geraden Xj^^^x^^'^ und des Punktes m/^^^ X %'(*) die Gleichungen: 

(18) 9^i== ^21 Ml + (7^2 ^2 + ^23 ^8? 

ÖU^ = C^-^X^ + C^^X^ + ^31^3? 

(19) 6U^^ ^2^1' + ^^22^2' + ^82^3'? 

,6U^ = C^^X^ + ^23^2 » ^33 •''S • 

Bei zwei reziproken Ebenen entspricht daher jedem Punkte der einen 
eine Gerade der andern und umgekehrt 

Indem man femer die Parameterdarstellungen (8) und (9) in (16) 
und (18) einsetzt, erhält man an Stelle von (10) und (11): 

(20) 9< = <^%i + <^'^y,, (21) QX^ = x^^'\ + <(«)t;2, 
womit nach § 66, (20)— (22) folgt: 

Bei der reziprolcen Verwandtschaft zweier Ebenen sind eine Punkt- 
reihe der einen und ein Strahlbüschel der andern, die einander ent- 
sprechen, projektiv. 

Die kanonische Form der Gleichungen (16) und (18) lautet: 

(22) QU^^X^, QU^^X^y (><= ^3^ 

(23) QX^' =- Wi, QX^' =- %, QX^' - W3 (vgl. (12); (13)). 

Dasselbe gilt entsprechend und bei gleicher Bezeichnung (vgl. 
§ 56, 10) für reziproke Bündel, wobei den Strahlen des einen die 
Ebenen der andern entsprechen. 



§ 68. Darstellung projektiver Bündel und Felder im Räume. ' 

1. Darstellung projektiver Ebenenbündel und Funktfelder 
durch Gleichungen. Wir setzen zur Abkürzung: 
(1) X, = Ä,x + B,y + C,z + D,t, 

(2) x: = a;x' + B:y' + g;z + Dftf, 
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§ 68, 1. 



i «== 1, 2, 3, wo Xy y, z, t und x\ y\ /, ( homogene gemeine Punktko- 
ordinaten sind, die sich auf zwei verschiedene beKebig gegeneinander 
gelegene Koordinatensysteme Oxyz und O'x'yz (Fig. 336) oder auch 
mit X, y, 0, t für x, y\ /, t auf dasselbe System Oxyz = O'xyz be- 
ziehen. Wir verstehen femer unter 




^07 2/0; ^0? ^0 



und Pq' == Xc 



■ **'0> Vfi7 ^0? *'o ^"*^ -^0 — ^0 > y^y 
Zq, t^ zwei feste in bezug auf Oxyz 
und O'x'y z' gegebene Punkte. 

Dann stellen nach § 56, (25) 
die Gleichungen: 



(3) fi-i j^ + ^2 'x^ + /^s xö~ 



0, 



Fig. 336. 



(4) y^; 






f*2 










;^w;ei Ebenenbündel in laufenden PunMkoordinaten x, y, z, t und Xy y, 
z'j ( dar. Die Parameter fti, [i^, ^3 und ft/, n^', ftg' aber sind nach 
§ 56, (30) die Dreiflachskoordinaten u^, u^y u^ und w^', %', %' der 
laufenden Ebenen der Bündel in bezug auf die Dreiflache X^ = und 
XI = und die durch die Punkte P^ und Pq' gegebenen Einheits- 
ebenen (§ 56, (22)). 

Die beiden Bündel werden daher nach § 67, 6 projektiv aufein- 
ander bezogeny wenn zwischen den Parametern lineare Gleichungen 
von der allgemeinen Form (vgl. § 67, (6)): 

(5) ' (>.<= C^2lf*l + ^^22^ + ^23/^8; 

^/*3'= ^Slf^l + C'82^2 + Cis^S 

oder von der multiplizierten oder reinen kanonischen Form: 

(6) (>f*l'=^ Cii^i, Qfl^'== C^^H^y Qli^^ Cgjftj, 

(7) (>f*i'==f*i, (>/^2'=f'2; P/^8'=f*3 

bestehen. 

Da die Form der Gleichungen (5) unberührt bleibt, wenn man 
jeden der Parameter f^i^ ft2; ^37 ^xj lh\ i^s ^^ einen konstanten Faktor 
ändert, kann man statt (3) und (4) auch die Gleichungen (§ 53, (2)): 

(8) ^,X, + ^2^2 + f*3^3==0, (9) ^/X/ + f.2':X2' + .a3'Z3' = 

nehmen. Wählt man dann unter den Formen (5), (6) und (7) der 
Parameterbeziehung die letzte aus, so ergibt sich (Fig. 336): 

Die Gleichungen: 
(10) ti,X, + (.,X, + (,,X, = 0, (11) (.,X,'+(,,X,'+(i,X,'=0 
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stellen zwei projektive Ebenenbündel in laufenden Punjctlcoordinaten x, 
y, z, t und X, y\ /, t' dar (vgl. § 66, (10), (11)). 

Versteht man unter X^ und X/ an Stelle von (1) und (2) die 
Ausdrücke: 
(12) X^ = A^u + B^v + CiW + D^Sy 

(13) x; = Äfu' + B!v + c:w + b:s', 

so würden die Gleichungen (3) und (4) oder (8) und (9) oder (10) 
und (11) mit Rücksicht auf § 53, (2') zwei projektive Punktfdder in 
laufenden Ebenenkoordinaten darstellen. 

3. Darstellung projektiver Strahlbündel und Strahlfelder durch 
Gleichungen. Wie in § 68, 1 werden in der Annahme (1), (2) die 
beiden StraUbündel (vgl. § 56, (25')): 

(1^) ^ • ^'ö : ^ = t/, : r, : t/3, (15) A_ . ^ :^,^v^ :v^ :v,' 

oder: 

(16) Xi : X2 : Xg = Vi : v^ : 1/3, (17) X/ : Xg' : X3' = 1// : v^ : v^' 

projektiv aufeinander bezogen, indem zwischen den Parametern, die Drei- 
kantskoordinaten des Strahles im Bündel sind, lineare Gleichungen 
von der allgemeinen Form (§ 67, (1)): 

QVi=c^iVi + C12V2 + ^131/3, 

(18) QV^ = C21 Vi + C^V^ + CggVg, 

insbesondere auch von der kanonischen Form: 

(19) qW'^v^, Qv^^v^, qv^^v^ 

angenommen werden. In kürzester Form (vgl. (10); (11)) lautet das 
Resultat: 

jyie Gleichungen: 

(20) Xi : X2 : X3 = 1/1 : i/g : 1/3, (21) X/ : X^' : X3' = ^i : 1^2 : V3 
stellen zwei projektive Strahlbündel in laufenden Punkikoordinaten x, y, 
z, t und x\ y , /, f dar, 

3. Darstellung reziproker Bündel und Felder durch Glei- 
chungen. Das Ebenenbündel (4) und das Strahlbündel (14) werden, da 
nach § 56, (30); (30') /ij', fij', (i^' Dreiflachskoordinaten der Ebene und 
Vi, Vg, Vj des Strahles sind, nach § 67, (16) projektiv aufeinander be* 
zogen durch die allgemeinen linearen Gleichungen: 

(22) Qi^2= Cji^i + C22V2 + Cgs^s^ 

9^3'= ^81^1 + ^82 ^2 + ^3^3» 
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beziehungsweise die kanonischen Gleicnungen: 

(23) C>f*i'=Vi, QH^v^y 9.<=«^8- 
Insbesondere geben die Gleichungen: 

(24) /üiX/ + fi^X^' + ^gXg' = 0, (25) Xj : Xg : Xj == ^^ : /ig : /itj 

£fw?ef reziproke Bündel in laufenden PunMcoordinaten x\ y, /, f und 
X, y, z,t 

4* Darstellung in Tetraederkoordinaten. Da es in den Ent- 
wicklungen von §68,1 — 3 überall nur auf die Beziehung zwischen 
den Parametern (i und v ankommt, bleiben (vgl. § 58, 12) die er- 
haltenen Sätze bestehen, wenn tnan in die Symbole X an Stelle' der 
gemeinen die Tetraederkoordinaten einführt, also statt (1), (2) und 
(12), (13) setzt: 

^ ^ l X,' = w/Wa:/ + <(0a;,' + u^^')x^ + <(0^;, 

oder: 

(21) [^i^ ^i^^^t + V^^2 + ^z^^'^z + x^^^u^, 

^ ^ \ X; - a:/«u/ + x.'^'^u,' + a:;^*)^/ + <(^'<. 

Dabei können sich die Tetraederkoordinaten Xj^y Uj^ und a;/, u^ auf 
zwei verschiedene oder auch auf dasselbe Koordinatentetraeder beziehen. 

5. Parameterdarstellung projektiver Bündel und Felder. Da 
in den Parameterdarstellungen § 64, 2 und 3 die Parameter y^, y^? % 
und t?i, t?2, tjg Dreieckskoordinaten des Punktes und der Geraden oder 
Dreiflachskoordinaten des Strahles und der Ebene sind, so werden 
auch die durch ihre Parameterdarstellungen gegebenen Felder und 
Bündel durch lineare Gleichungen zwischen den Parametern projektiv 
aufeinander bezogen. 

Indem wir dabei gleich die kanonische Form (7) und (19) be- 
nutzen, erhalten wir folgende Darstellungen, in denen sich die Ko- 
ordinaten Xj^j Uj^y Pj^, Qj^ und ir/, Uj^'j jp/, Qj^' wiederum auf zwei ver- 
schiedene oder auf dasselbe Koordinatensystem beziehen (vgl. § 66, 6): 

für zwei projektive Punktfelder mit den Grundpunkten Xjj^^\ Xf^^^\ 
x,(') und x,'^'\ <(«), a:;(»): 

(28) 9X,^x,^')y,+x,i')y, + x,i'^y„ 

(29) 9< = a:;(^)y, + <(^)t/, + ^C«)^«; 

für zwei projektive Ebenenbündel mit den Grundebenen Uj^^^\ u^^^\ 
w/») und <(^), <(«), <(»): 

(30) Qu^ = Uj^(^\ + Uj^^v^ + Uj^^)\ 



8> 
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(31) e«; = V'^«»! + <<% + V'»8, 

in allen vier Formeln ä; — 1, 2, 3, 4; 

fttr zwei projektive StrMfdder mit den Grandstrahlen p^^\ p^W, 
ft«") und !,;(% _p;(»), p;(8): 

(32) PI,, = p,^'\ + p,(^v, + p/»)»,, • 

(33) pp; =. p^'Wv, + p,'^^v, + p;Wt;,; 

für zwei projektive SiraMbündel mit den Grundstrahlen q^^^\ q^^^^ 
3,(») und &'(»), «;(% j;(»): 

(34) P9* = «?*(^>yi + 3i'*)y, + &<%„ 

(35) 9&'=ff;'%i + «;'^y, + ?;<»'y„ 

in allen vier Formeln ä = 1, 2, 3, 4, 5^ 6. 

Reziproke Felder werden durch die Gleichungen (28) und (33), 
reziproke Bündel durch (30) und (35) dargestellt, beidemal mit: 
(36) yi:y2'y9-Vi:v^:v^. 

§ 69. Projektive Grundgebilde dritter Stufe. 

1. Lineare Verwandtschaft zweier Punkträume. In jedem von 
zwei Räumen 9i und SR' sei ein System von Punktkoordinaten x^ imd 
a;/ (k = 1, 2, 3, 4), bezogen auf ein Koordinatentetraeder E^E^E^E^yE^ 
und E;e;E^EI, E^ eingeführt (Fig. 337; vgl. Fig. 335; 329). 

Alsdann ordnen die linearen 
Gleichungen (vgl. §67,(1)): 

(1) Q<=^h,x, ^ oHo 

1 

jedem Punkte P = a?^ des Raumes 
9i einen bestimmten Punkt P'= x^ 
des Raumes SR' zu. '^ 

Ist die Determinante: 

(2) C=|c„| 

von Null verschieden, entspricht mittels der Auflösungen der Glei- 
chungen (1): 

(3) <r^, = 2<^*Ä' 

1 

auch umgekehrt jedem Punkte V ein Punkt P. 
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§ 69, 2. 



Die Formeln (1) und (3) stellen dann eine lineare Verwandtschaft 
der leiden Bäume dar, bei der ausnahmslos jedem Punkte des einen 
Baumes ein Punkt des andern wechselweise entspricht^^^) 

Wir nennen die lineare Verwandtschaft eine eigentliche^ im Gegen- 
satz zu der durch die Gleichungen (1) bei verschwindender Determi- 
nante C dargestellten singulären linearen Verwandtschaft. . 

2, Entsprechende Ebenen und Strahlen beider Bäume. Sind 
^A> ^k^^\ ^k^\ ^k^^^ irgend vier Punkte des Raumes 9i und a;/, ä;/^^^, 
^k^^\ ^k^^^ ^^® entsprechenden Punkte des andern Raumes, so ist mit 
(1), wenn wir von dem Faktor q absehen, nach dem Multiplikations- 
theorem der Determinanten (Anm. 1, V, 3) nicht nur: 



(4) 



CCp 






/W 



a:/<») 









■C 



sondern auch: 



(5) 



*i 



xp 

4f 



x'h 



=2^. 









rci'») 






x,<'> 






a-3 



aK8) 

*i 



a;,<ä) 



*2 



4« 



wo ÄTjZiäÄJj eine beliebige der Kombinationen 234, 314, 124, 321 
ist und liljfl^ alle diese Kombinationen darcbULuft, und weiter: 






X, 



'(1) 



%h 



%«2 



*l 



af) 

*2 



WO \k^ eine beliebige der Kombinationen 2 3, 31, 12, 14, 24, 34 
ist und Z^Zg ^^® diese durchläuft. 

Aus (4) folgt nach § 58, (23'): 

Bei der linearen Verwandtschaft (1) entspricht jeder Ebene des 
Baumes SR eine Ebene des Baumes W, und zwa/r der Verbindungseibene 
dreier . Punkte x^'^\ x^^\ Xj^^^ die Verbindungsebene der drei entsprechen- 
Punkte Xj^^^\ <(% <(«>. 

Aus (5) folgt nach § 58, (14'): 

Jeder Geraden des Baumes SR entspricht eine Gerade des Baumes 
SR', und zwar der Verbindungslinie zweier Punkte Xj^^^\ Xj^^'^ die Ver- 
bindungslinie der zwei entsprechenden Punkte Xj^^^\ Xj^^^\ 

Zugleich aber gibt (5) die Beziehung zwischen den Koordinaten 
Uj^ und Uj^ der Ebenen x^^^^Xj^^x^^^ und x^'^^^x^'^^^Xj^'^^^ und (6) zwischen 
den Koordinaten pj^ und p^^' der Geraden Xj^^^Xj^^^ und Xj^^'^^Xj^^^ (vgl. 
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§ 69, 3. 383 

§ 58, 7 und 5), nämlich: 

4 6 

(7) Q<=2Cj,,u,, (8) QPk-^'VkiPo . 

1 1 

wo Cjtj und yj^j die ünterdeterminanten dritten und zweiten Grades 
von C sind (vgl. Anm. 1, III, (2); (4)). 

Die Auflösung der Gleichungen (7) und (8) gibt umgekehrt: 

4 6 

(9) öw,= 2*Ch< (10) ^ = 2^"'»"'' 

1 1 

WO r^t/ di® Unterdeterminanten zweiten Grades aus den Cj^j sind (Anm. 

1, in, (12)). 

Die Gleichungen (1), (3); (7), (9); (8), (10) stimmen ihrer Form 
nach mit den Formeln für die Koordiuatentransformation in § 63, (8), 
(9); (12), (11); (19), (20) überein. Wie dort in (19') und (20') 
können die Formeln (8) und (10) auch ersetzt werden durch: 



(80 Q2.'-2r,,q,, (10') 6q,^2 



7kiQk' 



3. Die lineare Verwandtscliaft als projektive Verwandtsohaft. 

Ein Punktfeld mit den Grundpunkten Xj^^^\ Xj^^\ Xj^^ und ein Ebenen- 
bündel mit den Grundebenen w/^), u^^y Uj^^^ im Räume SR können 
nach § 64, 2 durch die Parameterdarstellungen: 

(11) X, = x^^)y, + x^^)y, + x^^y,, (12) u, = u^^)v, + u^^H, + u^^v,, 

Tc = l,2y 3, 4, gegeben werden. 

Setzt man diese bezüglich in (1) und (7) ein und bezeichnet mit 

^k^^\ ^k^^\ ^k^^^ ^^^ %'^^^; '^k^^\ %'^^^ ^i® ^®^ genannten Grundpunkten 
und Grundebenen entsprechenden Elemente des Raumes 9t', so er- 
gibt sich: 

(13) Qx; = v'^yi + ^^'^y, + <^'^J/8, 

(14) ()< = u;^^\ + u^^^\ + up^H,, 

Nach § 68, (28) bis (31) sind aber die Punktfelder (11) und (13), 
sowie die Ebenenbündel (12) und (14) projektiv. 

Ein Strahlfeld mit den Grundstrahlen pj^^\ Pj^^\ Pj^^^ und ein 
Strahlbündel mit den Grundstrahlen q^'^^, qj^^\ q^^^ im Räume SR können 
nach § 64, 3 durch die Parameterdarstellungen: 

(15) ft = Pi'^v, +p^^v, +p^')v„ (16) q, = q^y, + q^^y, + q^'^y,, 
fc = 1, 2, 3, 4, 5, 6 gegeben werden. 
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. Setzt man diese bezüglicli in (8) und (8') ein und bezeichnet mit 
Pk^^\ Pk^^\ Pk^^^ ^^d q^^^\ q^^^\ g^'(*) die den genannten Grundstrahlen 
entsprechenden des Baumes 9i', so ergibt sich: 

(17) QPk-p:''\+Pk''\+Pk^'%. 

(18) P^;=g;^^^2/i+g;^^V3+^;^%. 

.Nach § 68, (32) bis (35) sind aber die Strahlfelder (15) und (17), 
sowie die Strahlbündel (16) und (18) projektiv. 

Bei der linearen Verwcmdtschaft zweier Räume sind entsprechende 
Punktfelder, Strdhlfelder, Ebenenbündel und Strahlbündel projektiv. 

Dasselbe würde sich für entsprechende Fuhktreihen, Ebenenbüschd 
und Strahlbüschel mittels, der Parameterdarstellungen § 64, 4 und 5 
und im Hinblick auf § 66, 5 ergeben. 

4, Beine und multiplizierte kanonisohe Form der Darstellung. 

Da für (74=0 die rechten Seiten der Gleichungen (1), (7) und (8) 
durch eine Koordinatentransformation im Räume 91 nach § 63, (8), 
(12), (19) selbst als Koordinaten eingeführt werden können, die wir 
neuerdings wieder mit Xf^, Uj^y pj^ bezeichnen wollen, so folgt: 

Die eigentliche projektive Verwandtschaft zweier Bäume kann stets 
in der reinen kanonischen Form (vgl. § 67, (12); (13)): 

(19) P<=^ifc, 9<=^*, QPk'-Pk 
dargestellt werden. 

Hierbei entsprechen sich (Fig. 337) die gleichnamigen Ecken E^ 
und Ej^' (Ä= 1,2,3, 4) und die Einheitspunkte E^ und Eq, worauf 
dann zugleich die gleichnamigen Seitenebenen der Koordinatentetra- 
eder und die Einheitsebenen entsprechende Elemente sind. 

Entsprechen sich nur die Ecken E^ und E^', aber nicht die 
Punkte Eq und E^, so erhalten die Gleichungen (1), (7) und (8), in- 
dem für k^l : Cj^i = gesetzt wird, die multiplizierte kanonische Form: 

(20) Q^k-c,,x,, Q<-j^j QPk -- %k,\k,Pi> 

WO kj^k^ die Ä*« Kombination der Reihe 23, 31, 12, 14, 24, 34 ist 

(§59,1). 

5, Bestimmung der projektiven Beziehung. Da zur Bestimmung 
des Koordinatensystems stets fünf Punkte E^y E^, E^y E^, Eq gehören, 
von denen keine vier in einer Ebene liegen (§57,9), so ergibt sich 
aus der kanonischen Form (19) der Satz (vgl. §67,5): 

Die projektive Beziehung zweier Räume ist vollständig bestimmt, 
wenn fünf beliebigen Punkten des einen, von denen keine vier in einer 
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Ebene liegen, fünf beliebige Punkte des andern, von denen keine vier in 
einer Ebene liegen, entsprechend gesetzt werden; 

und zur analytischen Bestimmung der weitere Satz (vgl. § 67, 5) : 

Zwei Räume werden projektiv aufeinander bezogen, indem bei Ein- 
führung eines Systems von Tetraederkoordinaten in jedem von ihnen je 
zwei solche Funkte, Strahlen oder Ebenen beider entsprechend gesetzt 
werden, die gleiche Koordinaten haben. 

6. Beziproke Räume. Wie in § 69, 1 — 5 gleichartige Elemente 
beider Räume, Punkte und Punkte, Ebenen und Ebenen einander ent- 
sprechen, so können auch ungleichartige Elemente, Punkte und Ebenen, 
beider Räume entsprechend gesetzt werden. Man nennt die Verwandt- 
schaft dann Korrelation, Dualität oder Beziprozität zweier Räume. ^.^®) 

Sie ist bestimmt durch die Gleichungen: 

4 

(21) 9<-^ (^ki^v 

1 

die jedem Punkte P = x^ eine Ebene 77 = w/ zuordnen, wobei sieh 
die Punktkoordinaten x^ auf das eine und die Ebenenkoordinaten m/ 
auf das andere Koordinatensystem Fig. 337 beziehen. 

Durch Auflösung der Gleichungen (21) ergibt sich umgekehrt: 

4 

(22) <ya:, = 26H<. 

L 

so daß zunächst je ein Punkt des Raumes SR und eine Ebene des Raumes 
9fi' als ein Paar entsprechende Elemente zusammengehören. 

Nun gelten aber mit (21) wieder die Gleichungen (4), (5), (6), 
nur daß dort links überall u statt x zu setzen ist. Es folgt daher 
auch wie dort: 

Bei der reziproken Verwandtschaft (21) entspricht jeder Ebene des 
Baumes 9t ein Punkt des Baumes 9t', tind zwar der Verbindungsebene 
dreier Punkte Xj^^\ x^^^\ .r^^^^ der Schnittpunkt der drei entsprechenden 
Ebenen V^), u;^^\ <(»). 

Jeder Geraden des Baumes 91 entspricht eine Gerade des Baumes 
91', und zwar der Verbindungslinie zweier Punkte XjP-\ Xj^^^ die Schnitt- 
linie der entsprechenden Ebenen u^!^^\ %'^^^- 

Zugleich folgen, wie dort, zwischen den Koordinaten u^^ und a:/ 
der Ebene Xj^'^^Xj^^^Xj^^^ und des Punktes w/^^^ X m/^^^ X n/^*), sowie 
den Koordinaten pj^ und qj^ der Geraden x^^^Xj^^ und %'(^)xw/f*^ die 
Gleichungen : 

Stande, analyt. Geometrie. 25 
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386 . § 70, 1. 

(23) QX,'=^C„u„ ' (24) 9it'-2'yk,P. 

1 1 

und durch Auflösung: 

4 6 

(25) tfM, = 2«*'</ (26) «^l'; = 2n,?t'- 

1 1 

Das Verhältnis der beiden Baume gestaltet sich daher vollkommen 
reziprok. 

Indem man femer die Parameterdarstellungen (11) und (12) in 
(21) und (23) einsetzt, findet man an Stelle von (13) und (14): 

(27) p< = <(^)2/i + <(^)2/, + u^i^^y,, 

(28) QX,: = Xj;^^h, + <(2)t;, + <(3)t;3, 

womit wie § 68, 5 folgt, daß das Punktfeld (11) und das Ebenen- 
bündel (27) projektiv sind, und allgemein: 

Bei der reziproken Verwandtschaft zweier Bäume sind ein Punkt- 
fdd des einen und ein Ebenenhündd des andern y die sich entsprechen, 
projektiv; ebenso sind ein . Strahlfeld des einen und ein Strahlbündel des 
andern, eine Punktreihe des einen und ein Ebenenbüschd des andern, 
ein Strahlbüschel des einen und ein StrahUmschel des andern, die sich 
entsprechen, jedesmal projektiv» 

Die kanonische Form d^ Gleichungen der reziproken Verwandt- 
schaft lautet (vgl. (19)): 

(29) 9^k-^u 9<=%, QQk-Pk- 



Vin. Kapitel. 

Gleichungen zwischen den Koordinaten. 

§ 70. Gleichungen zwischen den Koordinaten in der Punktreihe, im 
Strahl- und Ebenenbtischel. 

1. Gleichungen mit gemeinen Koordinaten. Bedeutet x die 
gemeine Koordinate eines Punktes auf der Geraden (vgl. § 1, 6) und 
g (x) einen ganze Funktion w*®° Grades von x, so stellt die Gleichung: 

(1)' K^) = o 

eine Gruppe (ein System) von n Punkten (eine Punktgruppe n*®' Ord- 
nung) auf der Geraden dar. Die n Wurzeln x = x^, x^, . ^ ., x^ der 
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Gleichung (1) sind die Koordinaten der n Pimkte der Gruppe.^^) Wie 
jene können diese auch teilweise oder alle zusammenfallen. 
Die Punktgruppe erster Ordnung mit der Gleichung: 

(2) Äx + B^g 

ist der einzelne Punkt (§ 1, 11). 

Bedeutet tgtp die gemeine Koordinate eines Strahles im Strahl- 
büschel (vgl. '§ 2, 11) oder einer" Ebene im Ebenenbüschel (vgl. 
§ 49, 13), so stellt die Gleichung: 
(r) ^(tg9) = 

ebenso eine Gruppe von n Strahlen oder n Ebenen dar. 

2. Imaginäre Punkte, Strahlen und Ebenen. Die Sätze in 
§ 70, 1 sind im Sinne der Algebra allgemein aufgefaßt, indem auch 
komplexe Wurzeln x und tgy der Gleichungen (1) und (1') mit- 
gezählt werden, denen „imaginäre Punkte^^ der Geraden und „iwa- 
ginäre Strahlen oder Ebenen^^ im Büschel entsprechen.*^^) 

Auch die zunächst reell gedachten Koeffizienten der ganzen Funk- 
tion g können schließlich komplexe Werte erhalten. 

3. Übergang auf homogene gemeine Koordinaten, um die 
Punktgruppe (1) in homogenen gemeinen Koordinaten Xy t (vgl. 
§7,1) darzustellen, setzt man in der Gleichung (1) xit für x und 
multipliziert mit t^. Man erhält dann eine Gleichung: 

(3) f{x,t) = 0, 

WO f{Xy() eine homogene ganze Funktion (binäre Form) n^^ Grades 
von X, t ist. 

Umgekehrt wird eine gegebene Gleichung (3) in die Gestalt (1) 
versetzt, indem sie durch t^ dividiert und danach für x : t wieder x 
geschrieben, oder kurz, indem sogleich ^ = 1 gesetzt wird (vgl. § 7, 1). 

Eine gegebene Gleichung (3) ist jedoch umfassender als die ent- 
sprechende Gleichung (1), wenn sie den Faktor t^ {0 <.m -^n) ent- 
hält. Dann wird nämlich (1) nur vom Grade n — m, indem der in 
der Punktgruppe (3) iw-fach enthaltene unendlich ferne Punkt ^ = 
(vgl. § 7, 1) verloren geht. Beispielsweise werden die in der Form (3) 
gegebenen Gleichungen zweiten Grades: 

Ax^ + Bt^ = 0, Axt + Bt^^O 

beim Übergang zur Gestalt (1): 

Ax^ + B=^0, Ax + B=^0, 

die eine wieder vom zweiten, die andere nur vom ersten Grade. 

25* 
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S88 § 70, 4-5. 

4. Gleichungen mit homogenen gemeinen Koordinaten. In 

der in diesem Sinne allgemeineren Auffassung erhalten wir den Satz: 
Bedeutet f{x,t) eine Form n^^^ Grades der homogenen gemeinen 
Koordinaten Xj t auf der Geraden, so stellt die Gleichung: 

(4) fix,t) = 

eine JPunhigruppe n^^ Ordnung auf der Geraden dar. 

Das Entsprechende gilt bei gleicher Bedeutung von f für alle 
homogenen gemeinen Koordinaten in Gruhdgehilden erster Stufe. Es 
ist also: 

(5) fi^',y) = o 

eine Punktgruppe auf der unendlich fernen Geraden bei der Bedeutung 
§ 23, 1 von Xy y*^ 

(6) f{u^v) = oder f{x,y)^0 

eine Strahlengruppe im Strahlbüschel mit endlichem Mittelpunkt bei der 
Bedeutung § 7, 2; § 23, 2; 1 von u, v oder x, y\ 

(7) f(x,t)=^0 oder f{u,s) = 

eine Strahlengruppe im Pardllelstrahlbü^chel bei der Bedeutung § 23, 2 
von X, t oder Uj s (x : t = — s : u)-^ 

(8) fiu,v)^0 

eine Ebenengruppe im Ebenenbüschel mit endlicher Achse bei der Be- 
deutung § 49, 13 von Uf v; 

(9) a^,t) = o 

eine Ebenengruppe im Parallelebenenbüschel bei der Bedeutung § 49, 13 
von X, t 

5. Gleichungen mit Zweiec^koordinaten. Durch die lineare 
Substitution § 7, (14) geht die Gleichung (4) in eine Gleichung 
von derselben Form zwischen den Zweieckskoordinaten x^, x^ über; 
dabei kommt es auf den Faktor 6 in der Substitution nicht an, da 
die Gleichung (4) nur von dem Verhältnis x : t abhängt. 

Bedeutet f{x^y x^) = eine Form n^^ Grades der ZweiecksJcoordi- 
naten x^, x^ auf der Geraden, so stellt die Gleichung: 

(10) f{x„x,) = Q 

eine PunJctgruppe w*®' Ordnung auf der Geraden dar. 
Ebenso ist: 

(11) /•(«x,«,) = 

die Gleichung einer Strahlen- oder Ebenengruppe, je nachdem m^, u^ als 
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Zweiseitskoordinaten im Strahlbüschel (§ 7, 5) oder als Zweiflachs- 
koordinaten im Ebenenbüschel (§ 56, 1) gelten. 

6. Erhaltung der Ordnung bei der Koordinatentransformation. 
Wie schon aus der geometrischen Bedeutung der Ordnung einer Funkt' 
gr tippe als der Anzahl der Punkte der Gruppe hervorgeht, bleibt nach 
§ 8, (17); § 64, (11') der Grad der Gleichungen (10) und (11) bei 
jeder Transformation der Koorditiaten erlmlten. 



§ 71. Gleicliungen zwisclien den Koordinaten in der Ebene und im 

Bändel. 

!• Gleichungen zwischen gemeinen Eoordinaten in der Ebene. 

Der Inbegriff aller Punkte der I Der Inbegiiff aller Geraden der 
Ebene, deren gemeine Koordinaten ' Ebene, deren gemeine Koordinaten 
x, y (vgl. § 10, 2) einer Gleichung ?(, v (vgl. § 19, 1) einer Gleichung 
von der Form: von der Form: 



(1) 



g{x,y) = 



(1') 



g (uj v) = 



genügen, wo g(pc, y) eine ganze | genügen , wo g{u,v) eine ganze 
Funktion w*®^ Grades von x, y be- 1 Funktion w*®^ Grades von u^ v be- 




Fig. 838 a. 

deutet, ist eine Kurve n^^ Ordnung 
(eine Punktreihe oder Linie n*®' 
Ordnung, vgl. Fig. 338 a). 

Die Gleichung (1) heißt die 
Gleichung der Kurve in laufenden 
Punktkoordinaten}^^) 



Fig. 338 b. 

deutet, ist eine Kurve w*®' Klasse 
(ein Strahlbüschel n*®' Ordnung, vgl. 
Fig. 338b). 

Die Gleichung (1') heißt die 
Gleichung der Kurve in laufenden 
Linienkoordinaten}^^) 
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§ 71, 2-3. 



Die Kurve erster Ordnung mit 
der Gleichung (Fig. 339 a): 



Die Ku^e erster Klasse (das 
Strahlbüschel erster Ordnung oder 
Strahlbüschel schlechthin): 



Fig. 389 a. 



(2) Äx + By + C=^0 

(vgl. § 16, (6;) ist die gerade Linie, 




Fig. SS9b. 



(2') Äu + Bv + C = 
(vgl.§19,2)istderPunkt(Pig.339b). 



2. Übergang auf homogene gemeine Koordinaten. Um ,in die 

Gleichung (1) homogene gemeine Koordinaten einzuführen (vgl. § 22, 1), 
setzt man x : t und y : t für x und y und multipliziert alsdann die 
Gleichung mit t\ 

Man erhält so eine Gleichung von der Form: 

(3) f(x,y,t)^0, 

in der f eine homogene ganze Funktion (temäre Form) w*®^ Grades 
von X, y, t ist. 

Dividiert man umgekehrt die Gleichung (3) durch f* und bezeichnet 
dann x : t und y : t mit x und y oder setzt man einfach in (3) ^ == 1, 
so erhält man wieder die Gleichung (1). 

Allerdings wird diese, wenn eine gegebene Gleichung (3) den 
Faktor ^"» (0<m^n) enthält, nur vom (n — m)*^"^ Grade (vgl.§ 70, 3). 
Die gegebene Gleichung (3) ist also dann umfassender als die ent- 
sprechende Gleichung (1), indem sie neben der durch diese dargestellten 
Kurve (n — m)*®' Ordnung noch w-fach die unendlich ferne Gerade 
{t^^ ^ 0) umfaßt (vgl. § 22, (6)). 

Die entsprechende Beziehung besteht zwischen den Gleichungen: 

(10 g(u,v)^0 und (30 f{u,v,s)^0', 

enthält die homogene ganze Funktion f(u, v, s) den Faktor s*" (0< m ^n), 
so geht beim Übergang zu (l^) mit 5=1 der Koordinatenanfangs- 
punkt wfach (5"» = 0) verloren (vgl. § 22, (9)). 

3. Gleichungen zwischen homogenen gemeinen Koordinaten 
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in der Ebene. In der in diesem Sinne allgemeineren Auffassung ver- 
stehen wir nunmehr: 



unter einer Kwrve n^ Ordnung den 
Inbegriff aller Punkte der Ebene, 
deren homogene gemeine Koordinaten 
einer Gleichung von der Form ge- 
nügen: 
(4) fix, y, f) « 0, 



unter einer Kurve n^^ Klasse den 
Inbegriff aller Strahlen der Ebene, 
deren homogene gemeine Koordinaten 
einer Gleichung von der Form ge- 



fiu, V, s) = 0, 



(40 



wo f beiderseits eine homogene ganze Funktion n^^ Graden der drei 
Argumente ist. 



Die Kurve erster Ordnung (vgl. 
§ 22, (2)) hat die Gleichung: 

(5) Äx + By + Ct^ 0. 

Eine Kurve w*®' Ordnung in der 
unendlich fernen Ebene des Baum^es 
wird^ ebenso durch die Gleichimg: 

(6) fix, y,z) = 
dargestellt, wo x, y, z homogene 
gemeine Punktkt)ordinaten in der 
unendlich fernen Ebene sind (vgl. 
§49,3). 



Die Kurve erster Klasse (vgl. 
§ 22, (2')) hat die Gleichung: 
(5') Au^- Bv-^Cs^ 0. 

Eine Kurve w*®' Klasse in der 
unendlich fernen Ebene des Baumes 
wird ebenso durch eine Gleichung: 
(6-) f(u,v,w)^0 

dargestellt, wo u^ v, w homogene 
gemeine Linienkoordinaten in der 
unendlich fernen Ebene sind (vgl. 
§49,4). 



4. Gleichungen zwischen Dreieokskoordinaten in der Ebene. 

Bei Einführung von Dreieckskoordinaten in die Gleichungen (4) und 
(40 ändert sich nach § 28, (4); (10) die Form der letzteren nicht, 
wie auch umgekehrt, so daß wir sagen können: 



Eine Kurve w*®' Ordnung in der 
Ebene ist der Inbegriff aller Punkte, 
deren Dreieckskoordinaten einer Glei- 
chung n^"^ Grades: 
(7) f(^,,x„x,)^0 



Eine Kwrve w*®' Klasse in der 
Ebene ist der Inbegriff aller Strahlen, 
deren Dreieckskoordinaten einer Glei- 
chung n^^^ Grades: 
(7-) /•(«„ u„ «,) = 

genügen. 



genügen. 

Dabei ist f immer eine homogene ganze Punktion (Form) w*®° 
Grades. 

5. Gleichungen zwischen homogenen gemeinen Koordinaten 
im Bündel. Wie in § 71, 3 verstehen wir: 
unter einem Kegel (StraMbüschel) n^^ unter einem Kegel n^ Klasse (Ebe 



Ordnung den Inbegriff aller Strahlen 
des Bündds, deren homogene gemeine 



nenbüschel w*®' Ordnung) den In- 
begriff aller Ebenen des Bündels, 
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§ 71, 6—8. 



Koordinaten (vgl. § 49, 6) einer 
Gleichung n^^ Grades genügen: 



(8) 



f{^y y, ^) = 0. 



deren homogene gemeine Koordinaten 
(vgl. § 49, 6) einer Gleichung n^^ 
Grades genügen: 
(80 /•(«, V, w) = 0. 



Hierbei ist der Mittelpunkt des Bündels im Endlichen angenommen. 
Auf das Bündel mit unendlich fernem Zentrum beziehen sich die ent- 
sprechenden Sätze; 



Ein Zylinder w*®' Ordnung ist 
der Inbegriff aller Strahlen des 
Bündels, deren homogene gemeine 
Koordinaten (vgl. § 49, 11) einer 
Gleichung n^^ Grades genügen: 
(9) f{x, y, t) = 0. 



Ein Zylinder w*®' Klasse ist der 
Inbegriff aller Ebenen des Bündels, 
deren homogene gemeine Koordinaten 
(vgl. § 49, 10) einer Gleichung n^ 
Grades genügen: 
(9') f{u, V, s) = 0. 



6. Gleichungen zwischen Dreiflachskoordinaten im Bündel. 

Nach § 56, 6 behalten die Gleichungen (8) und (8') auch bei Ein- 
führung von Dreiflachskoordinaten ihre Form bei, wie auch* um- 
gekehrt, also: 



Ein Kegd w*®' Ordnung im Bün- 
del ist der Inbegriff aller Strahlen, 
deren Dreiflachshoordinaten (vgl.§ 56, 
(12% (30')) einer Gleichung n^ 
Grades genügen: 
(10) f{x^, x^, x^) = 0. 



Ein Kegel n*®^ Klasse im Bündel 
ist der Inbegriff dller Ebenen, deren 
Dreiflachskoordinaten (vgl. § 56, (12), 
(30)) einer Gleichung n^^ Grades 



(lOO f{u^, u^, «*8) = 0. 



?• Zwei Gleichungen zwischen den Koordinaten. Zicei 
Gleichungen von der Form (1), (4), (6) oder (7), die eine vom Grade m, 
die andere vom Grade w, stellen eine Gruppe von mwPunkten der 
Ebene, die gemeinsamen Punkte {Schnittpunkte) zweier Kurven m^"^ und 
^ter Ordnung (Fig. 338 a) dar; zwei Gleichungen von der Form (Y), 
(4'), (6') oder (7') ebenso eine Gruppe von mw Strahlen der Ebene, 
die gemeinsamen Strahlen zweier Kurven m*®' und n^"" Klasse (Fig. 338b) 
dar.^^^) Dem Fall m=l, w= 1 entspricht der Schnittpunkt zweier 
Geraden (vgl. § 18, 3) und die Verbindungslinie zweier Punkte. 

Im Bündel geben zwei entsprechende Gleichungen eine Gruppe 
von mw Strahlen, die Schnitüinien zweier Kegel m^^ und n^^ Ordnung 
oder eine Gruppe von mw Ebenen, die gemeinsamen Ebenen zweier 
Kegel m^^ und w*®' Klasse. 

8. Perspektive Beziehung zwischen Ebene und Bündel. Durch 
die gleiche Bezeichnung ihrer Koordinaten sind die Punkte x, y, t und 
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Strahlen u, Vy s der a;^-Ebene des Koordinatensystems Oxy0 einerseits 
und die zur -sr-Achse (die hierbei zur xy-^hene nicht senkrecht zu sein 
braucht) parallelen Strahlen und Ebenen andererseits (vgl. § 49, 10 ; 
11); ferner die Punkte x^ y, z und Strahlen w, Vy w der unendlich 
fernen Ebene einerseits und die Strahlen und Ebenen des Bündels am 
Punkt andererseits (vgl. § 53, 6) perspektiv aufeinander bezogen. 
Dasselbe gilt daher bei gleichem f für die Kurve (4), (4') und den 
Zylinder (9), (9'), für die Kurve (6), (6') und den Kegel (8), (8'). 
Man kann diese Beziehung in den Sätzen aussprechen: 

Jeder Zylinder n^^ Ordnung (oder Klasse) schneidet eine Ebene, 
die nicht zu seinen Strahlen parallel ist, in einer Kurve n^^ Ordnung 
(oder Klasse); jeder über einer Kurve n^^ Ordnung (Klasse) errichteter 
Zylinder ist von der n^^ Ordnung (Klasse). 

Jeder Kegel w*®' Ordnung (Klasse) schneidet die unendlich ferne 
Ebene in einer Kurve w*®' Ordnung (Klasse); jeder über einer unend- 
lich fernen Kurve w*®' Ordnung (Klasse) errichtete Kegel ist von der 
n*^"^ Ordnung (Klasse). 

Endlich aber folgt mit Bezug auf (7), (7') und (10), (10') aus 
der Gleichheit der gleichbezeichneten Koordinaten x^, x^^ x^ und Wj, 
«ig, u^ entsprechender Elemente bei perspektiver Lage eines Bündels 
und 'einer Ebene (vgl. § 56, 10) : 

Jeder Kegel m*®' Ordnung (Klasse) schneidet eine Ebene, die nicht 
durch seine Spitze geht, in einer Kurve n^'^ Ordnung (Klasse); jeder 
über einer Kurve w*®' Ordnung (Klasse) errichtete Kegel ist von der 
^ten Of^finfig (Klasse), 

9. Erhaltung der Ordnung und Klasse bei der Transformation 
der Koordinaten. Führt man in die Gleichungen (4), (4') oder (9), 
(9') nach § 23, 3; in die Gleichungen (6), (6^) oder (8)^ (8') nach 
§ 50, 3, in die Gleichungen (7), (7') oder (10), (10^) nach § 30, (15)-, 
(16) und § 64, (9'); (10') neue Koordinaten ein, so wird, da in allen 
Fällen die alten Koordinaten homogene lineare Funktionen der neuen 
sind, der Grad der Gleichungen in diesen derselbe wie in jenen.^^) 

Ordnung und Klasse einer Kurve oder eines Kegels (Zylinders) 
sind von der Wahl des Koordinatensystems, in bezug amf das sie be- 
stimmt werden, unabhängig (vgl. § 70, 6). 

10, Gleichung der gemeinsamen Punkte einer Kurve und 
einer Geraden oder der gemeinsamen Strahlen einer Kurve und 
eines Punktes in gemeinen Koordinaten« In bezug auf dasselbe 
Achsensystem Oxy, auf das sich die Gleichung (4) der Kurve w*®' 
Ordnung bezieht, sei eine beliebige Gerade p^ durch einen Punkt 
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0'= iCo, yQ, 1 und ihre Richtungskosinus o^, b^ gegeben. Jeder Punkt 
der Geraden ist in der Parameterdarstellung § 23, (5) enthalten. 
Soll er auf der Kurve liegen, muß die Bedingung erfüllt sein: 

(11) f(a,x+xj, h,x+yot\ = 0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter x, f (vgl. § 23, 
4) ist dies die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Kurve w*®' 
Ordnung (4) mit der gegebenen Geraden p^ in homogenen gemeinen 
PunktkoordincUen x\ f amf dieser (vgl. § 70, (4)). 

Unmittelbar aus (4) mit ^ = (vgl. § 22, (6)) ergibt sich in: 

(12) fix, y, 0)^0 

die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Kurve w**' Ordnung 
(4) mit der unendlich fernen Geraden in homogenen gemeinen Punkt- 
koordinaten x, y auf dieser (vgl. § 70, (5)). 

Wieder in bezug auf Oxy sei neben der Kurve (4') ein Punkt 
0'= Xq, y^y 1 gegeben. Jeder Strahl durch den Punkt ist in der Para- 
meterdarsteUung § 23, (6) enthalten. Soll er ein Strahl der Kurve 
sein, muß: 
(11') f(u',v',-x,u'-y,v) = 

sein. Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter u, v /vgl. 
§ 23, 6) ist dies die Gleichung der Gruppe der gemeinsamen Strahlen 
der Kurve n*®' Klasse (4') und des gegebenen Punktes Of in homogenen 
gemeinen Strahlenkoordinaten u\ v' in bezug auf das dem StrahUmschel 
des Punktes 0' angehörige mit Oxy parallele System O'x'y' (vgl. § 70, 
(6)). Ebenso erhält man mittels der Parameterdarstellung des Parallel- 
strahlbüschels von der Richtung a^, b^ (§ 23, (7)) in: 
(12') f{a^u\ b,u\ s') = 

die Gleichung der Gruppe derjenigen Strahlen der Kurve w*®' Klasse 
(4'), die einem gegebenen Paralldstrahttmschel angehören in gemeinen 
Strahlenkoordinaten u\ s' im Büschel (vgl. § 70, (7)). 

Die Gleichungen (11), (12) oder (11'), (12') stellen nach § 71, 8 
zugleich die Strahlen eines Zylinders w*®' Ordnung, die in einer 
Ebene des Bündels liegen, oder bezüglich die Ebenen eines Zylinders 
n*®' Klasse dar, die durch einen Strahl des Bündels gehen, dem der 
Zylinder angehört. 

11. Gleichung der gemeinsamen Strahlen eines Kegels und 
einer Ebene oder der gemeinsamen Ebenen eines Kegels und 
eines Strahles in gemeinen Koordinaten. In bezug auf das Achsen- 
system Oxyz im Bündel, auf das sich die Gleichungen (8) und (8') 
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beziehen, sei eine Ebene 77^ durch die Kichtungskosinus a^, h^, c^ und 
a^y fcj, c^ zweier in ihr liegenden rechtwinkligen Achsen x' und y oder 
ein Strahl p^ dadurch gegeben, daß er zu zwei solchen Achsen senk- 
recht steht. Alle in der Ebene U^ liegenden Strahlen oder alle durch 
den Strahl p^ des Bündels gehenden Ebenen sind dann in den Pai-a- 
meterdarstellungen § 50, (19') oder (19) enthalten. 



(13) 



Für die durch den Strahl p^ 
gehenden Ebenen des Kegels (8') 
ist daher: 

Dies ist die Gleichung der Gruppe 
der gemeinsamen Ebenen des Kegels 
n^^ Klasse (8') und des Strahles p^ 
in gemeinen Ebenenkoordinaten u, v 
im Ebmenhüschd (vgl. § 70, (8)). 



Für die in der Ebene U^ liegen- 
den Strahlen des Kegels (8) ist 
daher: 

[ f{a^x + a^y, b^x + 6,y , 

c^x + c^y) = 0. 

Dies ist die Gleichung der Gruppe 
der gemeinsamen Strahlen des Kegels 
n^^ Ordnung (8) und der Ebene U^ 
in gemeinen StraMenkoordinaten x\ y 
im Strahlbüschel (vgl. § 70, (6)). 

Es sind gleichzeitig innerhalb der unendlich fernen Ebene die 
Gleichungen der Gruppe von Punkten, die die Kurve w*®' Ordnung (6) 
mit einer Geraden und der Gruppe von Strahlen, die die Kurve w*®' 
Klasse (6') mit einem Punkte gemein hat. 

12« Glelohnngen der gemeinsamen Elemente in Dreieoks- 
iind Dreiflachskoordinaten. In bezug auf das Koordinatendreieck, 
auf das sich die Gleichungen (7) und (7') beziehen, sei eine Gerade 
Pq durch zwei Punkte Xj^^^ und Xj^^^ oder ein Punkt Pq durch zwei 
Gerade u^'^^ und w/^) (Ä = 1, 2, 3) gegeben. Dann folgt wie in § 71, 10 
unter Benutzung der Parameterdarstellungen § 30, (24), (24'): 

Die Gruppe der Strahlen, die 
die Kwrve n*^' Klasse: 
(T) f{u,, u,, u,) = 

mit dem Schnittpunkt zweier ge- 
gebenen Strahlen UjP-'^ und Uj^^^ ge- 
mein hat, ist durch die Gleichung: 

'f{u,^'\ + u,(')v,, 
(140 u,(')v, + u,^^v,, 

in Zweiseitskoordinaten v^, v^ an dem 
Schnittpunkte dargesteUt (vgl. § 70, 

(11)). 



Die Gruppe der Punkte, die 
die Kurve w*®' Ordnung: 

(7) /*(iZ;i, a?8, a?g) = 

mit der Verbindungslinie zweier ge- 
gebenen Funkte Xj^^^ und Xj^'^^ ge- 
mein Jiutj ist durch die Gleichung: 



(14) 



a^(»)yi + xj-^Vi 



in ZweiecksJcoordinaten y^, y, auf 
der Verbindungslinie dargestellt (vgl. 
§ 70, (10)). 
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§ 71, 13—14. 



Dieselbe Gleichung (14') gibt 
die Gruppe der Ebenen, die der 
Kegel w*®' Klasse (10') mit dem 
Schnittstrahl zweier gegebenen 
Ebenen u^^^ und Uj^^^ gemein hat, 
in Zweiflachskoordinaten v^ , v^ im 
Ebenenbüschel des Schnittstrahles. 



Dieselbe Gleichung (14) gibt 
die Gruppe der Strahlen, die der 
Kegel w*®' Ordnung (10) mit der 
Verbindungsebene zweier gegebenen 
Strahlen ü?/^) und x^^^ gemein hat, 
in Zweiseitskoordinaten y^, y^ im 
Strahlbüschel der Verbindungs- 
ebene (§ 64, 8). ' 

13. Geometrische Bedeutung der Ordnung und Klasse der 
Kurven und Kegel. Da beim Übergang von der Gleichung (7) der 
Kurve n^^ Ordnung in Dreieckskoordinateu x^, x^, x^ zu der Glei- 
chung (14) ihrer Schnittpunkte mit einer Geraden in Zweieckskoordi- 
naten «/i, 2/2, wie bei allen in § 71, 10 bis 12 nach übereinstimmen- 
der Methode ausgeführten Übergängen von drei zu zwei homogenen 
Koordinaten der Grad der Gleichung unverändert bleibt, so folgt 
allgemein :^^^) 



In der Ebene hat eine Kurve 
n^^ Ordnung mit jeder Geraden 
n Punkte gemein. 

Im Bündel hat ein Kegel n^^ 
Ordnung mit jeder Ebene n Strahlen 
gemein. 



In der Ebene hat eine Kurve 
w*®' Klasse mit jedem Punkt n Strah- 
len gemein. 

Im Bündel hat ein Kegel n^^ 
KUisse mit jedem Strahle n Ebenen 
gemein. 



Der Zylinder ist dabei als ein Kegel im Bündel mit unendlich 
fernem Mittelpunkt eingeschlossen. 

Eine Ausnahme von dem ersten Satze tritt nur dann ein, wenn 
eine Gerade der Kurve ganz angehört, die Gleichung (14) besteht 
dann in y^, y^ identisch. Entsprechendes gilt für die anderen Sätze. 

14. Unvollständige Gleichungen für drei homogene Koordi- 
naten in der Ebene. Wenn in der Gleichung (4) y fehlt, so zerfällt 
die linke Seite f{x, t) in n lineare Faktoren von der Form Ax -\- Ct, 
Daraus ergibt sich nach § 16, (16) und entsprechend nach § 19, 5; 
§ 16, (16); § 22, (10); § 29, 3: 



Die Kurve n^^ Ordnung: 

(16) nx,t)=o 

zerfällt in n zur y-Achse parallele 
Gerade, 

Die Kurve w*®' Ordnung: 
(16) f{x,y) = 



Die Kurve w*®' Klasse: 
(15') /•(«,s) = 

zerfäUt in n a/uf der x- Achse liegende 
Punkte, 

Die Kurve w*" Klasse: 
(16') f(u,v)^0 
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zerfällt in n durch den Koordi- zerfäUt in n auf der unendlich fernen 

natenanfang gehende Strahlen. Geraden liegende Punkte, 

Die Kurve w*®' Ordnung: Die Kurve w*®' Klasse: 

(17) /-(a;^, a;,) = (17') /-(j,^, «^) = o 

zerfällt in n durch die Ecke JBg des zerfällt in n auf der Seite e^ des 

Koordinatendreiecks gehende Strahlen. Koordinatendreiecks liegende Punkte. 

Die zwei Gleichungen (vgl. Die zwei Gleichungen (vgl. 

§71,7): i§71, 7): 



(18) f(x„x,) = 0, :r3 = 

geben die Schnittpunkte dieser 
Stralilen mit der Seite Cj. 

15. UnvollBtändige Qleicilungen für drei homogene Koordi- 
naten im Bündel. In gleicher Weise ergeben sich mit Bücksicht auf 
§ 49, 8 und § 56, 10 für das Bündel ((8), (8'); (10), (10')) die Sätze: 



(18') /•(«!, M,)=0, «3=0 

geben die Verbindungslinien dieser 
Punkte mit der Ecke JE^. 



Der Kegel n^^ Ordnung: 

(19) fix,y) = 

zerfällt in n durch die z-Achse 
gehende Bienen. 

Der Kegd w*" Ordnung: 

(20) f{x„x,) = 

zerfällt in n durch die Kante £^ des 
Koordinatendreiflachs gehende Ebe- 



nen. 



Der Kegel w*" Klasse: 
(19') f(u,v) = 

zerfällt in n in der xy-Ebene liegende 
Strahlen. 

Der Kegel n^^ Klasse: 
(20-) /•(«„ u,) - 0. 

zerfällt in n in der Ebene Eg des 
KoordinatendreifUichs liegende Strah- 
len. 



§ 72. Gleicliniigen zwischen den Koordinaten im Räume. 
1. Gleichungen zwischen gemeinen Koordinaten. 



Der Inbegriff aller Punkte des 
Raumes, deren gemeine Koordinaten 
X, y, z (vgl. § 31, 2) einer Gleichung 
von der Form: 

(1) g{x,y,z) = 

genügen, wo g{Xy y, z) eine ganze 
Funktion n^^ Grades von x^ y, z be- 
deutet, ist eine Fläche (ein Punkt- 
feld) w*®' Ordnung, 

Die Gleichung (1) heißt die 



Der Inbegriff aller Ebenen des 
Raumes, deren gemeine Koordinaten 
u, V, w (vgl. § 45, 1) einer Gleichung 
von der Form: 

(!') g(u, v,w)^0 

genügen, wo g {u, v, w) eine ganze 
Funktion n^^ Grades von u, v, w 
bedeutet, ist eine Fläche n^^ Klasse 
(ein Ebenenbündel n*®' Ordnung). 
Die Gleichung (1') heißt die 
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§ 72, 2—3. 



GUichtmg der Fläche in laufenden 
Ebenenkoordinaten}^^) 

Die Fläche erster Klasse (das 
Ebenenbündel erster Ordnung oder 
Ebenenbündel schlechthin): 
(2') Äu + Bv + Cw + D^O 
(vgl. § 45, (5)) ist der Punkt 



Gleichung der Fläche in laufenden 
Funktkoordinaten}^^ 

Die Fläche erster Ordnung mit 
der Gleichung-, 

(2) Ax + By + Gz^D==0 

(vgl. § 40, (6)) ist die Elme. 

2. Gleichungen swisohen homogenen gemeinen oder Tetra- 
ederkoordinaten. In derselben Weise wie in §71, 2 gelangen wir 
zu den Gleichungen der Fläche in homogenen gmneinen Koordinaten. 

(3) fix, y, z,t)^0 (3') /•(«, V, w, s) = 0, 

wo f eine homogene ganze Funktion (Form) n^^ Grades der vier Argu- 
mente ist. 

Von hier aber leiten, wie in § 71, 4, die Formeln § 57, (1), (4), 
(6), (10) zu der Definition über: 



Eine Fläche w*®' Ordnung ist 
der Inbegriff aller Punkte, deren 
Tetraederkoordinaten einer Gleichu/ng 
n^^ Grades: 
(4) f(x^, x^, a?8, x^ = 

genügen. 



Eine Fläche n*®' Klasse ist der 
Inbegriff aller Ebenen^ deren Tetra- 
ederkoordinaten einer Gleichung w*®° 
Grades: 
(4') fiu^yU^,u^, u^)==0 

genügen. 



3. Zwei und drei Gleichungen zwischen den Koordinaten. 



Zwei Gleichungen von der Form 
(1), (3) oder (4), die eine vom 
Grade m, die andere vom Grade n, 
geben in laufenden Punktkoordinaten 
die Baumkurve mn^^ Ordnung, die 
aus den gemeinsamen Punkten 
zweier Flächen m*®' und w*®' Ord- 
nung besteht (Schnittkurve, Durch- 
dringungskurve beider Flächen).^^'') 



Die Baumkurve erster Ordnung 
mit den Gleichungen: 

Ä,x + B^y+C,0 + D,=^O 

Ä,x + B,y + C^0 + D,=^O 

ist die gerade Linie (gerade Punkt- 
reihe; §43,3). 



(5) 



Zwei Gleichungen von der Form 
(1'), (3') oder (4'), die eine vom 
(Jrade m, die andere vom Grade w, 
geben in laufenden Ebenenkoordi- 
naten den Ebenenbüschel mn*^^ Klasse, 
der aus den gemeinsamen Ebenen 
zweier Flächen m*®' und w*®' Klasse 
besteht (gemeinsame Umhüllende, 
umbeschriebene Developpable beider 
Flächen). 

Der Ebenenbuschel erster Klasse 
mit den Gleichungen: 

Ä^u + B^v + C^w + D^^O 
Ä^u + B^v + C^w + A = 

ist die gerade Linie (gerader Ebenen- 
büscheljEbenenbüschel schlechthin). 



(ö') 
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Drei Gleichungen Z*®^, 
Grrades von der Form (1'), (S') oder 
(4') stellen im allgemeinen eine 
Grruppe von Zmw Ebenen des Raumes 
dar, die gemeinsamen Ebenen dreier 
Flächen V^^, m*®' und w*®' Klasse. 

Drei Punkte haben im allgemei- 
nen eine Ebene gemein. 



Drei Gleichungen i*% m*®*^ und 
w*®'' Grades von der Form (1), (3) 
oder (4) stellen im allgemeinen eine 
Gruppe von Imn Purfkten des 
Baumes dar, die gemeinsamen Punkte 
dreier Flächen Z*®', m*®' und n^^ 
Ordnung, 

Drei Ebenen haben im allge- 
meinen einen Punkt gemein (vgl. 
§58,7). 

4. Erhaltung der Ordnung und Blasse bei der Transformation 
der Koordinaten. Führt man in die Gleichungen (3), (3^) nach 
§ 50, (1); (2) und in die Gleichungen (4), (4') nach § 68, (8); (12) 
neue Koordinaten ein, so wird, da in allen Fällen die alten Koordi- 
naten homogene lineare Funktionen der neuen sind, der Grad der 
Gleichungen in diesen derselbe wie in jenen.^^) 

Ordnung und Klasse einer Fläche sind von der Wahl des Ko- 
ordinatensystems, in bezug auf das sie bestimmt werden^ unabhängig 
(Tgl. § 71, 9). 

5. Gleichung der gemeinsamen Funkte einer Fläche und 
einer Ebene oder der gemeinsamen Ebenen einer Fläche und 
eines Punktes. In bezug auf dasselbe Achsensystem Oxy0, auf das 
sich die Gleichung (3) der Fläche n^^ Ordnung bezieht, sei eine be- 
liebige Ebene ITq durch einen Punkt 0'= a?o, i/q, Zq und zwei von ihm 
ausgehende rechtwinklige Achsen x' ^ a^,b^, q und y = a^, \, c^ ge- 
geben. • Jeder Punkt der Ebene ist in der Parameterdarstellung § 50, 
(8) enthalten. Soll er auf der Fläche liegen, muß die Bedingung er- 
füllt sein: 

(6) f{a^x' + a^y + x^t', b^x + hy + y^t', c^ x -^ c^y + z^t^t') = 0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter x, y, t' in 
§ 50, 4 ist dies die Gleichung der Kurve, in der die Fläche n *®' Ord- 
nung (3) von der gegebenen Ebene IIq geschnitten wird, in laufenden 
Punktkoordinaten x\ y, i in bezug auf das in IIq liegende Koordinaten- 
system O'x'y (vgl. § 71, (4)). 

Unmittelbar aus (3) mit t = (vgl. 47, (6)) ergibt sich in: 

(7) f{x,y,z,0) = 

f 

die Gleichung der Kurve, in der die Fläche w*®' Ordnung (3) von der 
unendlich fernen Ebene geschnitten wird, in laufenden Punktkoordinaten 
Xy y, z in dieser (vgl. § 71, (6)). 
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Wieder in bezug auf Oxye sei neben der Fläche (3) ein Punkt 
0' "^ Xqj y^, Zq gegeben. Jede Ebene durch den Punkt ist in der 
Parameterdarstellung § 50, (10) enthalten. Soll sie der Fläche an- 
gehören, muß sein: 
(6') fiu\ Vy w\ - XqU - y^v — z^w) ^ 0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter u' v w in § 50, G 
ist dies die Gleichung des Kegels, den die durch den Punkt O gehenden 
"Ebenen der Fläche w*®' Klasse (3') bilden, in laufenden Ebenenkoordi- 
haten u', v\' w in bezug auf das dem Bündel des Punktes 0' angehörige 
mit Oxyz parallele System O'xy' z (vgl. § 71, (8')). 

Ist ferner ein Ebenenbündel mit unendlich fernem Zentrum durch 
zwei von ausgehende Achsen x' ^ a^^ \, c^ und y ^ a^, b^, c^ ge- 
geben, zu deren Ebene Oxy die Ebenen des Bündels senkrecht sein 
sollen, so erhält man nach § 50, (12) in: 

(7') /*(«!«*' + 0^2 ^'r *1 W' + h'^', (\U +C^ V\ S) = 

die Gleichung des Zylinders, den die dem Ebenenbündel angehörigen 
Ebenen der Fläclie bilden, in laufenden Ehenenkom-dinaten u\ v\ s im 
Bündel in bezug auf das System Oxyz (vgl. § 71, (9')). 

In bezug auf das Koordinatentetraeder, auf das sich die Glei- 
chungen (4) und (4') beziehen, folgt mit Benutzung der Parameter- 
darstellungen § 64, 2 in gleicher Weise: 

Die Kurve, in der die Fläche i Der Kegel, den die Ebenen der 
w*®' Ordnung: ^ Fläche w*®' Klasse: 

(8) f{x^, x^, x^, x;) = f{xj^ = ' (8') f{u^, u^, W3, u^) = f(uj,) = 
von der Verbindungsebene dreier ge- 
gebenen Punkte Xj^'^\ Xj^^\ a;/^) ge- 
schnitten wird, ist durch die Glei- 
chung: 

(9)/-(r,(%+:r,«y, + a.,'«>y3)=0 

in laufenden Dreieckskoordinaten y^, 
y^y 2/3 des Punktes der Verbindungs- 



am Schnittpunkt dreier gegebenen 
Ebenen Uj^^\ up\ Uj^^'^ bilden, ist 
durch die Gleichung: 

in laufenden Dreiflachskoordinafen 
h? ^2? ^8 ^^ Ebene des Bändels 



ebene dargestellt (vgl. § 71, (7)). am Schnittpunkt dargestellt (vgL 

;§7i, (10-)). 

6. Erste geometrische Bedeutung der Ordnung und Klasse 
einer Fläche. Da die Gleichungen (6), (7), (9), sowie (6'), (7'); (9') 
alle von demselben Grade sind, wie die Gleichungen (3), (4), sowie 
(3'), »(4'), so folgt wie § 71, 13:^2«) 

Die Fläche n*®' Ordnung hat Die Fläche n^^ Klasse hat mit 
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mit jeder Ebene eine Kurve »*®' Ord- 
nung gemein. 



jedem Bündel einen Kegel w*" Klasse 
gemein. 



Vorausgesetzt ist hierbei (vgl. 71, 13) nur, daß die Ebene, be- 
züglich das Bündel, nicht gan0 der Fläche angehört. 

Verbindet man dieses Resultat mit § 71, 7, so ergibt sich: 



Die Rcmmkurve mn^' Ordnung 
in § 72, 3 hat mit jeder Ebene 
nin Punkte gemsin. 



Das Ebenenbüschel mn^^ Klasse 
in § 72, 3 hat mit jedem Bündel 
mn Ebenen gemein. 
7. Gleichung der gemeinsamen Fnnkte oder Ebenen einer 
Fläche und einer Geraden. In bezug auf dasselbe Achsensystem 
Oxyz^ auf das sich die Gleichung (3) bezieht, sei eine beliebige Gerade jp^ 
durch einen Punkt 0' = x^, y^, z^ und ihre Richtungskosinus a^,\, q 
gegeben. Jeder Punkt der Geraden ist in der Parameterdarstellung 
§ 50, (14) enthalten; soll er auf der Fläche (3) liegen, muß sein: 

(10) f{a^x' + x^t\ \x' + y,t\ c^x' + z^t\ ^') = 0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter x\ t in § 50, 
10 ist dies die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Fläche 
n*®' Ordnung (3) mit der gegebenen Geraden p^ in gemeinen Koordi- 
naten auf dieser (vgl. § 70, (4)). 

Ebenso ist nach § 50, (15), wenn a^, fe^, q und a^, b^y c^ die 
Richtungskosinus zweier rechtwinkligen, von ausgehenden Achsen 
X und y' sind: 

(11) f{a^x + a^i/, b^x + \y\ c^x + c^y\ 0) = 

die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Fläche (3) mit der 
unendlich fernen Geraden der Ebene Oxy' in gemeinen Koordinaten 
auf dieser Geraden (vgl. § 70, (5)). 

Ist ein rechtwinkliges Achsensystem O'xy z durch die Richtungs- 
kosinus «1, fei, c^ und «2, feg? ^2 der Achsen x und y gegeben, so 
sind alle durch die /-Achse gehenden Ebenen in der Parameter- 
darstellung §50, (16) enthalten. Daher ist: 

(10') /"(a^w' + ag^', biU+b^v, c^u + c^v\ x^'u -\- y^v') = 

mit der dortigen Bedeutung von Uy «;'; Xq, y^ die Gleichung der Gruppe 
von Ebenen, die die Fläche w*®' Klasse (3') mit dem Ebenenhüschel 
der Achse / gemein hat, in gemeinen Koordinaten w', v im Büschel 
(vgl. § 70, (8)). 

Sind »1, fei, q die Stellungskosinus eines Büschels von Parallel- 
ebenen, so ist nach § 50, (17): 
(ir) f{aj, bj, cjy ~a:') = 

Staude, analyt. Oeometrie. 26 
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die Gleichung der Gruppe von Ebenen der Fläche w*^' Klasse (3'), die 
eine gegebene Stellung haben, in gemeinen Koordinaten x, i im Varaüel- 
ebenenbüschel (vgl. § 70, (9)). 

In bezug auf das Eoordinatentetraeder^ auf das sich die Glei- 
chungen (4) und (4^) beziehen, folgt endlich mit Benutzung der Para- 
meterdarstellung § 64, 4: 



Die Gruppe der Punkte, die die 
Fläche w*®' Ordnung: 

(12) f{x^, x^, x^, x^ = /*(«:*)= 

mit der Verbindungslinie zweier ge- 
gebenen Punkte Xj^^\ Xj^'^'^ gemein hat, 
ist durch die Gleichung: 

(13) nx^'->y^ + x^y,) = o 

in Zweieckskoordinaten y^, y^ amf 
der Verbindungslinie dargestellt (vgl. 
§ 70, (10)). 



Die Gruppe der Ebenen, die die 
Fläche n^"^ Klasse: 

{12')f{u„u^,u„u^^f(u,)==^0 

mit der Schnittlinie zweier gegebenen 
Ebenen Uj^'^\ u^^^^ gemein hat, ist 
durch die Gleichung: 

(13') /•(V%i+%('^t?2) = 

in Zweiflaehskoordinateti v^, v^ im 
Ebenenbüschd der Schnitäinie dar- 
gesteUt (vgl. § 70, (11)). 



8. Zweite geometrische Bedeutung der Ordnung und Klasse 
der Piaohe (vgl. § 72, 6). Da die Gleichungen (10), (11), (13) und 
(10'), (11')^ (13^) alle von demselben Grade sind, wie die Gleichungen 
(3), (4) und (3'), (4'), so folgt: 



Die Fläche n^^ Ordnung hat mit 
jeder geraden Punktreihe n Punkte 



Die FläcJie n^^ Klasse hat mit 
jedem geraden Ebenenbüschel n Ebe- 
nen gemein. 

Vorausgesetzt ist hierbei (vgl. § 71, 13) nur, daß die Punktreihe^ 
bezüglich der Ebenenbüschel, nicht ganz der Fläche angehört. 

9« Unvollständige Gleichungen mit drei Funkt- oder Ebenen- 
koordinaten. 



Fehlt in der Gleichung (3) der 
Fläche w*®' Ordnung die Koordi- 
nate Zy so wird die Gleichung reihen- 
weise von solchen Punkten P = x, 
y, z, ^; F = X, y, /, ^, P"= x, y, /', 
^, . . . erfüllt (Fig. 340a), die bei 
wechselnden Werten von z die- 
selben Werte x, y, t haben. Solche 
Punkte aber liegen nach § 31, 4 
alle BMi einer Geraden p, derjenigen, 
die im Strahlbüschel der zur ;?- Achse 



Fehlt in der Gleichung (3^ der 
Fläche w*®' Klasse die Koordinate w^ 
so wird die Gleichung büschelweise 
von solchen Ebenen n^u,^,w,S'^ 
n' = u, V, w, 5; H" = u, V, w", 5; . . . 
erfüllt (Fig. 340 b), die bei wechseln- 
den Werten von w dieselben Werte 
u, V, s haben. Solche Ebenen aber 
gehen nach § 45, 1 alle durch eine 
Gerade p, diejenige, die im Strahl- 
feld aller in der a;y-Ebene liegen- 
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parallelen Strahlen die Koordinaten 
X, y, t im Bündel, und deren Schnitt- 



den Strahlen die Koordinaten u, 
V, s im Felde, und deren Verbin- 



P 



P 

>P' 
>P" 



:y 



Fig. 340 a. 



punkt Pq mit der icy-Ebene in dieser 
die Koordinaten x, «/, t hat (vgl. 
§ 49, 11). 




Fig. 840 b. 



dungsebene 11^ mit dem unendlich 
fernen Punkt der ;8r-Achse im Bün- 
del die Koordinaten u, v, s hat (vgl. 
§49, 10). 

Daher stellt in bezug auf das gemeine Koordinatensystem Oxyz 
die Gleichung: 



(14) f(x,y,t) = 

in laufenden PunJdkoordinaten im 
Baume denselben der;sr-Achse paral- 
lelen Zylinder n*®' Ordnung dar, der 
in laufenden StrahlenJcoordinatm im 
Bündel durch die öleichung § 71, 
(9) und dessen „Leithurv&^ w*®' Ord- 
nung in laufenden Punktlcoordinaten 
in der Ebene durch die Gleichung 
§ 71, (4) dargestellt wird. 

In laufenden Punktkoordinaten 
im Baume wird die Leitkurve w*" 
0wei 



(14') nu,v,s)^0 

in laufenden Ebenenkoordinaten im 
Baume dieselbe in der fl?y-Ebene 
liegende Kurve w*®' Klasse dar, die 
in laufenden Strahlenkoordinaten in 
der Ebene durch die Gleichung § 71, 
(4') und deren „Leitzylinder^^ n*®' 
Klasse in laufenden Ebenenkoordi- 
naten im Bündel durch die Glei- 
chung § 71, (9') dargestellt wird. 
In laufenden Ebenenkoordinaten 
im Baume wird der Leitzylinder 
durch die zwei Glei- w*^' Klasse durch die zwei Glei- 
chungen : chungen : 

(15) f{x,y,t)^0, z = 1(15') f(u,v,s)^0, w^O 

ausgedrückt (§ 47, (18)). ; ausgedrückt (§ 47, (21)). 

Nach demselben Verfahren erhält man nun die folgenden auf das 
gemeine Koordinatensystem Oxyz bezüglichen Sätze: 
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Die Gleichung: 

(16) f{x,y,g)^0 

gibt in laufenden Punktkoordinaten 
im Räume denselben Kegel n*®' Ord- 
nu/ng mit der Spitze 0,^^^) der in 
laufenden Strahlenkoordinaten im 
Bündel durch die Gleichung § 71, 
(8) und dessen „Leitkurve'' n*®' Ord- 
nung in laufenden Punktkoordinaten 
in der unendlich fernen Ebene durch 
die Gleichung § 71, (6) dargestellt 
wird. 

In laufenden Punktkoordinaten 
im Baume wird die Leitkurve w*®' 
Ordnung durch die zwei Glei- 
chungen : 

(17) f(x,y,z)=^0, < = 

ausgedrückt. 

Endlich stellt mit bezug auf das 

(18) f{xi, x^,oo^) = 

in laufenden Punktkoordinaten im 
Baume denselben Kegel w*®' Ord- 
nung mit der Spitze jB^ dar, der 
in laufenden Strahlenkoordinaten im 
Bündel E^^ durch die Gleichung § 71, 
(10) und dessen Leitkurve w*®' Ord- 
nung in laufenden Punktkoordinaten 
in der Ebene E^ durch die Gleichung 
§ 71, (7) dargestellt wird (§ 57, 15). 
In laufenden Punktkoordinaten 
im Baume wird die Leitkurve w*®' 
Ordnung durch die zwei Glei- 
chungen: 

(19) f (^1, ^2, x^) = 0, x^ = (19') /• (u,, W2, u^) = 0, M^ = 
ausgedrückt (§ 57, 16). j ausgedrückt. 

10. Unvollständige Gleichungen mit zwei Funkt- oder Ebenen- 
koordinaten. Enthält die Gleichung der Fläche w*®' Ordnung oder 
w*®' Klasse nur zwei der vier Koordinaten, so zerfällt sie in n in diesen 



(16') f(u,v,w)^0 

gibt in laufenden Ebenenkoordinaten 
im Baume dieselbe unendlich ferne 
Kurve n^^ Klasse, die in laufenden 
Strahlenkoordinaten in der unendlich 
fernen Ebene durch die Gleichung 
§71, (6') und deren y,Leitkegd'' 
M*®' Klasse in laufenden Ebenen- 
koordinaten im Bündel durch die 
Gleichung § 71, (8') dargestellt wird. 

In laufenden Ebenenkoordinaten 
im Baume wird der Leitkegd n^'^ 
Klasse durch die zwei Gleichungen; 

(17') f{u, v,w) = 0, 5 = 

ausgedrückt. 
Koordinatentetraeder die Gleichung: 

(18') /*(Wi, ^2, W8)=0 

in laufenden Ebenenkoordinaten im 
Baume dieselbe Kurve w*®' Klasse 
in der Ebene E^ dar,^^^) die in laufen- 
den Strahlenkoordinaten in der 
Ebene E^ durch die Gleichung § 71, 
(7') und deren Leitkegel n^^ Klasse 
in laufenden Ebenenkoordinaten im 
Bündel E^ durch die Gleichung 
§ 71, (10') dargestellt wird. 

In laufenden Ebenenkoordinaten 
im Baume wird der Leitkegel n^^ 
Klasse durch die zwei Gleichungen: 
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homogene lineare Faktoren (vgl. § 71, 14) und stellt daher nach 
§ 40, 6; § 47, (8); § 58, 3 eine Gruppe von n Ebenen in laufenden 
PunMJcoordinaten oder eine Gruppe von n Punkten in laufenden Ebenen- 
Tcoordinaten dar. Daher gilt in bezug auf das gemeine Koordinaten- 
system Oxye: 



Die Fläche n^^ Ordnung: 
(20) /•(a7,y) = oder f{x,t)=>0 
zerfällt in n Ebenen, die durch die 
Z'Achse gehen oder bezüglich der 
yZ'Ebene parallel sind. 



Die Fläche n^"" Klasse: 
(20'; f(u, v)^0 oder f{u, 5) = 
zerfällt in n Punkte j die auf der 
unendlich fernen Geraden der xy- 
Ebene oder bezüglich auf der x- Achse 
liegen. 
Ebenso gilt in bezug auf das Koordinatentetraeder (vgl. § 57, 
Fig. 303): 



Die Fläche w*®' Ordnung: 
(21) f{x„x,) = 

zerfällt in n Ebenen, die durch die 
Kante £33 gehen. 



Die Fläche w*®' Klasse: 
(21') /•(m8,m») = 

zerfällt in n Punkte j die auf der 
Kante e^^ liegen. 



11. Gleichungen zwischen Linienkoordinaten im Baume. Der 
Inbegriff der <x>^ geraden Linien des Raumes, deren Strahlenkoordi- 
naten (vgl. § 59, 1) der Gleichung: 

(22) fipj) =f{PuP2,Pzj P4.yPf>^ Pß) = 0, 

genügen, wo f eine homogene ganze Funktion n^^ Grades der w Argu- 
mente ist, heißt ein Linienr oder Strahlenkomplex n^^ Grades (§ 60, (12)). 
Erfüllen die Ä^raÄZewkoordinaten einer Geraden die Gleichung (22), 
so erfüllen die J[cÄc<fewkoordinaten nach §59, (7); (8) die Gleichung: 

(22') f{q-j^) =f(q4., q^j qe, ii, &. ffs) = 

und umgekehrt, so daß beide Gleichungen denselben Komplex dar- 
stellen. 

Nach § 63, (19) und (19') ist der Grad des Komplexes vom Ko- 
ordinatensystem unabhängig (vgl. § 72, 4). 

Die 00^ Geraden, die zwei Gleichungen von der Form (22) oder 
(22') genügen, bilden eine Linienkongruenz oder ein Strahlensystem; 
die <x>^ Geraden, die drei Gleichungen von der Form (22) und (22') 
genügen, bilden eine Linienfläche (§ 60, 3). 

12. Gemeinsame Gerade eines Komplexes und eines Strahl- 
feldes oder Strahlbündels. Jeder Strahl eines Strahlfeldes ist in der 
Parameterdarstellung § 64, (2) enthalten. Soll er dem Komplex (22) 
angehören, muß die Bedingung: 
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bestehen. Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter in § 64, 3 
und unter Hinzufügung des dualen Satzes folgt daher: 



Die Strahlen des Komplexes w*®^ 
Grades (22), die einem durch drei 
Strahlen pj^^\ p^^^, pj^^^ gegebenen 
Strahlfeld angehören^ bilden eine 
Kurve n^^ Klasse (Komplexkurve), 
deren Gleichung in laufenden Linien- 
Koordinaten v^^ v^, v^ im Felde in 
bezug auf das Koordinatendreiseit 
P,^'\P,'%P,''> lerntet (%n,a')): 
(23) np,('\+p,^'>v,+p,(^v,)^0. 



Die Stahlen des Komplexes n*®" 
Grades (22'), die einem durch drei 



Strahlen qj^'^\ q^^^\ g^^^^ gegebenen 
Strahlbündel angehören, bilden einen 
Kegd n*®' Ordnung (KomplexTcegd), 
dessen Gleichung in laufenden 
Strahlenkoordinaten y^, y^^ y^ im 
Bündel in bezug auf das DreiJcant 
q,^'\q,^'\q,^'^ lautet {% 11, aO)): 

Hierbei sind j>^ und q^ als Te^oaferkooi-dinaten der Linie ge- 
dacht. In derselben Weise können aber auch, wenn p^^ und q^ ge- 
meine Koordinaten der Linie sind (vgl. § 48, 6), mittels der Parameter- 
darstellungen § 50, 6 ; 7 ; 9 die Gleichungen der Komplexkurve und 
des Komplexkegels erhalten werden.^*^) 

13. Komplexgleiohung des Kegels n^"" Klasse und der ebenen 
Kurve w*®' Ordnung. 



Fehlen in der Gleichung (22) 
des Komplexes die Koordinaten 
P4,y Ps, Pq, so wird die Gleichung 
zunächst erfüllt durch alle Strahlen 
Pi =^^y P2^ 0, jpg = 0, die durch 
die Ecke E^ des Koordinatentetra- 
eders gehen (vgl. § 59, 10), weiter 
aber ebenenweise durch solche 
Strahlen, die bei wechselnden Wer- 
ten von i>4, i>5, i>6 dieselben Ko- 
ordinaten Piy p^, i?3 haben. Solche 
Strahlen liegen nach § 59, 9 und 
§ 56, 10 alle in einer Ebene 77, 
derjenigen, die im Ebenenbündel E^ 
die Dreiflachskoordinaten u^iu^: u^ 

= Pi'P2'P3 liat- 

Daher stellt die Gleichung: 

(24) /-(Pi, p,, p,) = 

in laufenden Strahlenkoordinaten im\in laufenden Ächsenkoordina^ten im 



Fehlen in der Gleichung (22') 
des Komplexes die Koordinaten 
^4, q^j q^, so wird die Gleichung 
zunächst erfüllt durch alle Strahlen 
^1 = 0, 3^2 = 0, ^3 = 0, die in der 
Ebene E4 des Koordinatentetraeders 
liegen (vgl. § 59, 10), weiter aber 
bündelweise durch solche Strahlen, 
die bei wechselnden Werten von 
Qif ^5; ?6 dieselben Koordinaten q^, 
Qij % haben. Solche Strahlen gehen 
nach § 59, 9 und § 56, 10 alle durch 
einen Punkt P, denjenigen, der 
im Punktfeld E4 die Dreieckskoordi- 
naten fl?i : a?2 : iz?3 = g'i : q^} q^ hat. 

Daher stellt die Gleichung: 
(24') f{q„ q„ <?,) = 
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Baume denselben Kegd n^^ Klasse 
mit der Spitze E^ dar, der (vgl. 
§ 71, (10')) in laufenden Ebenen- 
koordinaten im Bündd E^ die Glei- 
chung hat: 
(25) f{u^, 1*2, Wg) = 0. 

Der Gleichung (24) wird durch 
alle die oo^ Strahlen genügt, die 
in irgend einer Ebene des Kegels 
liegen; sie heißt die Komplexglei' 
chung des Kegels n^^ Klasse, 



Baume dieselbe Kurve w*®' Ordnung 
in der Ebene E^ dar, die (vgl. § 71, 
(7)) in laufenden Punktkoordinaten 
in der Ebene E^ die Gleichung hat: 

(25') f{x,, X,, X,) = 0. 

Der Gleichung (24') wird durch 

alle die cx>^ Strahlen genügt, die 

durch irgend einen Punkt der Kurve 

gehen; sie heißt die Komplexglei- 

chung der ebenen Kurve w*" Ord- 

1 nung, 

14. Iiinienflächengleiohungen der Kurve n^' Klasse und des 

Kegels n^' Ordnung. 



Da nach § 59, 10 für einen in 
der Ebene E^ liegenden Strahl 2>4, 
^5, Pq verschwinden und Piip^'-p^ 
= Wi : Wg : Wj die Dreieckskoordinaten 
in der Ebene E^ sind, so folgt mit 
Rücksicht auf § 71, (7'): 

Die vier Gleichungen: 

/*(i>i,2>2,B) = 0, 

2>4 = 0, i>5-0, i)6«0 

stellen in laufenden StraMenkoordi- 
naten im Baume die Kurve w*®' 
Klasse § 71, (7') dar. 



(26) 



Da nach § 59, 10 für einen 
durch die Ecke E^ gehenden Strahl 
^4.7 fe j ^6 verschwinden und g'i : ^2 • & 
=^ x^i x^: Xg die Dreiflachskoordi- 
naten im Bündel E^ sind, so folgt 
mit Rücksicht auf § 71, (10): 
Die vier Gleichungen: 

^4 = 0, ^5 = 0, ^6 = 

stellen in laufenden Achsenkoordi- 
naten im Baume den Kegel w*®' 
Ordnung § 71, (10) da/r. 



(260 



Die vier Gleichungen sind, da eine von den drei letzten wegen 
der Identität § 59, 2 überzählig ist, als die drei Gleichungen einer 
Linienfläche (vgl. § 72, 11) zu betrachten. 



Die Gleichungen (26) werden 
erfüllt durch die oo^ Strahlen 
der Kurve w*®' Klasse (vgl. § 71, 
Fig. 338 b). 



Die Gleichungen (26') werden 
erfüllt durch die <x>^ Strahlen des 
Kegels w*®' Ordnung. 
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Anmerkung 1, 
Determinanten zweiten, dritten nnd vierten Grades. 

I. Die Determinante zweiten Grades und ihre Unterdetermi- 
nanten. 

1. Bezeichnung und Bedeutung der Determinante: 

«11 ^u 

2. Bezeichnung der ünterdeterminanten: 



(1) 



— «11 %2 «12 «21- 



(2) 



(3) 



I Al — «22; ^12 «2 



3. Die Determinante der Unterdeterminanten: 



J.11 Ä^ 

-^21 A 



12 



22 



= A 



4. Entwicklung nach ünterdeterminanten: Wenn Ä = 1 oder 2 und 
Z « 1 oder 2, ist: 



(4) 



I J. für Z = jfe, 

«*! Al + «^2^2 = I Q 



«i*Ai + «2ifcAr 



„ Z=H*. 



5. Verschwinden der Determinante: Wenn J. verschwindet, ist: 

(5) Ai : ^2 =- Ai : ^22, (6) «11 • «12 = «21 ' «22- 

IL Die Determinante dritten Grades und Ihre Unterdetermi- 
nanten. 

1. Bezeichnu/ng und Bedeutung der Determinante: 

(1) ^= I «*ll = I «11«22«83 I = 

= «11 «22 «33 «11 «23 «32 + «12 «23 «31 — «12 «21 «83 

+ «13 «21 «32 «13 «22 «31 



«11 


«IS 


«18 


«21 


«82 


«28 


«Sl 


«S» 


«88 



Digitized by 



Google 



Anm. 1, n. 



409 



2. Bezeichnung der Unterdeterminanten: Die neun Unterdetermi- 
nanten zweiten Grades sind: 



(2) A,,^ ""^^^ ''*^^ 

wo die Indizestripel k.k^k^ und l.lj^l^ unabhängig voneinander je die 
drei geraden Permutationen: 

(3) 1.23, 2.31, 3.12 
durchlaufen, z. B. 



As — 



a, 



28 



a< 



'21 



«38 «i 



81 



^28 



^31 



«82 



*12 



3. Determinanten am Unter determinanten: 



(4) 



(5) 



^ 



-o^i -4i2 -djj 
-^1 -^2 -^! 
Al -^82 



28 



= ^^ 



21h = 



'*ifi 



^1«, 



= J.a, 



£1 



mit der Bedeutung (3) von h.lcik^ und l.l^l^. 

4. Entumklung nach ünterdeterminanten. Wenn ä und Z die Werte 
1, 2 oder 3 haben, ist: 

_ I ^ für Z - A, 

«*lAl + «*2 A2 + ^k3^lS — Iq 



(6) 



«1*-^I + «2*-^2J + ^Zk^Sl -~ \ 



!0 



l + k, 
l^k, 



5. Fer5CÄwwdew der Determinante, Wenn A verschwindet, ist 
nach (5): 

/,,\ ( ^n • -^12 • -^13 "^ -^21 • -^2 • -^8 ^ -^1 • -^82 • -^88^ 

■^11 • -"21 • -^81 ^^ -^12 • -^2 • -^82 ^^ -^18 * "^8 * -^88? 

wenn alle neun Aj^^ verschwinden, ist nach (2): 

I «11 • «12 • «18 ^ «21 • «22 • «28 ^^ «31 ' «32 * «88; 



(8) 



(9) 



I an : ai2 : a 
lau -«21 • «! 



«12 : «! 



22 



6. Verschwinden einer „Matriixf^, 



«82 — «13 • «28 • «88- 

Die Gleichung: 



«11 



*21 



«12 
«22 



*'28 



= 



bedeutet das Verschwinden aller Unterdeterminanten: 



(10) 



^81 



0, ^„ = 0, Aj = 0. 
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III. Die Determinante vierten Grades und ihre Unterdetermi- 
nanten. 

1. Bezeichnung und Bedeutung der Determinante: 



(1) 



^ = I »*J I = I »11«M«»S«44 I = 



Öll 


«1« 


«18 


«14 


<hi 


«2» 


«M 


«»4 


% 


«M 


«88 


«84 


«41 


a„ 


«48 


«44 



^n^B^Si^^ "r ^18 %1 ^88 ^-14 %8 ^22 ^81 ^44 
+ 0^13 «22 0^84 0^41 0^18^22^84^42 "T ^11 %3 ^84 ^42 

— «120^230^340^41 + «12^21 «84^48 — «11«22«84«4S 
+ aii«34«82«48 — «12^24 «31 «48 + «12 «24 «88 «41 " «11 «24 «83 «42 + «18«24«81«42 
— «18«24«32«41 + «14«28«82«41 — «14«28«31«42 + «14«21«88«42 — «14«22«33«41 
+ «14 «22 «81 0^43 — «14«21«82«48- 

Vgl. BaltzeTy Determinanten, 4. Aufl., S. 7 ; JE. Pascal^ Die Deter- 
minanten, deutsch von Leitzmann (Sammlung Teubner, Bd. III), S. 1 — 3. 

2. Bezeichnung der Unterdeterminanten. Die sechszehn Unter- 
determinaten dritten Grades sind: 



(2) 



A,= 



"hh ^*xl. 



Xh 



"^k^k "^Kh "^hh 
«i 1 «I. I «I 



%Ji '^*.I. ^*.'. 

WO die Indizesquadrupel k,\]c^1c^ und l.l^l^l^ unabhängig vonein- 
ander je die vier geraden Permutationen: 

(3) 1.234, 2.314, 3.124, 4.321 

durchlaufen. 

Die sechsunddreißig ünterdeterminanten zweiten Grades sind: 



(4) 



«i. = « 



*i*..«iii 






WO die Indizespaare \lc^ und l^l^ imabliängig roneinander die sechs 

Variationen zweiten Grades: 

(5) 23, 31, 12, 14, 24, 34 

durchlaufen, die wir bezügUch mit den einfachen Nummern: 
(6)' 1, 2, 3, 4, 5, 6 {k,l) 

bezeichnen. Z. B. ist: 

«82 «34 



^25 ~ ^31, 24 "" 



^12 



^14 



Vgl. Baltzery S. 9; 10; Pascal, S. 11—13. 
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(7) 



(8) 



31 



"-11 



*31 



^41 



^12 


A. 


A* 


A, 


^. 


A. 


Ä^, 


^ss 


^84 



= ^»; 



-^42 -^48 



% 



kl ■ 



^*i'i AiZ. A,Z, 



^*.'i 



^*.«, -^*i<. 



^J^^k "^hh ^hh 



^Ä'a 



kl 



mit der Bedeutung (3) von h.\h^h^ und lA^l^l^-^ 



(9) 









^*3^ 



%'* 



^*,J, ^k^l^ 



WO die Indizesquadrupel W.Tc^h^ und \l^,l^l^ unabhängig vonein- 
ander die sechs geraden Permutationen durchlaufen: 

(10) 23.14, 31.24, 12.34, 14.23, 24.31, 34.12. 

Ist \Tc^ die Tc^ und \l^ die l^ Variation der Reihe (5) und bezeichnen 
% und l die komplementären Variationen zu k und l, d. h. enthalten k 
und k je zusammen alle vier Indizes 1,2,3,4, so kann man die 
Formel (9) auch schreiben: 

(11) \i == ^«jfcM 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist, wie in (4): 

(12) A,. = A,^.,,= ^^^ ^^^ 
Es ist also beispielsweise, da nach (5) und (6): 2 = 5, 3 = 6 



Agg = ^«56 oder A31 12 



^«24,34 oder 



^81 



^32 



Al A 



■12 



^Ä 



a.o a^A 



(vgl. Baltzer, S. 58; Pascal y S. 32; 34; einige von den Formeln (11) 
bei Flücker, System (1846), S. 57, Formeln IX). 

Die Determinante sechsten Grades A (über BegrifiF und Bezeichnung 
der Determinanten 5. und 6. Grades vgl. Baltzer, Det. S. 6) aus den 
36 Unterdeterminanten aj^^, die wir durch ihr Diagonalglied, wie in 
(1), bezeichnen, hat den Wert: 

(13) A = I aiia22«88«44^55«66 I = ^^ 

fem er ist, ebenfalls unter Bezeichnung der Determinante durch ihr 
Diagonalglied, die Determinante fünften Grades: 
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wo Äi/TgÄjÄ^Äg.Äß und ?i?2^3^4^5-^6 ^^®^ Permutationeü gleichen Cha- 
rakters (beide gerade oder beide ungerade) der sechs Zahlen (6) und 
Jcq, Zß die komplementären Variationen (5) zu Jc^, l^ sind, z. B. 
*iit2*3*A-*6 =^23456.1, Zi^jZgZJßJg^ 31456.2; jfce==4, Fg^ö. 
Weiter ist die Determinante vierten Grades: 

(15) I «*,i.«*,^«^*.^.«^v* H ^ I «r.7.«a !. 

wo ÄiÄ^jÄjA^.ÄgÄß und lililsh'hh zwei Permutationen gleichen Cha- 
rakters der sechs Zahlen (6) und k^k^ und T^Tq die komplementären 
Variationen (5) zu Jc^\ und l^l^ sind, z.B. ÄiÄ2Ä3Ä4.Ä;5ifcß = 1234.56, 

Endlich ist die Determinante dritten Grades: 

(16) I «*x^«*.^«*.^ I == i V/.^M.«M. N 

WO Wk^.kjcpjc^ und i^i^g^s -'i^s^e ^^^i Permutationen gleichen Cha- 
rakters der sechs Zahlen (6) und lcjc^\ und TJ^T^ die komplemen- 
tären Variationen (6) zu Tcjcpjc^ und ljr,\ sind, z. B. \h^h^'hjc^1c^ = 
156.234, Zi?jZ3.y5Ü6 == 456.321; ^^5*3 = 561, TJö^e = 654; 
vgl. JBaZ^^er, S. 62; 63; Fascal, S. 87—91; Franke, J. f. Math. 61 
(1863), S. 355. 

4. Entwicklung nach Unterdeterminanten, Die Entwicklungen nach 
ünterdeterminanten ersten und dritten Grades sind mit Ä,? = 1,2,3,4: 

^ [A für l^k, ^ f ^ für Z = Ä, 

(17) Z'-^-A.^lo ,, i^T,^ 2r*«".*^-=lo „ ? + Ä, 

die Entwicklungen nach Unterdeterminanten zweiten Grades sind mit 
Ä;,i = 1,2,3,4,5,6: 

(18) 2'"«*»A,».-lo „ Z + Ä, 2r«".*A..= (o „ z + fc, 
oder auch nach (11): 

^-1 ( ^ für Z = Ä, ^ (^ für ? = fc, 

(19) 2^"«*.«,— lo „ ?+fc, 2r«.*«^.= io „ z+Ä, 

Unter den 36 sechsgliedrigen Formeln jeder der beiden Gruppen (19) 
finden sich sechs solche vor, die sich wegen paarweise gleicher Glieder 
auf dreigliedrige reduzieren, nämlich für A; = 1,2,3,4,5,6: 
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(20) 



tf 



Vgl. J5aZ^er, S. 13; 29; 30; Pascal, S. 17—19. 

5. Verschwinden der Determinante, Wenn A verschwindet, ver- 
schwinden nach (9) alle aus den Aj^^ gebildeten Determinanten zweiten 
Grades^ so daß: 



(21) 






= 0, 



WO Tc^y Tc^ und l^, l^ je zwei verschiedene der Zahlen 1, 2, 3, 4 sind 
(vgl. BaUzer, S. 20). 

Wenn alle Aj^^ verschwinden, verschwinden alle aus den a^^^ ge- 
bildeten Determinanten zweiten Grades, so daß: 



(22) 



%». 



%J. 



= 0, 



WO Tc^, li^ und l^, ?2 je zwei verschiedene der Zahlen 1,2,3,4,5,6 
sind (vgl. G. Frobenius, J. f. Math. 82 (1877), S. 240). 

Wenn alle a^, versdimnden, so verschwinden nach (4) alle aus 
den a^,, gebildeten Unterdeterminanten zweiten Grades, so daß: 



(23) 



%^ 



%«. 



= 0, 



WO \, \ und l^, ?2 je zwei verschiedene der Zahlen 1,2,3,4 sind. 
6. Verschwinden einer „Matrix^^. Die Gleichungen: 



(24) 



%1 »22 ^28 %4 



^31 



^32 



^83 



^84 



= 0; 



(25) 



«11 

0^21 
0^81 



«12 «18 «14 



^82 



*23 



*83 



*24 



^84 







bedeuten das Verschwinden aller Unterdeterminanten beziehungsweise: 
(26) «., = (i = 1,2,3,4,5,6); (27) A,, = (i = 1, 2, 3, 4). 

lY. Allgemeine Sätze über Determinanten beliebigen Grades. 

1. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn Zeilen 
(Horizontal-) und Kolonnen (Vertikalreihen) miteinander vertauscht 
werden {Baltzer, S. 7; Pascal, S. 5). 

2. Eine Determinante ändert ihr Vorzeichen, wenn in ihr zwei 
parallele Reihen vertauscht werden (Baltzer, S. 8; Pascal, S. 6). 

3. Eine Determinante verschwindet, wenn die entsprechenden 
Elemente zweier Reihen einander gleich sind (Baltzer, S. 8; Pascal, S. 7). 

4. Eine Determinante ändert sich nicht, wenn zu den Elementen 
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einer Reihe die mit demselben Faktor multiplizierten Elemente einer 
parallelen Reihe addiert werden {BaUzer^ S. 18; Fdscaly S. 9). 

5. Um eine Determinante mit einem Faktor zu multiplizieren^ 
hat man alle Elemente einer Reihe, mit ihm zu multiplizieren-, einen 
gemeinschaftlichen Faktor aller Elemente einer Reihe kann man Yor 
die Determinante setzen {BalU&r, S. 15; Pascal^ S. 7). 

6. Eine Determinante ist symmetrisch, wenn a^^, = a^j^] für sie ist 
Ä,, - Ä,, (vgl. I, II, m, (2)), femer «,, « «,, (vgl. EI, (4)) {Bdtzer, 
S. 17; Pascal, S. 66). 

7. Eine Determinante ist schief, wenn a^, =» — a^j^, a^^ = 0. Eine 
schiefe Determinante von ungeradem Grade verschwindet. Für eine 
schiefe Determinante von geradem Grade n ist für die XJnterdetermi- 
nanten (n — 1)^^ Grades: Ä^j = — Ä^^, Ä^^j^ = 0; verschwindet die De- 
terminante, so verschwinden stets auch alle ihre Unterdeterminanten. 
Äj^^ {Baltzer, S. 17; 42; Pascal, S. 56). 

y. Das Miiltiplikationstheorem der Determinanten. 
1. Determinanten zweiten Gerades. Für: 

/jN Kl = »11 ^1 + «12 *12 ; <12 = %1 *21 + «12 ^22 ; 

1^21 "^ «21 ^Jl I «22^12> ^2 ^^ «21^21 "r «22^22 

ist: 
(2) 



<hl 


c« 




«11 


«18 




hl 


6« 


Cn 


<hi 




«M 


«M 




h«. 


b„ 



2. Determinanten dritten Grades, Ist für ä = 1, 2, 3; ? == 1, 2, 3: 



(1). 

so ist: 



(2) 



C*J = «itl^l + «M^ü + «tS^8) 



Cll 

^«1 



und zugleich: 



W2 
<^22 
^2 



^13 
^23 
^3 



^21 



«12 
«22 
«32 



'*'23 



^88 



I&, 



31 



^12 



^32 



(3) 



%Ji 



%«, 



%Jl %«. 



_[«i,8 «M 




«». 


2 &I.« 


+ 


%i «liS 




*J.2 Ks 




+ 


«*,1 «*i2 




\l ^2 




«*.! « 


*. 


» 




K^ 


^«1 



^ifc,3 



*k^B 



^^13 



^^23 



^33 



%1 



^hS 



^^\ 



\B %1 I 



wo k^k^^ I1I2 unabhängig voneinander die Kombinationen 2 3, 31, 12 
durchlaufen (Anm. 1, II, (2)). 

3. Determinanten vierten Grades. Wenn für ä = 1,2, 3, 4; 
? = 1,2, 3,4: 

(1) (^kl-S'^'^rn^lrn 
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gesetzt wird; so ist: 



(2) 



(3) 



^31 ^82 



''il 



^42 



c« 


Cu 




Cu 


Ci4. 





Ca 


Cit 




c« 


Cu 





^11 



^12 ^18 ^4 



0^21 «22 «23 



^24 



*81 



«82 «38 «I 



'84 



a. 



^42 



a. 



'43 



a^ 



'^ll 



^^21 



^^81 









^k^h %«i ^*b«i 



* 

= 2^, 



1*71,911, 



«*,m, «*,m, «i 
«*j»ii «i^ni. 



*» »»1 *■» m^ kt »»1 






^12 



1^22 



^82 






^^18 



^14 
&24 
^4 
642 ^48 ^44 

'l»»l flW»» fl»»3 



''28 



^83 






WO m^m^m^ über die Wertetripel 234, 314, 124, 321 läuft; 

6 



(4) 



''*i'i %«« 



: e, 



%h 



"-Kk 



ymi m^ 



%mx 



a. 



'*i»ni 



a. 



'*»*»! *»»»« 



\mi ^fim. 



«i»»i 



\m,\' 



WO w^mg über die Wertepaare 23, 31, 12, 14, 24, 34 läuft (Baltzer^ 
S. 16; Fascal, S. 21—30). 



Anmerkung 2. 
Systeme von zwei, drei und vier linearen Oleicliuiigen. 

I. Zwei lineare Gleichungen (Bezeichnung nach Anm. 1, 1). 
1. GUichungm zwischen zwei mal zwei Veränderlichen. Aus den 
Gleichungen: 

[Vi = «11^1 + «12^2^ 



(1) 



Vi = «21^1 + «22^2; 



in denen a^^, a^^y a^^, a^^ vier Konstanten, x^^ x^ und y^, y^ aber ver- 
änderliche (oder konstante) Gbößen sind, folgt nach Anm. 1, 1, (4) un- 
bedingt: 

'^Ax^^A^^y^ + ^2^2- 



(2) 



Alsdann ist zu unterscheiden: 

Wenn J. =4= 0, sind durch die Gleichungen (2) (die Auflösungen 
von (1)) x^, x^ als Funktionen von y^, y^ bestimmt. Die Rückkehr 
von (2) zu (1) beruht auf Anm. 1, 1, (3); (2). 

Wenn J. = 0, sind nach (2) die linearen Funktionen (1) vonein- 
ander abhängig in der Weise, daß identisch in x^, x^i 

-= ^nt/i + ^21^2; 

+ ^2^2; 



(3) 



10 = ^12^1 
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und ist mittels (1) nur mehr eine der Größen x^, x^ durch die andere 
und durch eine der Größen y^, y^ bestimmt; z. B. wenn a^ =(= ist, 
x^ durch x^y y^. 

2. Gleichungen zwischen den Verhältnissen von zwei mal zwei Ver- 
änderlichen. Ist mit einem unbestimmten Proportionalitätsfaktor g: 

so ist nach (2) für Ä=^0 wieder mit einem Proportionalitätsfaktor: 

(5) * = 7 

umgekehrt: 

U^2 = A2yi + ^2^2- 

3. Homogene Gleichungen mit zwei Veränderlichen. Aus den beiden 
Gleichungen: 

.rj. (a^tX^ + a^^x^^O, 

Xa^iXj^ + a^^oo^ =« 

folgt nach (2), wenn J. + 0? daß Xj^ und x^ beide Null sind; wenn x^ 
und X2 nicht beide Null sind, daß J. = 0. In diesem Falle ist (vgl. 
Anm. 1, 1, (5)): 
(8) x^ : X2 = ^11 : -4^2 = Ä^i : Ä^^- 

n. Drei lineare Gleichungen (Bezeichnung nach Anm. 1, 11). 
1. Gleichungen zwischen zwei mal drei Veränderlichen. Aus den 
Gleichungen: 

12/1 ==«11^1 +0^12^2 + 0^18^3; 

(1) 2/2 = ^21^1 + %2^2 + 0^23^8; 
ly» = ^Zi^l + 0^32^2 + %3^3; 

in denen die Koeffizienten a^^j (Je, Z = 1, 2, 3) neun Konstanten, x^ und 
j/^ aber veränderliche (oder konstante) Größen bedeuten, folgt nach 
Anm. 1, II, (6) unbedingt: 

Ax^ = AiJ/i + Aiy2 + AiV^y 

(2) - Ax^ = ^12^1 + ^22/2 + ^322/3; 

\Ax^ = A^^y^ + Jiggi/g + ^33^3; 
und femer: 

-^12^3^-^13^2~^8iy2"~^2iy3 ? -^2^3 -^3^2 ^^11^3 ^3l2/l } -^82^3 -^8S^2^^^2iyi ^l^ä • 
-^13^1 -^11^8 "^32^2 "^22^3 J -^8^1 A^l^^T^^nVz ^32^1 7 -^8^1 -^81^3'^^22yi ^12% ' 

l ^iia;2— ^laa^i^-öfssyg— «28^3; ^21^2" ^22^i=«i3y3— «88^1 ; A^^x^—A^^x^^o^^^—a^^^ . 
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Alsdann ist zu unterscheiden: 

Wenn J. + 0, sind durch (2) x^, x^, x^ als Punktionen von y^, 
Vij Vs hestimmt; die Rückkehr von (2) zu (1) beruht auf Anm. 1, 
n,(4);(5). 

Wenn J. = 0, aber nicht alle A^^ verschwinden^ sind nach (2) 
die linearen Punktionen (1) voneinander abhängig in der Weise, daß 
identisch in x^, x^y x^ (vgl. Anm. 1, II, (7)): 

(4) = ^122/1 + ^2^2 + ^32^3. 
= J-tgt/i + ^3^2 + ^33^8? 

und sind mittels (3) nur mehr zwei von den drei Größen x^, x^y x^ 
durch die dritte und zwei der Größen y^, y^, 2/3 bestimmt; z. B. wenn 
^11 + ist, X2 und x^ durch x^y y^y y^. 

Wenn alle Äj^j, aber nicht alle a^, verschwinden, sind nach (3) 
die linearen Funktionen (1) voneinander abhängig in der Weise, daß 
identisch in x^y x^, x^ (vgl. Anm. 1, II, (8)): 

(5) O^a^j^y^-a^j^y^y ^ a^j,y^- a^^y,, ^ a^^y^- a^^y^y 

A = 1, 2, 3, und ist durch (1) nur mehr eine der Größen x^y x^y x^ 
durch die beiden andern und eine der Größen y^, yg? y$ bestimmt; 
z. B. wenn a^^ =4= 0, x^ durch x^y x^, y^, 

2. Gleichungen zwischen den Verhältnissen von zwei mal drei Ver- 
änderlichen. Ist mit einem unbestimmten Proportionalitätsfaktor q: 

QVl = Ö^U^l + «12^2 + ^1B^37 

(6) PJ/2 = 0^21^1 + «22^2 + 0^28^3? 
QVs = «81^1 + 0^32^2 + 0^33^3? 

SO ist nach (2) für Ä=^0 wieder mit einem Proportionalitätsfaktor: 



(7) 
umgekehrt: 

(8) 



Ä 



6x^ ='^1^1 + ^212/2 + AiVs, 
6X2 = A^^y^ + ^222/2 + ^322/3; 

aX^ = ^8^1 + ^8^2 + -^88^8 • 



3. Homogene Gleichungen mit drei Veränderlichen. Aus den drei 
Gleichungen: 

(9) a^^x^ + »22^2 + «23:^3 = 0, 

' 0^31^1 +»82^2 + «33^8 = 
Staude, analyt. Geometrie. 27 ^<--> t 
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folgt nach (2), wenn J. =+= 0, daß rr^, x^^ x^ alle drei Null sind; wenn 
^i; ^2^ ^3 Glicht alle drei Null sind, daß ^ « 0. 

Wenn J. == 0, aber nicht alle A^^ verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (9) die beiden Verhältnisse der Größen x^^ x^^ x^y und 
zwar ist nach (3) mit t/i =* 2/2 ^ ^s == ^ (vgl. Anm. 1, II, (7)): • 

(10) x^: X2 : x^ = -4-11 : -^u : A^^ = A21 : -4.22 • -^23 '^ -^si • ^^^32 • -^33* 
Wenn alle Aj^j, aber nicht alle a^^^ verschwinden, bestimmen die 

Gleichungen (9) nur mehr eine der beiden Größen x^j x^y x^ durch 

die andern; z. B. wenn a^j +0 ist, x^ durch x^ und x^. 

Als Sonderfall von (10) ergibt sich, wenn in (9) »31= «32=^33 = ^ 

ist: Die Auflösungen der zwei Gleichungen: 

.jj>. |aiia;i + 042^2 + «13^8 = 0, 

sind, falls J.gi, ^432, A^^ nicht alle verschwinden (vgl. Anm. 1, II, (2)): 



«12 


«18 


• 


«1» 


«U . 


«11 


«1» 


«S2 


«Ü8 




«23 


«21 


«21 


«22 



(12) x^: x^i x^ — -A31 : A^^ • -^33 — 



in. Vier lineare Gleichungen (Bezeichnung nach Anm. 1, III). 
1. Gleichungen zwischen zwei mal vier Veränderlichen. Aus den 
Gleichungen: 

2/1 = ^11^1 + «12^2 + %3^3 + «14^4» 
^2 "^ 0^21 iJ^x + 0^22^2 "T" ^23*^3 "T ^24*^4? 
2/3 ^^ ^31^1 H" ^32*^2 "t" ^83 •'^S "1" ^34^4? 
.V4 = ör^^l + 0^42^2 + ^43^3 + «^44 ^4? 

in denen die Koeffizienten a^^^ (Je, Z = 1, 2, 3, 4) sechszehn Konstanten^ 
x^ und yj^ aber veränderliche (oder konstante) Größen sind, folgt nach 
Anm. 1, III, (17) unbediagt: 

AX^ = ^iiJ/i + ^2l2/2 + AlVfi + ^4l2/4; 



(1) 



(2) 



femer: 



AXi = A^^y^ + A^^y^ + A^^y^ + A^y^^ 



(3) 



^-^12 -^3 
-^13 ^'l 
-^11^2 



-^13^2 — 
^11^3 ^^ 



«642/2 — «542/3 + «14^4? 
«652/2 - «552/3 + «152/4? 

- ^igiTi = «662/2 — «562/3 + «162/4> 

- Ji^^i = 0^61^2 - «5l2/3 + «ll2/4? 
^2^4 - A4^2 == - «622/2 + «522/3 " «122/4? 
-^13^4 """ ^14^3 ^ «632/2 «532/3 + «132/4? 
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und drei entsprechende Formelsysteme mit y^, y^, y^; y^, y^, y^; y^^ 
Vsf Vs ^^f ^^^ rechten Seite; endlich: 

^18^2 ^12^3 ~i~ '^U^A ^^ ^212/3 ^312/27 

0^11^3 — «13^1 + «15^4 =* ^22^3 " ^32^2? 
«12^1 — «11^2 + «^16^4 = 0^232/8 — 0^332/2? 
^14^1 ^15^2 ^16^3 '^ ^24 ys ^34^2 

und fünf entsprechende Formelsysteme mit t/g, y^; j/^, yg? Vu 2/4 5 2/2? 2/4? 
^3, y^ auf der rechten Seite. 

Alsdann ist zu unterscheiden: 

Wenn Ä=^Oj sind durch (2) x^, x^j x^^ x^ als Funktionen von 
yi, yg, yg, y4 bestimmt; die Rückkehr von (2) zu (1) beruht auf 
Anm. l,in,(7);(8). 

Wenn J. = 0, aber nicht alle A^^ verschwinden, sind nach (2) 
die linearen Funktioneu (1) voneinander abhängig in der Weise, daß 
identisch in x^^ x^y x^, x^ (vgl. Anm. 1,111,(21)): 

Al2/l + ^2l2/2 + ^3l2/3 + ^4l2/4 = 0, 

A22/1 + ^222/2 + ^22/3 + ^422/4 == 0, 

^i82/i + ^32/2 + ^332/3 + ^432/4 = 0, 

Ui^yi + ^g^yg + ^.yg + ^^^y^ = 0, 

und sind mittels (3) nur mehr drei von den Größen x^^ x^, x^y x^ 
durch die vierte und drei der Größen yi, yg, yg, y^ bestimmt; z. B. 
wenn A^^ + ist, x^, x^, x^ durch x^, yg, yg, y^'. 

Wenn alle J.;^,, aber nicht alle a^^t verschwinden, sind nach (3) 
die linearen Funktionen (1) in der Weise voneinander abhängig, daß 
identisch in x-^^, rTg, x^, x^ die 24 Gleichungen bestehen: 

/gx j «^642/2 - «542/3 + «142/4 = 0, 

U652/2 - «552/3 + «152/4 = 0, usw., 

und sind mittels (4) nur mehr zwei von den Größen x^, iCg, x^, x^ 
durch die beiden andern und zwei der Größen y^, yg, yg, y^ bestimmt; 
z. B. wenn a^^ 4= ist, x^, x^ durch x^, x^, yg, yg. 

Wenn alle aj^^, aber nicht alle %j verschwinden, sind nach (4) 
die linearen Funktionen (1) in der Weise voneinander abhängig, daß 
identisch in iCi, x^, x^, x^ die 24 Gleichungen bestehen: 
/^x 10^21^3 -«3i2/2 = 0, 

1 «222/3 — 0^822/2 = 0, usw., 

und ist durch (1) nur mehr eine der Größen x^, x^, x^y x^ durch die 

27* 
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anderen und eine der Größen j/^, y^, yj, y^ bestimmt; z.B. wenia a^ + O 
ist, x^ durch x^, x^y x^, y^, 

2. Gleichungen zwischen den Verhältnissen von zwei mal vier Ver- 
änderlichen. Ist mit einem unbestimmten Proportionalitätsfaktor p: 

QVl == «11^1 + 0^12^2 + ^18^3 + 0^14^4? 
QV^ = 0^21^1 + 0^22^2 + 0^23^3 + «^24^41 
QVz '^^ ^81^1 + 0^32^2 + «83^3 + ^34^4? 
QVa. =* ^41^1 + ^42^2 + 0^43^3 + ^^44 ^47 

SO ist nach (2) für A^O wieder mit einem Proportionalitätsfaktor: 

9 



(8) 



(9) 
umgekehrt: 



(10) 



ox. 






6X, 



\<ix„ = A^^y^ + A^^y^ + A^y^ + A^^y^. 
3. Homogene Gleichungen mit vier Veränderlichen. Aus den vier 



Gleichungen: 



(11) 



«11^1 + «12^2 + ^18^3 + ^14^4 = 0, 
0^21^1 I 0^22^2 "T ^23 •^3 ' ^24*^4 ^== ^; 
0^31^1 + 0^82^2 + 0^83^3 + öf'84^4 = ^7 



^«41^1 + «42^2 + «48^3 + ^^44^4 = ^ 

folgt nach (2), wenn J. + 0, daß x^, x^y x^, x^ alle vier Null» sind; 
wenn x^, x^, x^, x^ nicht alle vier Null sind, daß J. = 0. 

Wenn J. = 0, aber nicht alle Aj^^ verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (11) die drei Verhältnisse der Größen x^y x^, x^, x^, und 



(12) {^-^^ 



y, = (vgl. Anm. 1, HI, (21)): 
-0-14 = A21 : -4-22 



' -^34 •— ^41 



^42 



-^23 • -^24 
^43 • -^44- 



zwar ist nach (3) mit J/i = 2/2 =^ 2/8 ^ 
: iTg : rr^ =» A^^ : A^^ • A3 
== -4.81 : A^2 ' -^38 

Wenn alle Aj^^, aber nicht alle a^^ verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (11) nach (4) mit J^i = 2/2 ^ ^3 == !/4 === ^ ^^^ mehr zwei 
von den vier Größen x^y x^, x^y x^ durch die zwei andern; z. B. wenn 
^11 + ^^^y ^2 ^^^ ^3 durch x^ und äj^. 

Wenn alle a^,, aber nicht alle a^^, verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (11) nur mehr eine der vier Größen x^y x^y x^y x^ durch 
die drei andern; z. B. wenn a^^ +0 ist, x^ durch x^y x^y x^. 

Als Sonderfall von (12) ergibt sich, wenn in (11) a^^^ a^^ 
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«^ = a^^ = ist: Die Auflösungen der drei Gleichungen: 

(13) I «21^1 + «22^2 + «23^8 + ^^24^4 ^ 0, 

1^81*^1 I %2*^2 I ^88*^8 "T ^84*^4 ^^ ^ 



sind^ falls A^^ A^j A, 
in, (2)): 



48? -^44 



nicht alle verschwinden (vgl. Anm. 1, 



(14) 



' ^2 • "^S • *^4 — -^41 • -^42 • -^48 * "^4 



^22 



••'IS 



*28 



*83 



^24 



^84 



«1, 



''ll 



0^99 do- 



^14 



>«'24 



''88 



^81 % 



^12 



«21 ö« 



*81 



'22 



^82 



^14 



^24 



^84 



öis 


«12 


«2« 


«2S 


«83 


«32 



^31 



(vgl. ZU Anm. 2 J?aZ<;^er, S. 64 ff.; Pascal, S. 197 ff.) 

3) Über den Begriff der Strecke §1,1*) und des Winkels §2,1 vgl. 
B. Baltzer, Die Elemente**) der Mathematik 2, 6. Aufl. (1878), S. 4; 6; 7; 
J. Tropf ke, Geschichte der Elementarmathematik 2 (1903), S. 21; M. Pasch, Vor- 
lesungen über neuere Geometrie (1882), S. 4; W. Killing, Einführung in die 
Grwndlagen der Geometrie 1 (1893), S. 5; D. Hilbert, Grwndlagen der Geometrie, 
2. Aufl. 1903, S. 4; 8. 

4) Über den Begriff der absoluten Größe einer Strecke §1,2 und eines 
Winkels §2,2 vgl. 0. Stolz u. J. A. Gmeiner, Theoretische Arithmetik (Samm- 
lung Teubner, Bd. IV), S. 107; 109. 

5) Die Benennung positiv und negativ, bezüglich das Vorzeichen -\- und — , 
wird gebraucht in der Geraden §1,3 für den zweifachen Durchlaufungssvnn ; 
im Strahlbüschel § 2, 8 und in der Ebene § 11, 1 für den zweifachen Drehimgs- 
sinn; im Räume § 32, 7 für den zweifachen Schraubensinn. Dieses Prinzip der 
Zeichen ist zuerst von A. F. Moebius seit 1827 (vgl. Werke 2, S. 246) überall 
durchgeführt worden (vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 104). Den Sinn eines Gebildes 
erster Stufe definiert G. K. Gh. v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage (1865), 
S. 29 durch die Aufeinanderfolge von drei Elementen, vgl. § 6, 9. 

6) Das Symbol AB ist sowohl im weiteren Sinne für den Gesamtbegriff 
der Strecke §1,1 als auch im engeren Sinne für die relative Länge §1,4 
gebraucht. 

Der relativen Länge einer Strecke §1,4 entspricht der relative Flächen- 
inhalt eines Dreiecks § 16, 1 und der relative Bauminhalt eines Tetraeders § 39, 1. 
Diese Begriffe sind von Moebius, Barycentrischer Calcul (1827), Werke 1, S. 25; 
40; 41; Statik (1837), Werke 3, S. 87 eingeführt (vgl. Baltzer, Elemente 2, S.46; 
104; 208; Analytische Geometrie (1882), S. 3; 35; 373). 

Über die genauere Feststellung des Begriffes der relativen Größe vgl. Stolz- 
Gmeiner, Arithmetik, S. 117 — 119. 

*) In den Anmerkungen beziehen sich alle Angaben von Paragraphen auf 
das vorliegende Buch, alle Angaben von Seitenzahlen auf die jedesmal genannten 
Quellenschriften. 

**) Die kursiv gedruckten Worte dienen weiterhin als Abkürzung für den 
vollen Titel. 
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7} Die Änderimg der Vorzeichen der Ausdrücke AB in § 1, (2), ABC in 
§ 15, (2) und A B CD in § 39, (2) bei einer Transposition zweier Eckpunkte stellt 
Moebius, Werke 1, S. 26; 40; 42 fest. Sie entspricht dem Vorzeichenwechsel der 
Determinanten § 1, (5); § 15, (6) und § 39, (7) bei Yertauschung zweier Beihen 
nach Anm. 1, IV, 2. 

8) Die einander entsprechenden Formeln § 1, (3) für drei, § 15, (8) für vier 
und § 39, (10) für fönf Punkte gibt Moebius, Werke 1, S. 25; 41; 43; 2, S. 191; 
(vgl. P. Serret, G^om^trie de direction (1865), S. 21 ; v. Staudt, Halbmesser (1867), 
S. 28; zu § 1, 5 auch Hilbert, Grundlagen, S. 4). 

9) Die Koordinate (Abszisse) x auf der Geraden in §1,6 kehrt als Be- 
standteil der Koordinaten o;, y in § 10, 2 und x, y, Z in § 31, 2 wieder und geht 
als Parameter in die Darstellungen § 16, (2) (mit s bezeichnet) und § 43, (2) der 
Geraden in der Ebene und im Räume ein. Sie wird von L. Euler, Introductio 
(1748), übersetzt von Michelsen, 2, S. 1 behandelt; vgl. auch L. J. Magnus, 
Sammlung von Aufgaben 1 (1833), S. 3; L. N. M. Carnot, Memoire sur la rela- 
tion etc., suivi d'un essai sur la th^orie des transversales, Paris 1806, S. 66. 

10) Die für die analytische Geometrie grundlegende Behauptung § 1, 6, daß 
jedem Punkte der geraden Linie eine Zahl entspricht und umgekehrt, kommt 
im wesentlichen auf die Axiome der Stetigkeit zurück und bedarf ebenso wie die 
entsprechenden Behauptungen § 2, 7; § 10, 8; § 31, 8 usw. einer näheren Unter- 
suchung; vgl. darüber B. Biemann (1868), Werke S. 259; B. Dedekind, Stetigkeit 
und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872, 2. Aufl. 1892, S. 5—22; G. Cantor, 
Math. Ann. 5 (1872), S. 127; E. Heine, J. f. Math. 74 (1872), S. 172; F. Klein, 
Math. Ann. 7 (1874), S. 534; 37 (1890), S. 572; Pasch, Neuere Geometrie (1882), 
S. 187 ff.; Killing, Grundlagen 1 (1893), S. 107; S. Lie, Theorie der Transforma- 
tionsgruppen 3 (1893), S. 394; 438; 452; 461; M. Burkhardt, Gott. Nachr. 1895, 
S. 114; KUin, Lobatschewsky-Preis (1897), S. 17; 18 == Math. Ann. 50, S. 594; 
0. Holder, Anschauung und Denken in der Geometrie (1900), S. 36; A. Schoen- 
flies, Jahresber. d. d. Math. -Vereinigung 8, 2 (1900), S. 31; 63; Hilbert, Grund- 
lagen, S. 19; 38; Stolz- Gmeiner, Arithmetik, S. 113; Enzyklopädie 1, S. 53 
(A. Pringsheim). 

11) Die § 1, 9 benutzte identische Gleichung ist die Entwicklung der (nach 
Anm. 1, IV, 4; 3) verschwindenden Determinante: 

1 — ~" Xm X-t 1 



Xa Xa X» J. 

Xa Xa Xa 1 



= 



nach den Elementen der ersten Spalte (Anm. 1, II, (6)). 

Die Formel § 1, (6) gibt Moebius (1827), Werke 1, S. 223; /. F. Poncelet, 
J. f. Math. 3 (1828), S. 269; M. Chasles, Apergu historique (1837), S. 305; Baltzer, 
Geometrie, S. 3; Ä Schröter, Die Theorie der Kegelschnitte, 2. Aufl. (1876), S. 5. 

12) Die Unterscheidung gleichsinniger und ungleichsinniger (positiv oder 
negativ orientierter) Koordinatensysteme bietet sich, wie auf der Geraden § 1, 10, 
so auch in der Ebene § 11, 3 und im Räume § 32, 8 dar und gründet sich auf 
die in Anm. 5 angegebene Unterscheidung des zweifachen Durchlaufungs-, Dreh- 
ungs- und Schraubensinnes, vgl. Anm. 57. 

13) Strahlbüschel § 2, 8 und Ebenenbüschel § 42, 9 sind als ordonnance des 
lignes droites et de plan von G. Desargues (1639), Oeuvres r^unies par Poudra 1, 
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S. 104; 105 eingeführt, auch der Büschel paralleler Strahlen § 18, 2 oder Ebenen 
§ 42, 8. Punktreihen, Strahlbüschel und Ebenenbüschel werden von /. Steiner, 
System. Entwickl, (1832), S. XIII = Werke 1, S. 237 als Grundgebilde genommen. 
In Rücksicht auf ihre Mächtigkeit (oo^ Elemente) heißen sie, nach v. Staudt, 
{jreometrie der Lage (1847), S. 10, einförmige oder Grundgebilde erster Stufe. In 
jedem solchen Gebilde dient eine Koordinate zur Bestimmung des einzelnen 
Elementes § 1, (4); § 2, (13); § 49, (12); vgl. Anm. 105. 

14) Die § 2, 1 — 4 entwickelte Auffassung der relativen Größe eines Winkels 
ist von Moehius, Analyt. Sphärik (1846) und Kreisverwandtschaft (1855), Werke 2, 
S. 4; 255 angegeben; vgl. Baiteer, Elemente 2, S. 6; 297; 299; Geometrie, S. 31; 
Stolz- Gmeiner, Arithmetik, S. 119. 

15) Die Formel § 2, (9) findet sich bei Camot, Geometrie de position (1803), 
S. 257; Moehius, Werke 2, S. 257; Baltzer, Geometrie, S. 32. 

16) Das Verhältnis § 3, (1) wenden G. J. Brianchon, Memoire sur les lignes 
du second ordre (1817), S. 7 und Baltzer, Elemente 2, S. 355 an, während Moehius 
(1827), Werke 1, S. 220, X = P^P:PP^ als Teilungs Verhältnis nimmt. Über das 
Sinusverhältnis § 4, (1) und § 42, ClO) vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 355; es er- 
scheint zuerst bei Carnot, Transversales (1806), S. 77. 

17) Der unendlich ferne Punkt § 3, 4 und die unendlich ferne Gerade § 22, 5 
sind von JDesargues (1639), Oeuvres 1, S. 105; 106 als Mittelpunkt und Achse 
eines Büschels paralleler Strahlen und Ebenen eingeführt; vgl. M. Cantor, Ge- 
schichte der Mathematik 2, S. 620; über die unendlich ferne Gerade vgl. femer 
Poncelet, Traite des figures projectives (1822), S. 53; Plücker (1829), Werke 1, 
S. 131; Moehius (1829), Werke 1, S. 452; Steiner, Entwickl. (1832), S. 2 = Werke 1, 
S. 241; V. Staudt, Geom. (1847), S. 24; die unendlich ferne Ehene § 47, 6 er- 
scheint bei Poncelet, a. a. 0. S. 373; Chasles, Mäm. sur deux principes (1837), 
S. 581 ; V. Staudt, a. a. 0. S. 24. 

Die Motivierung des unendlich fernen Punktes und der unendlich fernen 
Geraden aus der Perspektiven Beziehung §5,1 und § 22, 5 stützt sich auf das 
Parallelenaxiom, nach welchem durch einen gegebenen Punkt zu einer Geraden 
nur eine parallele Gerade (und zu einer Ebene nur eine parallele Ebene) gezogen 
werden kann. Dieses Axiom wird durch ein anderes ersetzt in der Nicht- 
Euklid'schen Geometrie; vgl. G. Battaglini, Giorn. di mat. 5 (1867), S. 217; 
E. Beltrami, Giorn. di mat. 6 (1868), S. 284 = Opere 1, S. 374; Klein, Math. 
Ann. 4 (1871), S. 675; 6 (1873), S. 112; 37 (1890), S. 554; Vorles. über Nicht- 
Euklidische Geometrie 1889; Cayley, Math. Ann. 5 (1872), S. 630; W. Glifford, 
Papers (1873), S. 181; (1874), S. 378; (1876), S. 236; 385; 402; Killing , J. f. 
Math. 89 (1880), S. 265 und Grundlagen; Holder, Anschauung u. Denken, S. 35; 
Hilhert, Grundlagen, S. 107; Glebsch- Lindemann, Vorlesungen über Geometrie 2 
(1891), S. 468; Tropf ke, Geschichte 2, S. 84; H. Poincare, Wissenschaft und Hypo- 
these, übers, von JB. und L. Lindemann (1904), S. 36. 

P P P P 

18) Der Quotient w y/ • -p'p ^^^^ sich bei Brianchon, lignes S. 7 (vgl. 

auch Anm. 28); prinzipiell wird das Doppelverhältnis (Doppelschnitts Verhältnis) 
von vier Punkten § 3, (5) mit dem Symbol § 3, (6) von Moehius (1827), Werke 1, 
S. 220 eingeführt; die analytischen Darstellungen § 3, (7) und für vier Strahlen 
§ 4, (7) gibt Moehius, Werke 1, S. 454; 388; weiter vgl. Steimr, Entw. (1832), 
S. 7 = Werke 1, S. 244; Chasles, Aper9u (1837), S. 302 („rapport, fonction an- 
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harmonique"); £J, Kotier, J&hxeshericht d. d. Math.-Vereinigung 5, 2 (1901), 
S. 209 ; 263. Über das Doppelverhältnis von vier Ebenen vgl. § 42, (22) ; 

V. Staitdt,, Beiträge (1856), S. 15 bezeichnet, ohne Benutzung der metrischen 
Begriffe der Strecke und des Winkels, überhaupt als „Wurf" den Inbegriff von 
vier Elementen eines Elementargebildes mit Rücksicht auf ihre Reihenfolge. 

19) Die Tabelle der 24 Werte § 3, (19) gibt Moehius, Werke 1, S. 224; 466; 
vgl. Clebseh, Binäre Formen S. 59. 

Bezeichnet man mit (kl) die Transpositiop (Vertauschung) der beiden 
Zahlen k und 2, so ist: 

1, (2 3) (14), (31) (2 4), (12).(3 4) 

die Gruppe der Substitutionen (vgl. Enzyklopädie 1, S. 211; 468), welche die 
sechswertige unsymmetrische Funktion § 3, (7) von vier Elementen ungeändert 
lassen; dagegen fuhren die sechs Substitutionen der Elemente 2 3 4: 

1, (34), (42), (23), (234), (243), 

wo (klm) die zyklische Vertauschung bezeichnet, die Funktion in ihre sechs 
Werte über. Alle sechs Werte haben (ausnahmsweise) dieselbe Gruppe. 

20) Über die Bezeichnung ,Jkarmonisch** und ihre Beziehung zur Musiklehre 
vgl. Tropf ke, Geschichte 2, S. 96. Nach § 3, (23) ist F^P^ das „harmonische 
Mittel" zwischen P^P^ und PjP4, auch: 

_1 1__^^ 1_ 

P,F, P,P,-^P,P, P,P,> 

vgl. Baltzer, Elemente 1, 6. Aufl., S. 215; 2, S. 59. Carnot, Geometrie (1803), 
S. 282 spricht von Teilung in proportionale Segmente; die Benennung ,fiarmo- 
nische Punkte^' rührt von Brianchon^ lignes, S. 6; 9 her. Daß harmonische Punkte 
dem Doppel Verhältnis : — 1 entsprechen, bemerkt Moebius, Werke 1, S. 240. 
Vier harmonische Strahlen § 4, 8 werden von Ph. de la Hire (1686) Harmonikaien 
(nach Cantor, Geschichte 3, S. 121), von Brianchon, a. a. 0. S. 9 faisceau har- 
monique genannt, vgl. v. Staudt, Geom., S. 11; Baltzer, Elemente 2, S. 61. Über 
vier harmonische Ebenen vgl. § 42, zu (29); über die Konstrukti^m des vierten 
Elementes § 27, 6. 

21) Die Definition § 3, (7) des Doppelverhältnisses bleibt für komplexe Werte 
von rcj, ajg, x^, x^ (vgl. Anm. 121) bestehen, vgl. Baltzer, Geom. S. 9. 

Bei komplexem 8 können je drei der sechs Werte (9). gleich werden^ 
nämlich: 

^^^. = ^ und 4 = 1-^= ' 



1 — ^ d 8 d— 1' 

dann genügt 8 der Gleichung: 

d« — d + 1 == 0, 

ist also eine komplexe dritte Wurzel aus — 1. Man nennt die vier Punkte in 
diesem Falle äquianharmonisch nach L. Cremona, Intraduzione ad una teoria 
geom. delle curve piane (1862), S. 21; vgl. H. Schröter, Math. Ann. 10 (1876), 
S. 420; Kegelschnitte, S. 63; Clebseh, Formen, S. 60; Clebseh- Lindemann, Vor- 
lesungen über Geometrie 1 (1876), S. 40. 

22) Während in §3,8 auf der Geraden die Strecke innerhalb und die 
Strecke außerhalb der Punkte Pj, P^ durch die Anschauung gegeben ist, sind 
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hier in § 4, 1 innere and äußere Winkelfläche zwischen zwei ungerichteten Strahlen 
an sich nicht unterscheidbar, sondern werden entweder durch unmittelbare will- 
kürliche Annahme der einen oder durch Sichtung der beiden Strahlen fest- 
gelegt, vgl. Hilhert, Grundlagen S. 4; 8. In diesem umstände liegt der Grund 
für die hei dem einfachen Teiltmgsverhältnis überall auftretende Vorzeichenregel 
§ 6, (15'); § 9, (ö'); § 18, (15); (16); § 42, (16); (17); § 49, (21); (29). Beim BoppeU 
Verhältnis fällt diese fort (nach § 4, 6). 

23) Ursprünglich „perspektivisch^^ vgl. Klügel, Math. Wörterbuch 3 (1808), 
S. 802; Steiner, Entw. S. 4 = Werke 1, S. 241; v. Staudt, Geom., S. 49. 

24) Über die Berücksichtigung der Vorzeichen beim Sinussatz vgl. Moebius, 
Werke 2, S. 247; Baltzer, Elemente 2, S. 301. 

25) Der Hauptsatz von der Gleichheit der Doppelverhältnisse bei der Per- 
spektiven Lage ungleichartiger Grundgebilde 1. Stufe (vgl. Anm. 28) erscheint in 
drei neben geordneten Formen; für Punktreihe und Strahlbüschel § 5, 8 und 
§ 24, 10; für Punktreihe und Ebenenbüschel § 52, 4; für Strahlbüschel und Ebenen- 
büschel § 62, 9. Der erste Satz §5,8 findet sich für harmonische Elemente 
§ 6, 6 bei Camot, Transversales (1806), S. 77; allgemein angedeutet bei Poncelet^ 
Trait^ (1822), S. 10; in der Form § 5, 8 bei Steiner, Entw. (1882), S. 7 = Werke 1, 
S. 244; V. Staudt, Geom., S. 44; vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 368; Geom., S. 43. 
Den zweiten Satz beweist für harmonische Elemente Camot, a. a. 0., S. 80, all- 
gemein Moebius (1827), Werke 1, S. 234; den dritten Satz gibt Steiner, Entw. 
S. 106 = Werke 1, S. 311. 

26) Die Gleichung § 5, (4) ist ein Spezialfall der allgemeinen Gleichung 
§ 65, (11); ebenso sind die Gleichungen § 7, (18); § 8, (5); § 8, (19) in § 65, (37) 
enthalten; femer der Schlußsatz von § 53, 6 und der vorletzte Satz von § 66, 10 
in der in § 67, 6 nicht besonders erwähnten projektiven Beziehung zwischen 
Ebene und Bündel. 

27) Über den Satz § 5, 7 vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 58. An die Schluß- 
bemerkung von § 5, 7 schließt sich der ebenfalls aus § 5, 6 mit Rücksicht auf 
§ 3, 8; 4 folgende Satz (vgl. § 27, 8 links) an: „Wenn man die Endpunkte P^, 
Pj, die Mitte M und den unendlich fernen Punkt einer Strecke der Geraden g 
mit einem PunktÄf außerhalb g verbindet, erhält man vier harmonische Strahlen",, 
der nach Cantor^ Geschichte 3, S. 122 von Pn. de la Hire (1685) gegeben wurde, 
vgl. Tropfke, Geschichte 2, S. 96. 

28) Der Satz § 5, (6) findet sich bei Pappus (um 295 n. Chr., vgl. J^. Müller, 
Zeittafeln, S. 36), Collectiones, liber VII, propositio 129 (Ausgabe von t. Com- 
niandino, Bologna 1660, S. 357; speziell für harmonische Punkte prop. 145, S. 373) 
in einer Form, die im Anschluß an § 5, Fig. 43a lauten würde: 

AC.BP:BC.AP = AC\B'P':B'C\ÄP\ 

indem dabei A = A' als Schnittpunkt der beiden Geraden g und g' angenommen 
wird, vgl. Moebius, Werke 1, S. 227; Tropfke, Geschichte 2, S. 96. Den Satz (6) 
selbst gibt Brianchon, lignes (,1817), S. 7; Moebius (1827), Werke 1, S. 228; den 
Satz (6') Steiner, Entw. (1832), S. 10 = Werke 1, S. 246. Die entsprechenden 
Sätze im Räume vgl. § 62, (17); (19); Baltzer, Elem. 2, S. 368. 

29) Die in § 5 und in anderen §§ vorgenommene Nebeneinanderstellung der 
Sätze, die das Prinzip der Dualität (vgl. Anm. 119) äußerlich zum Ausdruck 
bringt, wurde zuerst von J. D. Ger gönne, Annales de math^m. 16 (1825/26), 
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S. 212; 17 (1826/27), S. 37 (vgl. Plücker, Werke 1, S. 43); S. 216; 18 (1827/28), 
S. 160 vorgenommen; von Steiner, Entw. (1832), S. 10 = Werke 1, S. 246 (gerade 
bei den Sätzen §6,9); von Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 70; von v. Stavdt, 
Geom. (1847), S. 30 angewendet. Die Dualität besteht für die Ebene in dem 
Entsprechen von Punkt und Strahl, von Punktreihe und Strahlbüschel (vgl. § 1 
und § 2; § 3 und § 4; die nebeneinandergestellten Sätze in § 6 und § 6), von 
Schnittpunkt zweier Strahlen und Verbindungslinie zweier Punkte (vgl. besonders 
§§ 25—27). Sie besteht für das Bündel im Entsprechen von Strahlen und Ebenen 
(vgl. § 49, 7; 8), Im Baume (vgl. § 45, 4; 6; § 47, 11; § 53, 1) entsprechen sich 
dual Punkt und Ebene, Punktreihe und Ebenenbüschel, Punktfeld und Ebenen- 
bündel, Schnittpunkt dreier Ebenen und Verbind ungsebene dreier Punkte, während 
die Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte und Schnittlinie zweier Ebenen 
sich selbst dual entspricht (§ 48, 1). 

30) Die reine Verhältniskoordinate X des Punktes § 6, 1 hat Moehius (1827), 

Werke 1, S. 44; 51 in homogener Bezeichnung i = {Pi g. „bary zentrische 

P 
Koordinaten*') eingeführt. Anwendung finden die reinen Verhältniskoordinaten 
X des Punktes § 6, (1), des Strahles § 6, (1') und der Ebene § 42, (10) bei den 
Gleichungen der Punktreihe § 20, (6); § 46, (6), des Strahlbüschels § 18, (18); 
§ 49, (17); des Ebenenbüschels § 42, (19); § 49, (25); femer in den Parameter- 
darstellungen dieser Gebilde § 12, (18); § 20, (17); § 34, (12); § 35, (8); § 46, (17). 

31) Die multiplizierte Verhältniskoordinate (i des Punktes § 6, (7), des Strahles 
§ 6, (7') und der Ebene § 42, 9; 11 mit einem Multiplikator, auf dessen Wert 
es meist nicht ankommt, erscheint in den allgemeinen Gleichungen der Punkt- 
reihe § 9, (4); § 20, (3); § 22, (23'); § 29, (17'); § 46, (3); § 47, (25'), des Strahl- 
büschels § 9, (4'); § 18, (14); § 22, (23); § 49, (19) und des Ebenenbüschels § 42, 
(15); § 47, (25); § 49, (27), ferner aber in den Parameterdarstellungen § 20, (17'); 
§ 22, (24); (24'); § 29, (18); (18'): § 47, (26); (26'); § 49, (22); (30); § 58, (20); (20') 
(vgl. Anm. 38). 

32) Die Doppelverhältniskoordinate (jl des Punktes §6,6 wurde unter dem 
Namen Abszisse von v. Staudt, Beiträge (1856), S. 262 eingeführt; grundsätzlich 
jund gleichzeitig lür Punktreihe § 6, (16), Strahlbüschel § 6, (16') und Ebenen- 
büschel § 42, (25) und § 56, (3) gab die Doppelverhältniskoordinaten W. Fiedler, 
Vrtlj. Naturf'Ges. Zürich 15 (1870), S. 155. 

Die analogen Bemerkungen wie in Anm. 10 sind auch für diese Koordi- 
naten zu machen, vgl. Klein, Pasch, Killing an den dort angeführten Stellen. 

Die reinen Doppelverhältniskoordinaten treten in den Gleichungen der 
Punktreihe § 9, (6); § 20, (10); § 22, (21'); § 29, (15'); § 46, (10); § 47, (23'); §.68, 
(17'), des Strahlbüschels § 9, (6'); § 18, (22); § 22, (21); § 29, (15); § 52, (31); (31'), 
des Ebenenbüschels § 42, (24); § 47, (23); § 58, (17) auf. 

33) Den Übergang § 6, 9 bemerkt v. Staudt, Beiträge (1856), S. 264. 

34) Der Hauptsatz § 6, (25) enthält nicht nur die Transformation der 
Doppelverhältniskoordinaten § 6, (29) und in der Form § 7, (20) die der Zwei- 
eckskoordinaten §8,4, sondern dient auch als Grundlage für die Theorie der 
projektiven Verwandtschaften § 65, 2. Er wurde von Moebius (1827), Werke 1, 
S. 226 abgeleitet und findet sich später bei v. Staudt, Beiträge, S. 262; vgl. auch 
H. Schröter, Kegelschnitte, S. 8. 

Der analytische Ausdruck des Doppel Verhältnisses in § 3, (7); § 4, (7); 



Digitized by 



Google 



Anm. 36—41. 



427 



§ 6, (5); (ö'); (26); (2^') ist in allen Koordinatea x^ifgtp^X^ii formal derselbe; das 
Doppelverhältnis ist eine absolute Invariante jeder linearen Transformation, vgl. 
Klein, Höhere Geometrie I, Vorlesung 1892/93, S. 316. 

36) Die homogenen gemeinen Koordinaten x, t auf der Punktreihe § 7, 1 sind 
denen in der Ebene § 22, 1 und im Räume § 47 , 1 nachgebildet (vgl, Anm. 77) 
und sind nach § 23, 1 und § 49, 12 in ihnen enthalten. Über homogene gemeine 
Koordinaten auf der unendlich fernen Punktreihe vgl. § 23, 1 und § 49, 12. 

36) Die homogenen gemeinen Koordinaten x,y des Strahles im Büschel 
§ 7, (2) erwähnt Baltzer, Geometrie, S. 66. Sie verhalten sich wie die Richtungs- 
kosinus a, h des Strahles selbst in § 11, 7 und wie die Koordinaten ihres Schnitt- 
punktes mit der unendlich fernen Geraden in § 23, 1; die Koordinaten ü, v in 
^7, (3) dagegen verhalten sich wie die Richtungskosinus der Normale des 
Strahles in § 23, 2. Die Beziehung x:y = — v.u oder ux-^vy = der beiden 
Arten von Koordinaten des Strahles entspricht derjenigen von § 8, 8. Nach 
^ 49, 14 sind die Koordinaten u, v in denen des Strahles in der Ebene, die 
Koordinaten x, y in denen des Strahles im Bündel enthalten ; vgl. § 64, 5. 

Auch im Parallelstrahlbüschel kann man neben den homogenen gemeinen 
Koordinaten u, s des Strahles in § 23, 2 diejenigen x, t des Schnittpunktes mit 
der rc- Achse verwenden; beide Arten stehen in der Beziehung ux-\- st'=0. 

Über homogene gemeine Koordinaten der Ebene im Ebenenbüschel vgl. 
^ 49, 13. 

37) Der Ausdruck § 7, (7) findet sich in etwas anderem Sinne zuerst bei 
Plücker, System der analyt. Geom. (1836), S. 63; über den allgemeinen Ausdruck 
§ 7, (20) vgl. Clebsch, Formen, S. 61. 

38) Die ersten Zweieckskoordinaten §7,6 sind die baryzentrischen von 
Moebius (vgl. Anm. 30), für die aber der Einheitspunkt speziell der Mittelpunkt 
des Zweiecks (der Multiplikator a^ :ag = — 1) ist. Die allgemeine Auffassung § 7, 7 
für Punktreihe und Strahlbüschel und § 66, 2 für Ebenenbüschel gibt zuerst 
W.Fiedler, Ges. Zürich 16 (1870), S. 162; vgl. Clebsch, Formen (1872), S. 45; Clebsch- 
Lindemann, Vorl. 1, S. 170; Fiedler, Darstellende Geometrie 3. Aufl., S, -ß. ^. 

39) Die DarstelluDgen § 7, (13) und (17) entsprechen denjenigen in § 28, (1) 
und (21), sowie § 67, (1) und (21). 

40) Die Bemerkung § 8, 3 macht W. Fiedler, Ges. Zürich 16 (1870), S. 167; 
Darstell. Geom. 3, S. 71; sie bereitet die Beziehung § 28, 17 und die Gleichung 
§ 28, (11) vor. 

41) Die Formeln § 8, (10) lauten in Determinantenform: 



e^r 



a?/'^3/i ^/'^!/2 



1,2; 



'2"l 



ebenso gibt das in § 30, 3 angedeutete Verfahren: 



Q^i- 



/r (1) 









1,2,3; 



und entsprechend für § 63, 3; die Formeln sind von W. Fiedler, Darstell. Geom. 3,. 
S.421 entwickelt, vgl. Salmon- Fiedler, Analyt. Geom. der Kegelschnitte, A.Auf\.ß. 116. 
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42) Die lineare Substitution § 8, (11) hat eine doppelte Bedeutung, die der 
Transformation der Zweieckskoordinaten § 8, 5 und die der projektiven Ver- 
wandtschaft § 66, (83), vgl. Clehseh, Formen S. 1; 64; Clehsch-Lindemann, Vor- 
lesungen 1, S. 172; 196. Das Entsprechende gilt für die linearen Substitutionen 
§ 80, (1); § 63, (1), die in § 67, (1); § 69, (1) wiederkehren; die Schreibweise § 8, 
(17); § 80, (16); § 68, (26) nach Hesse (1840), Werke, S. 23. 

43) Über den Begriff der Invarianten vgl. Enzyklopädie 1, S. 323; für 
§ 8, 8 besonders TT. Fiedler , Elemente der neueren Geometrie (1862), S. 33 ; Clehseh^ 
Formen, S. 10; Clehseh- Lindemann, Vorles. 1, S. 177; 186; für § 30, 9; § 63, 9; 
10 Clebsch'Lindemann, Vorles. 1, S. 252; 266; Hesse, Vorlesungen aus der analyt. 
Geom. usw. der Ebene, 2. Aufl., S. 114; Vorles. aus d. anal. Geom. des Baumes, 
3. Aufl., S. 236. 

44) Die Sätze § 9, 1; 2 sind als Vorstufen für § 20, 8; 4; § 18, 7; 8; die 
Sätze §9,4 für § 29, 8 zu betrachten. Sie finden Verwendung bei der Dar- 
stellung projektiver Punktreihen § 62, 2 ; § 66, 18, besonders bei der Betrachtung 
vereinigt gelegener projektiver Punktreihen, vgl. Clehseh, Formen, S. 74; Clebsch- 
Lindemann, Vorles. 1, S. 197 (S. 199 auch die spezielle Form § 9, (18)). 

46) Die Veränderung der GrundpunJcte §9,6 gibt Hesse, Vorles. Ebene, 
S. 29; Raum, S. 28; Clehseh, Formen, S. 75; Clehseh- Lindemann, Vorles. 1, S. 199; 
2, S. 32. 

46) Die Koordinaten o;, ^ in § 10, 2 kommen als Bestandteile der Koordi- 
naten X, y, z im Baume § 31, 4 und als Parameter in der Darstellung § 40, (19) 
der Ebene im Räume vor (vgl. Anm. 9). 

Das Wort ,, Koordinaten^^ ist von Leihniz eingeführt nach Tropf ke, Ge- 
schichte 2, S. 427; den Ausdruck Para2262koordinaten gebraucht besonders 
Flacker, System (1835), S. VII; 16. Über die Einführung recht- und schief- 
winkliger Funktkoordinaten x, y in der Ebene § 10, 2 durch Bescartes (1637) 
und Fermat (1601—66) vgl. M. Ca/ntor, Geschichte 2 (1892), S. 740; 746; Tropf ke, 
Geschichte 2, S. 414—419; auch E. Gelcich, Abh. zur Gesch. d. Math., Heft 4 (1882), 
S. 218. 

Die rechtwinkligen Punktkoordinaten x, y, z im Baume sind nach Cantor, 
Geschichte 8, S. 401; 765; 761 von A. Farent (1700), A. C. Clairaut (1731), 
/. Hermann (1732) angewendet, dann aber von Euler (Michelsen), Introductio 2 
(1748), S. 322 in der Form § 31, (3) erklärt und zuerst ausführiich (Vorzeichen 
in den 8 Oktanten § 31, 6) beschrieben worden. Die schiefwinkligen Kooidinsbien 
§ 31, 8 sind bei Monge- Hachette, J. äc. polyt., cah. 11 (1802), S. 147 in Gebrauch. 
47) Die § 10, 4 und § 31, 4 erforderliche Festsetzung, daß parallele Gerade 
auch gleichen Sinn haben, ist von Moehius, Werke 1, S. 26 allgemein getroffen; 
vgl. de Morgan, Cambr. Dubl. math. J. 6 (1851), S. 157; Stolz -Gmeiner, Arith- 
metik, S. 119. 

48) Die Festsetzung § 11, 1 macht Moehius^ Werke 2, S. 247. 

49) Die Formel § 11, (4) ist nur zum Vergleich mit § 32, (9) angeführt. 
60) Bezüglich der Abhängigkeit der Gleichheit der Richtungen § 11, 2; 

§ 12, 4; § 34, 4 vom Parallelenaxiom vgl. Gauß, Werke 4, S. 365; Killing, Grund- 
lagen 1, S. 3. ** 

Die beiden Bidhtungskosinus § 11, (11) und die Relation § 11, (12) benutzt 
EtUer (Michelsen), Introd. 2, S. 13. 

Die drei Richtungskosinus § 33, (4) und die Relation § 33, (18) finden sich 
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bei Monge -Hachette, J. ^c. polyt. cah. 11 (1802), S. 130; Camöt, Transversales 
<1806), S. 64; Gauß (1828), Werke 4, S. 220. 

61) Über die Polar- tmd ParaUdkoordinaten einer Strecke in der Ebene 
§ 12, 1; 2 und im Räume § 34, 1; 2 und einer Dreiecksfläche im Räume § 36, 
1; 3 vgl. BaUzer, Geom., S. 63; 364; 876; Determinanten S. 199; für schiefwink- 
lige Koordinaten auch Baltzer, J. f. Math. 46 (1863), S. 146. Man nimmt die 
Länge « § 12, (1); § 34, (1) und den Inhalt § 36, (1) deshalb absolut, weil die 
Richtungskosinus § 12, (2); § 34, (2) und die von n in § 86, 1 schon die Pfeil- 
spitze der Strecke, bezüglich die positive Seite des Dreiecks mit bestimmen; 
vgl. Timerding, Enzyklopädie IV 1, S. 128; 130. 

Über die Projektionssätze § 12, (6); § 34, (6); § 36, (3) vgl. Baltzer, Elemente 
2, S. 298; 333; 336; Geometrie, S. 37; 366; 376. 

Die Formeln § 36, (4); (6) geben Monge-Hachette , J. ^c. polyt., cah. 11 
(1802), S. 146; Meier-Hirsch, Aufgaben 2 (1807), S. 121; Magnus, Aufgaben 2 
(1837), S. 71. 

62) Die Polarkoordinaten in der Ebene § 12, 6 kommen nach Cantor, Ge- 
schichte 3 , S. 462 bei /. Bernoulli (1691) vor, die Formeln § 12, (13) gibt Eüler 
(Michelsen), Introductio 2, S. 224. Andeutungen über die Polarkoordinaten im 
Baume § 33, (6) sind nach Cantor, a. a. 0., S. 766 von A. Cl. Clairaut (1731) 
gemacht, in der Form § 33, (6); (8) gebrauchen sie Monge- Hachette, J. ^c. polyt. 
cah. 11 (1802), S. 160. 

63) Die Sätze § 12, 7 und § 34, 5 enthalten, unabhängig vom Koordinaten- 
system aufgefaßt, die Addition der ^^Vektoren'^^ ; vgl. Stolz - Chneiner , Theoret. 
Arithmetik, S. 322; F. Schur, Zeitschr. Math. Phys. 49 (1903), S. 362; G. Hamel, 
ebenda S. 362. Für die Vektorentheorie überhaupt, die für zahlreiche Anwen- 
dungen der Koordinatenmethode vorzuziehen ist, vgl. A. Föppl, Einführung in 
die Maxwellsche Theorie der Elektrizität, Leipzig 1894; A. H. Bucherer, Elemente 
der Vektor-Analysis , Leipzig 1903; M. Gans^ Einführung in die Vektoranalysis, 
Leipzig 1906; H. E. Timerding, Enzyklopädie IV 1, S. 128; M. Abraham, ebenda 
rV 2, S. 6; E. Jahnke, Vorlesungen über die Vektorenrechnung, Leipzig 1906, 
S. 11 ff. 

64) Die Formeln § 14, (1) gibt nach Cantor, Geschichte 3, S. 769 /. P. de 
Gua (1740); vgl. Euler (Michelsen), Introductio 2, S. 11; die Formeln § 37, (1) 
gibt Euler, ebenda S. 364. 

66) Die Formeln für zwei rechtwinklige § 14, (16) und für ein recht- und 
ein schiefwinkliges System § 14, (2) in der Ebene gibt Euler (Michelsen), Intro- 
ductio 2, S. 14; 20; Plücker, System (1835), S. 17 läßt die Formeln § 14, (12), 
bezüglich (19) aus der allgemeinen Definition der Dreieckskoordinaten § 28, (1) 
entstehen. 

Die Formeln für zwei rechtwinklige Systeme im Baume § 37, (2) zu 4 sind 
von Euler, a. a. 0., S. 366 zunächst in unsymmetrischer Form mit den Werten 
§ 38, (9) der Koeffizienten abgeleitet; die Formeln für ein recht- und ein schief- 
winkliges System benutzen Monge- Hachette , J. ^c. polyt., cah. 11 (1802), S. 147; 
in der Foi-m § 37, (2) finden sie sich zuerst bei Camot, Transversales (1806), 
S. 63; Irangais, J. de. polyt., cah. 14 (1808), S. 186; dann bei Hachette, Corr. 
polyt. 2 (1809), S. 7. 

Die allgemeinen Formeln für zwei schiefwinklige Systeme § 37, (20) können 
nach § 41, 9 auch in der Form geschrieben werden: 
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siii(73JJ).| = 8in(73g,r)-r + 8m(7,^,7j')-^' + sm(i3f,n-r, 
sin in, n)-V- sin (U, r) • r + sin (tl ri) • 73' + sin (fi f) • IT, 
sin (Iti, f) • f = sind r], |') • g' + sin (| jj,!]') • t]' + sin (|r],r) • f , 

in der sie zuerst von Frangais, a. a. 0. S. 188; dann von Hachette, Corr. polyt. 2 
(1811), S. 247 gegeben werden; vgl. auch Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 51; 
Baltzer, Geom., S. 383; Salmon- Fiedler, Analyt. Geom. des Baumes 1, 4. Aufl., S.12. 
66) Die Formeln § 14, (6) und § 37, (2) zu 4 gehören zu den ..orthogonalen'-'^ 
Substitutionen: 

n 

(1) ^k = ^ ^kiy^ Ä;=l,2,...,w, 

1 

die dadurch charakterisiert sind, daß: 



(2) 



^^k'-^Vi'- 



In der Tat ist für §14,(6): x^+y^=V+r\* und für § 37, (2) zu 4: a;* + i/--h 
2;*=ss|*-]-r^*-j-f*, wie auch aus der geometrischen Bedeutung der Quadratsummen 
§12,(11) und §33,(15) hervorgeht. Die Hav^pteigenschaften der Koeffizienten 
der orthogonalen Substitution (1) sind folgende: 

n 

(3) ^<^ki<^km='^ für Z = w; =0 für Z + w; 

1 

so § 13,(9); §37,4: «/ + &i* + c^* = 1, ..., ...; a^a^ +\}>^ + c^€^=^0. .... 
. . . (vgl. Fig. 213 und § 33, (18); § 36, (4)); 
n 

(4) ^k a^^ ttj^j^ = 1 für Z = m; = für l=^m\ 

1 

so § 13, (10); § 37, 4: a,* + «,« + a,* = 1, . . ., ...; ^Cj + &,c, + &,ü, = 0, 
....... (vgl. Fig. 213; § 33, (18); § 35, (4)); 

Die Determinante der Koeffizienten ist: 

(6) 2)= a,,l^8 = ±l; 

so §14,(5); §37,(10). 

Zwischen Unterdeterminanten Aj^i und Elementen a^j bestehen die Glei- 
chungen : 
(6) Aki=sa^i; 

so § 14, (8);-§ 37, (12) (vgl. Anm. 97). 

Zur Literatur vgl. Enzyklopädie 1, S. 328 (W. F. Meyer); Baltzer, Determ, 
S. 172; Pascal, Determ. S. 157; Clehsck-Lindemann, Vorles. 2, S. 257; 384; Hesse, 
Vorles., Ebene, S. 112; Raum, S. 231. 

67) Die orthogonalen Substitutionen § 14, (6) und § 37, (2) zu 4 mit der 
Determinante D = + 1 heißen eigentliche oder direkte , die mit D = — 1 un- 
eigentliche oder inverse. Die Unterscheidung f = -f- 1 behandelt ausführlich 
Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 66; vgl. Hesse, Vorles. Ebene, S. 108; Clebsch- 
Lindemann, Vorles. Raum, S. 74. 

Die Determinante D in § 37, (3) der neun Richtungskosinus eines beliebigen 
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schiefwinkligen in bezug auf ein rechtwinkliges System findet sich zuerst bei 
Frangais, J. (^c. polyt., cah. 14 (1808), S. 184, der Wert 2) = 1, S. 186; dann bei 
Cauchy, Applications 1 (1826), S. 245; Gauß (1828), Werke 4, S. 221. 

58) Die Formeln § 1, (7); § 14, (15); § 37, (13) zu 6 sind, wenn die Koordi- 
naten des neuen Anfangspunktes x^', x^.y^-^ ^o » ^o » ^o "^^ "^ ^^^ beiden letzten 
Formeln unter der Voraussetzung D = -j- 1 die Richtungskosinus «i , &i , a^ , 6g ; 
*i» ^n ^17 ^ai ^8 7 Cg, «8 7 ^8 7 ^8 1 beziehungsweise die Winkel qp in § 14, (9) und 
qp, i/>, ;f in § 38, (9) als veränderliche Parameter betrachtet werden, zugleich der 
analytische Ausdruck der ein- , drei- , sechsgliedrigen kontinuierlichen Gruppen 
der Euklidschen Bewegungen in der Geraden, in der Ebene und im Räume, vgl. 
S. Lie, Transformationsgruppen 3, S. 210. 

59) Für den Inhalt des Dreiecks und Tetraeders finden sich die spezieller^i 
Formeln von § 15, (4) (in schiefwinkligen Koordinaten) bei Moebius (1837), 
Werke 3, S. 53; von § 39, (8) bei Gauß {1S27), Werke 4, S. 221f.; Moebius, 
Werke 3, S. 91; die allgemeineren § 15, (6) und § 39, (7) bei Magnus^ Auf- 
gaben 1 (1833), S. 30; 2 (1837), S. 69; überall in entwickelter Form. 

Die 2)e*6rmma«*e«darstellung § 16, (9) und § 39, (11) erscheint bei A. Cayley^ 
Cambr. J. 4 (1845), S. 18; Joachimsthal, J. f. Math. 40 (1850), S. 23; vgl. Baltzer, 
Leipz. Berichte 22 (1870), S. 97 = J. f Math. 73 (1871), S. 94; Determ., S. 201; 
Geom., S. 378; Hesse , Vorles. Raum, S. 106; den Inhalt des Tetraeders, durch 
die Koordinaten der Seitenebenen ausgedrückt, gibt L. Kronecker, J. f. Math. 72 
(1870), S. 163. 

60) Die Parameterdarstellungen der Geraden (der Punktreihe) § 16, (2) und 
§ 43, (2) mit der gemeinen Koordinate des §1,6 als Parameter, gehen auf 
Cauchy, Applications 1 (1826), S. 9 zurück. 

In homogener Form sind dieselben Parameterdarstellungen der Punktreihe 
in § 23, (6) und § 50, (14) gegeben. Neben sie treten dann die Parameterdar- 
stellungen §23,(6) und (7); §60,(19'); §50,(18) des Strahlbüschels und § 50,(19)^ 
(16) des Ebenenbüschels. 

Das gemeinsame Merkmal dieser ersten Gruppe von Parameterdarstellimgen 
ist, daß sie links gemeine Koordinaten und rechts gemeine Koordinaten enthalten^ 
z. B. in § 23, (5) links x, y, t und rechts x', t'; vgl. Anm.- 75. Anwendung finden 
diese Parameter dar Stellungen § 52, 2; § 71, 10; § 72, 7. 

61) Die Gleich'umg der geraden Linie überhaupt erscheint zuerst bei Fermat 
nach Tropf ke, Geschichte 2, S. 419; die Gleichung der Ebene bei Clairaut nach 
Cantor, Geschichte 3, S. 755. 

Die allgemeine Gleichung § 16, (6) der Geraden und § 40, (6) der Ebene 
gibt Euler (Michelsen), Introductio 2, S. 17; 368; die Gleichung § 16,(6) Plücker, 
Analytisch geom. Entwicklungen 1 (1828), S. 5; Magnus, Aufgaben 1 (1833), 
S. 11; die Gleichung § 40, (1) Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 16, in entwickelter 
Form. Über die der Gleichung der Geraden zugrunde liegenden Axiome vgl. 
Hilbert, Grundlagen, S. 37. 

Die Gleichung der Geraden in homogenen § 22, (2) und in Dreieckskoordi- 
naten § 29, (2) rührt von Plücker, Entw. 2 (1828), S. 11, bezüglich System (1835),. 
S. 6 her. Die entsprechenden Entwicklungsstufen der Gleichung der Ebene vgl. 
§40,(2); §47,(2); §58,(3). 

62) Die Sätze § 16, 5 und § 40, 4 bilden das Anfangsglied der in § 24 und 
§ 61 entwickelten Identitätensätze. 
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63) An die Bestimmung der Schnittpunkte i, ilf in § 16, (14) reiht sich die 
der Punkte L, M, N in % 40, (13) an; die letztere ist nach Gantor ^ Geschichte 3, 
S. 761 von /. Hermann (1732) angegeben. 

64) In schiefwinkligen Koordinaten behandelt die Gerade und die Ebene 
besonders Baltzer, J. f. Math. 46 (1853), S. 146. 

65) Über die Festsetzungen § 17, 1 und § 41, 1 vgl. Baltzer, Geom., S. 172; 
372; die Definition des inneren Winkelraums § 42, 4 nach Kronecker, J. f. 
Math. 72 (1870), S. 160. 

66) Die allgemeinen Formeln § 17, (7) und § 41, (6), die bei Monge- Hachette, 
J. 6c, polyt. , cah. 11 (1802), S. 148 angev^endet v^erden, finden sich entwickelt 
bei Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 17; 2 (1837), S. 37; jedoch ist die Frage des 
Vorzeichens erst bei Hesse, Vorles. Ebene, S. 17; Raum, S. 18 klargelegt worden. 

Den senkrechten Abstand eines Punktes von einer Ebene in schiefwinkligen 
Koordinaten gibt Chasles, Deux principes (1837), S. 766. 

67) Die Normalform der Gleichung der Geraden § 17, (10) und der Ebene 
§ 41, (15) gibt Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 15; 2 (1837), S. 36 im Anschluß 
an Plücker, Entwickl. 1 (1828), S. 14; auch die Gleichungen der Halbierungs- 
elemente § 18, (18') und § 42, (20) mit den abgekürzt bezeichneten linken Seiten 
der Normalformen gibt im Anschluß an Plücker, a. a, 0. S. 16 zuerst Magnus, 
Aufgaben 2, S. 40. Umfassenderen Gebrauch von der Normalform macht Hesse, 
Vorles. Ebene, S. 19 ff.; Raum, S. 19 ff. 

68) Der Gebrauch der Abkürzungen § 18, (10); § 42, (11), wie .schon § 6,8; 
§ 7, 9; 18; § 9, 1 — 4 leitet die Methode der abgekürzten Bezeichnungen ein, die 
besonders in § 25; § 26; § 27; § 65 weitere Verwendung findet. Diese Methode, 
die bei Lame, Examen des difF^rentes methodes (1818), S 26 ff. und BöbiUier, 
Ann. de math. 18 (1827/28), S. 320 beginnt, ist in ihrer vollen Bedeutung er- 
kannt und begründet worden von Plücker, Entwickl. 1 (1828), S. IV; 241; J. f. 
Math. 6 (1829), S. 268 = Werke 1, S. 159; 6 (1829), S. 112 = Werke, S. 183; 
10 (1831), S. 217 = Werke, S. 235; 11 (1831), S. 26 = Werke 1, S. 263; System 
<1836), S. IV; vgl. auch Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 26; femer A. Clebsch in 
Plückers Werken 1, S. XVII und A. Schoenflies, ebenda S. 618; F. Klein, Gott. 
Anzeigen 1872, S. 9; Salmgn-Fiedler, KegeUchnitte, S. 63. 

69) Die Gleichung des Strahl- und Ebenenbüschels § 18, (14) und § 42, (15) 
gibt zuerst Lame, Examen (1818), S. 28; dann Plücker, Entwickl. 1 (1828), S. 16. 
Die genaue Bedeutung des Parameters §'18, (15) und § 42, (16) findet sich zu- 
erst bei Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 24; 2 (1837), S. 40. 

Die Formen § 18, (22); § 22, (21); § 29, (15); § 42, (24); § 47, (23); § 58, (17) 
der Büschelgleichungen sind dem Charakter der homogenen Koordinaten an- 
gepaßt. 

70) Bei Hesse, Vorles. Ebene, S. 29; Raum, S. 29; Clebsch-Lindemann, 
Vorles. 1, S. 37 ; 2, S. 31 wird der allgemeine Satz § 18, (26) und § 42, (27) aus 
dem speziellen § 18, (27) und § 42, (29) mittels der Transformation § 9, 6 ab- 
geleitet. 

Der Satz für harmonische Strahlen fig == — (i^ in §18,(27) gibt Plücker, 
Entwickl. 1 (1828), S. 23; System (1835), S..22 auch für konjugiert imaginäre 
Grundstrahlen. 

71) Die Koordinaten der geraden Linie § 19, 1 sind von Plücker, J. f. 
Math. 6 (1829), S. 107 = Werke 1, S. 178; Entwickl. 2 (1831), S. Vfl; 1 ff. ein- 
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geführt; die Koordinaten der Ebene § 46, 1 ebenfalls von Flacker^ J. f. Math. 9 
(1831), S. 124 = Werke 1, S. 224; System (1846), S. 1, danach auch von Chasles, 
Deuz principes (1837), S. 636 aufgenommen. 

Die allgemeine Gleichung des Punktes in Linienkoordinaten § 19, (5) er- 
scheint gleichzeitig bei Plücker, Werke 1, S. 179; Entwickl. 2, S. 7; in Ebenen- 
koordinaten § 46, (6) bei Plücker, Werke 1, S. 226; System der Geometrie des 
Raumes (1846), S. 2. Die weiteren Entwicklungsstufen vgl. § 22, (2'); § 29, (2*); 
§ 47, (20; § 68, (3'). 

72) Die Formel § 19, (16) gibt Plücker, J. f. Math. 6 (1829), S. 112 = Werke 1, 
S. 183; Entw. 2 (1831), S. 10; vgl. Hesse, Vorles., Ebene, S. 61; zu § 45, (16) 
Baum, S. 56. 

73) Die Nortncdform der Gleichung des Punktes ist von Plücker, Entw. 2 
(1831), S. 6 angedeutet und in der Form § 19, (16) und § 46, (16) von Hesse, 
Vorles., Ebene, S. 60; Raum, S. 64 eingeführt und verwertet. 

Die Gleichungen der Halbierungspunkte § 20, (7) finden sich bei Plücker, 
a. a. 0. S. 8; § 46, (7) bei Hesse, Vorles., Raum, S. 65. 

74) Die Gleichung der Punktreihe § 20, (3) gibt Plücker, J. f. Math. 6 (1829), 
S. 111 = Werke 1, S. 182; Entw. 2 (1831), S. 8; für den Raum § 46, (3) vgl. 
Hesse, Vorles., Raum, S. 60. 

Auch die Darstellung harmonischer Punkte mit jitj = — f4 in § 20, (14), 
vgl. § 46, (14), verdankt man Plücker, Entw. 2, S. 8; für konjugiert imaginäre 
Grundpunkte System (1836), S. 39. 

Die weitere Entwicklung vgl. § 22, 10; § 29, 8; § 47, 11; § 68, 8. 
76) Die Parameterdarstellung § 20, (17) gibt Plücker, Entw. 2 (1831), S. 8. 
Mit ihr beginnt (vgl. Anm. 60) eine zweite Gruppe von Parameterdarstellungen 
von Punktreihe § 20, (17) und § 46, (17), Strahlbüschel § 20, (170 und Ebenen- 
büschel § 46, (170, bei denen links gemeine Koordinaten und rechts die einfache 
X oder die multiplizierte VerMltniskoordinate fi(=xi) auftreten; vgl. Anm. 80. 

76) Die Transformation der Linienkoordinaten § 21, 2; 8 betrachtet Plücker, 
Entw. 2 (1831), S. 41; Hesse, Vorles., Ebene, S. 109; Clebsch- Lindemann, Vorles. 1, 
S. 61; die Transformation der Ebenenkoordinaten § 46, 10; § 60, 1 Hesse, Vor- 
les., Raum, S. 234. 

77) Die homogenen gemeinen Koordinaten des Punktes x, y, t in der Ebene 
§ 22, 1 und X, y, z, t im Räume § 47, 1, femer u, v, s der Geraden in der 
Ebene § 22, 1 und u, v, w, s der Ebene im Räume § 47, 1 haben alle das ge- 
meinsame Merkmal, mit <=1, bezüglich «=1 in die gemeinen Koordinaten 
§ 10, 2; § 31, 2; § 19, 1; § 46, 1 überzugehen; diese sind, eben weil sie die Mög- 
lichkeit t = oder « = ausschließen, weniger allgemein als jene. 

Die homogenen gemeinen Koordinaten sind für die Ebene von Plücker, 
Entw. 2 (1831), S. 11 und für den Raum von Plücker (1866), Werke 1, S. 626, 
an welchen Stellen sich auch die Bedingung der vereinigten Lage § 22, (5) und 
bezüglich § 47, (5) findet, eingeführt, inzwischen aber in ihrer Bedeutung bei 
der Anwendung der Determinanten und der homogenen Formen von Hesse, J. f. 
Math. 28 (1844), S. 104 = Werke, S. 132; Vorles., Ebene, S. 137 ff.; Raum, S. 67 ff. 
gewürdigt und ausgiebig verwertet worden. ^ 

Sie gehen mit Oj , ft^ , c^ = 1, 0, ; «j , 6j , c, = 0, 1, ; a^ , ft^ , c, =* 0, 0, 1 aus 
den Dreieckskoordinaten § 28, (1) und entsprechend aus den Tetraederkoordi- 
naten § 67, (1) als Spezialfälle hervor, vgl. Plücker, System (1836), S. VIT; Hesse, 

Staude, analyt. Geometrie. 28 >->. j 
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Vorles., Raum, S. 227 und besonders Fiedler, Ges. Zürich 16 (1870), S. 163; 177; 
Darstell. Geom. 3, S. 89; 123; Salmon-Fiedler, Baum 1, S. 57. 

78) Die Gleichung der unendlich fernen Geraden erscheint zuerst in Drei- 
eckskoordinaten bei Plücker (1829), Werke, S. 131; die Gleichung §22,(6) deutet 
Plücker, System (1836), S. VII; S. 16; 137 an; S. 16 bezeichnet er die unendlich 
ferne Gerade als dritte Seite des gewöhnlichen Koordinatensystems, wie § 22, 
Fig. 129. Die Gleichungen § 22, (9); (10), sowie (19) gibt Plücker, Entw. 2 
(1831), S.,6. . 

Die Gleichung § 47, (6) der unendlich fernen Ebene ist angedeutet bei 
Chasles, Deux principes (1837), S. 681; Plücker, System (1846), S. 6. Das Koordi- 
natentetraeder mit drei unendlich fernen Ecken § 47, Fig. 263 , sowie die Glei- 
chlingen S 47, (21) gibt Plücker, System (1846), S. 7. 

79) Die Spezialfölle § 22, 8 und § 47, 9 sind dem Inhalte nach im wesent- 
lichen von V. Staudt, Geom., S. 26 hervorgehoben. 

80) Die Parameterdarstellungen § 22, (24) und (24'), sowie §'47, (26) und 
(26') sind besonders von Hesse, Vorles., Ebene, S. 188; 140; Kegelschnitte, S. 8; 
21; Baum, S. 69; 71 mit homogener Schreibweise von (i aufgestellt und gebraucht 
worden. Sie gehören mit denen von § 49, (22); (30); § 62, (33); (33^) insofern 
noch zu der zweiten Grruppe von ParameterdarsteUwngen (Anm. 76), als sie links 
homogene gemeine Koordinaten (ar, y, t in § 22, (24')) und rechts multiplizierte 
FerMZ^ni^koordinaten fi, bezüglich (vgl. § 7, (8)) Zweiecks- (seits)\L00Td^\n.2A^ii 
enthalten. 

An sie schließt sich endlich die dritte Gruppe von Parameterdarstellungen 
§ 29, (18); (18'); § 30, (24); (24'); § 68, (20); (20'); § 64, (3); (3'); (4); (4'); (12); (12') 
an, die links Dreiecks- und Tetraederkoordinaten und rechts Zweiecks- (seits- öder 
flachs-) Koordinaten aufweisen; vgl. Moebius (1827), Werke 1, S. 60; H. Graß- 
mann (1866), Werke 2, S. 138; aehsch- Lindemann, Vorles. 1, S. 70; 2, S. 98. 

Über die doppelte Anwendu^ng aller dieser Parameterdarstellungen vgl. 
einerseits § 67, H; § 69, 3 und andererseits § 71, 10; 12; § 72, 7. 

81) Die doppelte Form der Bedingungen der vereinigten Lage in Deter- 
minantenform einerseits und in der Form, von Identitäten andererseits gehen auf 
Lame, Examen (1818) zurück, wo S. 31 die Bedingung § 24, (7) und S. 29; 32 
die „Identität" (6), sowie S. 34; 36 die Bedingungen § 61, (7) und (16) vollständig 
angegeben sind; sie finden sich alsdann bei Plücker, Entw. 1 (1831), S. 27; 2, 
S. 8f ; überall zunächst ohne die Bezeichnung der Determinanten. Die voll- 
ständige Angabe der Identitätensätze folgt bei Hesse, Vorles., Ebene, S. 21 ; 63 ; 
Baum, S. 20; 66; die Einführung der Determinanten ebenda Baum, S. 106; vgl. 
H. Graßmann, J. f. Math. 49 (1866), S. 3 = Werke 2, S. 138; Baiteer, Geom., 
S. 406. 

82) Auf die Spezialftllle § 24, 9 weist v. Staudt, Geom., S. 13 hin; vgl. 
Plücker, Entw. 1 (1829), S. 36. 

83) Die Beweise § 24, 10; § 62, 6; 10, die Clebsch- Lindemann, Vorles. 1» 
S. 46; 2, S. 34 gibt, beruhen auf der Herstellung der Gleichungsformen § 66, (10), 
(11) aus der Voraussetzung der Perspektiven Lage, ebenso wie § 6, (4) auf der 
Herstellung der Form § 65, (11). 

84) Über den Ursprung der Transversalensätze heim Breieck § 26, (16') bei 
Menelaos und § 26, (19) bei G. Ceva vgl. Cantor, Geschichte 1, S. 360; 3, S. 18; 
Tropf ke, Geschichte 2, S. 91; vgl. femer Carnot, g4om. (1803), S. 276; 281; trans- 
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versales (1806), S. 66 ff.; Poncelet, Trait^ (1822), S 78; 84; zur Vorzeichenbestim- 
mimg Moehius (1827), Werke 1, S. 288. Die analytischen Beweise § 26, 2; S 
rühren im wesentlichen von Plücker, Entw. 1 (1829), S. 16; 2 (1831), S. .30 her; 
vgl. Plücker, System (1836), S. 44. 

Über die Transversalensätze bei der Ecke und heim sphärischen Dreiecke 
§ 64, 4 und 6 vgl. Carnot, transversales, S. 86; Moehius, Werke 1, S. 198; 
BaUzer, Elemente 2, S. 201; 262; Hesse, Vorles., Raum, S. 23; 26. 

Die entsprechenden Sätze über das Tetraeder beziehen sich entweder auf 
Transversalehenen durch die sechs Kanten § 66, 4 oder auf TransverscMirahlen 
durch die vier Ecken § 62, 2. Von jenen (vgl. Tropf ke, Geschichte 2, S. 386) 
sind die auf die Halbierungsebenen bezüglichen Sätze § 66, 5 analytisch von 
Magnif^s^ Aufgaben 2, S. 49; Hesse, Vorles., Raum, S, 26 behandelt; diese von 
0. Hermes, J. f. Math. 66 (1868), S. 220; vgl. K. Doehlemann, Arch. Math. Phys. 
(2) 17 (1900), S. 160. 

86) Zur Geschichte des Satzes vom Höhenschnittpunkt § 26, 7 vgl. Baltzer, 
Elemente 2, S. 41; Tropf ke^ Geschichte 2, S. 87. Der entsprechende Satz für 
das Tetraeder § 62, 4 ist von Steiner, J. f. Math. 2 (1827), S. 97 =- Werke 1, 
S. 128; Entw. (1882), S. 316 = Werke 1, S. 464 angegeben; der analytische Be- 
weis § 62, 4 rührt, abgesehen vom Gebrauch der Linienkoordinaten, von 
0. Hermes, J. f. Math. 66 (1868), S. 241 her; vgl. Joachimsthai, Arch. Math. Phys. 
(1) 32 (1869), S. 109; Schröter, Oberflächen (1880),. S. 96; 204. 

86) Die Begriffe Harmonikalpunkt und Harmonikale § 26, 1, ursprünglich 
als Pol und Polare in bezug auf das Dreieck bezeichnet, finden sich bei Plücker, 
Entw. 2 (1831), S. 24; 269; System (1836), S. 10; 34 im wesentlichen in der 
Weise § 26, 1—8 abgeleitet; vgl. v. Staudt, Geom. (1847), S. 48; Hermes, J. f. 
Math. 66 (1868), S. 204; Cremona, Ann. di mat. (1) 2 (1869), S. 21; HessCy Vorles. 
Ebene, S. 40; Schröter, Oberflächen, S. 287; Fiedler, Darst. Geom. 3, S. 79; 176. 

Die Harmonikale eines Punktes ist nach § 28, 11 auch seine Polare in 
bezug auf das als Kurve 3. Ordnung : x^x^x^ = betrachtete Dreieck. 

Die Harmonikalehene § 66, 8 und die Harmonikalbeziehungen § 62, 3 werden 
von Hermes, J. f. Math. 66 (1868), S. 206 gegeben. 

87) Das vollständige Vierseit führt Carnot, G^om. (1803), S. 120; transver- 
sales (1806), S. 69 ein, die duale Unterscheidung zwischen Viereck und Vierseit 
§ 27, 1 Steiner, Entw. (1832), S. 72 = Werke 1, S. 287. Zu den Sätzen über die 
harmonischen Beziehungen § 27, 4; 6; 7 vgl. Tropf ke, Geschichte, S. 52; 92; 96; 
Carnot, Gäom., S. 28?; transversales, S. 74; Poncelet, Traitä (1822), S. 82; Moehius 
(1827), Werke 1, S. 239; Plücker, Entw. 1 (1828), S. 23; 2 (1831), S. 30. Der 
analytische Beweis § 27, 2; 3; 4; 6 ist von Hesse, Vorles. Ebene, S. 43; Clebsch- 
Lindemann, Vorles. 1, S. 66 ausgebildet. 

Entsprechende Sätze über das Fünf flach (Fünfeck) und Sechsflach im Räume 
hat Hermes, J. f. Math. 66 (1868), S. 208; 210; 247 abgeleitet. 

88) Die Konstruktion des vierten harmonischen Elementes § 27, 5 rührt 
nach Cantor, Geschichte 3, S. 122 von de la Hire (1639) her; sie findet sich als- 
dann bei BHanchon, lignes (1817), S. 9; Steiner, Entw. (1832), S. 76 = Werke 1; 
S. 290; V, Staudt, Geom., S. 43. " 

89) Die ersten Dreiecks- und Tetraederkoordinaten sind die bary zentrischen 
Koordinaten von Moehius (1827), Werke 1, S. 60 ft. Sie schließen sich zunächst . 
an die homogen geschriebene reine Verhältniskoordinate j&j P : ^, P in § 6, (1) 

28* 
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an und verhalten sich wie die Dreiecke E^E^F: E^ E^ P : E^ E^P in § 28, 
Fig. IßO und die Tetraeder E^E^E^P'.E^E^E^P.E^E^E^PiE^E^E^P in 
§ 67, Fig. 304. Aus den allgemeinen Dreiecks- und Tetraederkoordinaten gehen 
sie, ähnlich wie die reine VerhältniBkoordinate aus den allgemeinen Zweiecks- 
koordinaten (Anm. 38), dadurch hervor, daß der Einheitspunkt E^, § 28, Fig. 168 
und § 57, Fig. 804 in den Schwerpunkt des Dreiecks oder Tetraeders verlegt 
wird; die zugehörige Einheitslinie § 28, 10 und Einheitsebene § 67, 9 wird dann 
unendlich fem, vgl. P2MCÄ;er, System (1836), S. 11; Hermes, J. f. Math. 66 (1859), 
S. 206; vgl. auch Klein, Vorles., S. 25; Jdhnke, Vektorenrechnung, S. 93. 

Die allgemeinen Dreiecks- und Tetraederkoordinaten des Punktes und der 
Geraden in der Ebene § 28, 1 — 8, des Punktes und der Ebene im Räume § 57, 1 — 8 
sind eine Schöpfung von Plüdcer, J. f. Math. 5 (1829), S. 1 = Werke 1, S. 124; 
Entw. 2 (1831), S. 2; Syatem (1835), S. 5 ff.; System (^846), S. 3ff.; vgl. auch 
Hesse, Vorles. Ebene, S. 143; Raum, S. 222; Kronecker, J. f. Math. 72 (1870), 
S. 169 und zu § 28, 8; § 57, 8 Clebsch- Lindemcmn, Vorles. 1, S. 62; 2, S. 80. 

Durch die Doppelverhaltnisse § 28, 14; § 67, 12 erklärt die Dreiecks- und 
Tetraederkoordinaten im Anschluß an v. Sbaudt, Beiträge S. 266, zuerst Fiedler, 
Ges. Zürich 16 (1870), S. 152 ff.; vgl. Darstell. Geom. 3, S. 72 ff.; Salmon-Fiedler, 
Kegelschnitte, S. 102 ff.; Raum 1, 4. Aufl., S. 50; vgl. ferner Lüroth, Math. Ann. 8 
(1875), S. 207; B. Sturm, Math. Ann. 9 (1876), S. 343; Killing, Grundlagen 1, 
S. 119. 

90) Die Formeln § 28, (24) gibt zuerst Plücker, System (1835), S. 10; vgl 
§.66,(33); §67,(24). 

91) Die Transformation der baryzentrischen Koordinaten behandelt Moehius, 
Werke 1 , S 58. Die allgemeine Transformation der Dreiecks- und Tetraeder- 
koordinaten § 30 und § 63 wird von Plücker, System (1846), S. 49 und Hesse, 
Vorles. Raum, S. 226; 259 auf die linearen Substitutionen § 30, (1) und §63,(1) 
zurückgeführt; vgl. Salmon-Fiedler, Kegelschnitte, S. 116; Fiedler, Darstell. 
Geom. 3, S. 421. 

92) Über den Zusammenhang des Grund- und Aufrißverfahrens mit der 
Koordinatenbestimmung § 31, 7 vgl. Cantor, Geschichte 2, S. 619; 3, S. 767; 
Chr. Wiener, Darstellende Geometrie 1, S. 17; 23; 24; Fiedler, Darstell. Geom. 1, 
S. 261. 

93) Die Festsetzungen § 32, 2 (vgl. § 1, 3; § 2, 8) und § 32, 5 gibt BaUzer, 
Elemente 2, S. 170; Geom., S. 372. Über den Winkel einer Geraden gegen eine 
Ebene § 32, 8 vgl. BaUzer, Elem. 2, S. 455; Geom., S. 413. 

94) Der Ausdruck § 32 , (9) findet sich zur Bestimmung des Rauminhaltes 
eines Tetraeders bei G, Monge, Corr. polyt. 2 (1809), S. 5; vgl. Tropf ke, Ge- 
schichte 2, S. 386. Daß ein eigner Name für ihn erwünscht sei, betont Jacohi, 
J. f. Math. 2 (1827), S. 228 = Werke 3, S. 48 bei Gelegenheit der Formel: 

1 — cos*a — cos*^ — cos'y -|- 2cosa • cosß • cosy 

= 48m — ' ^ ' ^ . sin — ^-^ ' sin tlJUL . gm ^ v ^ r . 

2 2 2 2 

Den Namen „Sinus eines Dreikants (einer dreiseitigen Baumecke/'' führt alsdann 
v.Staudt, J. f. Math. 24 (1842), S. 265 für das Produkt: sin|rj • sin(j7|,ö in 
§ 41, (26) ein; vgl. Moehius, Werke 3, S. 88. Die Formehi § 41, (27) gibt Fran- 
gais, J. öc. polyt. 14 (1808), S. 190. Über die Bezeichnung Ecke vgl. Tropf ke. 
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a. a. 0., S. 376. Daß der Ausdruck unter der Wurzel in § 32, (9) positiv und 
zwischen und 1 gelegen ist, beweist direkt BdUzer^ Geom., S. 374; 380; 383; 
Determ., S. 199; vgl. auch Elemente 2, -S. 182; 322; 347; femer Jahnke, Vektoren- 
theorie, S. 103. 

Zur Analogie zwischen ^mxy und sinxfz vgl. § 11, (4) und § 32, (9); 
§ 14, (3) und § 37, (9); § 14, (19) und § 37, (20); § 16, (3) und § 39, (9); § 16, (9) 
und § 39, (11). 

96) Die Bedingung § 33, (18): 

'" — 1 o* a* 

b' — l &« 



a« + &« + c«— 1 = 



a' 



c«-l 



= 



drückt zugleich aus, daß die drei Kegel k^, Är^, ky (§ 38, 10): 

(&« — 1) y» + fc* (j?* + a?«) = , 
{c^-l)z' + c\x* + y^) = 0, 

je mit beiden Mänteln genommen, vier gemeinsame Erzeugende haben. 

96) Die Formel § 36, (1) gibt Camot, Transversales (1806), S. 64; Frangais, 
J. 6c. polyt. 14 (1808), S. 189; Gauß (1827), Werke 4, S. 220. 

97) Die Gleichungen § 37, (12) kommen zuerst bei Fran^ais, J. 6g. polyt. 14 
(1808), S. 186 und Chasles, Corr. polyt. 3 (1816), S. 302 vor, dann bei Jaeöbi, 
J. f. Math 8 (1831) = Werke 3, S. 107; Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 56; Baltztr, 

Determ., S. 173, IV; vgl. Anm. 66. Auch die Formeln § 41, (23) geben mit ««^^ 

und o^ , 6j , Cj für o, h, c die dritte Kolonne der Formeln § 37, (12). 

98) Die Darstellung § 38, (9) gibt Euler (Michelsen), Introductio 2, S. 366; 
vgl. Mange-Hachette , J. 6c. polyt., cah. 11 (1802), S. 149; Magnus, Aufgaben 2, 
S. 66; Baltzer, Geom., S. 386; Determ., S. 172, Über die rationale Parameter- 
darstellung der Koeffizienten der orthogonalen Substitution vgl. Baltzer, Det., 
S. 176; Pascal, Det., S. 160; Enzyklopädie 1, S. 328. 

99) Den Ausdruck „Stellung einer Ebene"' § 41, 2 führt v. Staudt, Geom. 
(1847), & 16 ein; vgl. Baltzer, J. f. Math. 46 (1863), S. 146; Elemente 2, S. 145. 

100) Die Gleichungen § 43, (10) folgen durch Entwicklung der nach 
Anm. 1, IV, 3 identischen Gleichung: 

£ 3/,- ^i 1 
y z 1 

1 2/1 ^1 1 

» Vt ^« 1 

nach den Elementen der ersten Zeile (Anm. 1, III, (17)). Daß eine der drei Glei- 
chungen aus den zwei andern folgt, entspricht einer nach Cantor, Geschichte 3, 
S. 766 von Clairaut gemachten Bemerkung. 

Die Gleichungen § 43, (13) folgen auch aus (6) durch Elimination von z 
und y\ daß die algebraische Elimination der geometrischen Projektion entspricht, 
hebt Monge, Gäomätrie däscriptive, hrsg. v.' Haußner, S. 78 hervor. 

101) Das Moment zweür geraden Linien § 44, (12); (26); § 48, (26) wird von 
A. Cayley, Trans. Cambr. Phil. Soc. 11, part. 2 (1869), S. 294 definiert, vgl. auch 
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Briaschi, J. f. Math. 60 (1866), S. 236; Salmon- Fiedler , Eaum 1, S. 46; Baltzer, 
Geom., S. 418; Clehsch- Lindemann, Vörles. 2, S. 47; zu § 44, 9 Timerding, Enzy- 
klopädie IV 1, S. 136. 

Der Unterschied des Schraubensinnes dreier gerichteten Geraden § 32, 10 
und desjenigen zweier gerichteten Geraden in §44,8 entspricht dem Unter- 
schied der Determinanten § 37, (3) und § 44, (12); jener hängt nur von der 
Bichtung der drei Geraden (die sich auch in einem Punkte schneiden können, 
§ 32, 8), dieses auch von der Lage der zwei Geraden ab (die sich nicht schneiden 
dürfen). 

102) Die beiden Aufgaben § 43, 10 und § 44, (22) behandelt Magnus, Auf- 
gaben 2, S. 29; 39; die Formeln §44,(19) und (22) vgl. bei Salmon- Fiedler, 
Raum 1, S. 42 f.; 46. 

103) Ober die geschichtliche Entwicklung der Liniengeometrie vgl. A. Clebsch 
in Pliicker'8 Werken 1, S. XXX; A. Schoenflies, ebenda S. 620. 

Als Koordinaten der geraden Linie im Räume wurden ursprünglich von 
Flacker, System (1846), S. 322; Proc. R. See. London 14 (1866) = Werke 1, S. 463; 
Phil. Trans. R. Soc. London 166 (1865) = Werke 1, S. 471 die vier Größen h^, 6, 
Cq, c in § 43, 7 oder andere nicht homogene Konstanten eingefährt, aber schon 
.a. a. 0. (1866), Werke 1, S. 627 und Neue» Geometrie (1868), S. 2 geht Flücker 
zu den sechs homogenen durch die Gleichung § 48, (5) verbundenen Koordinaten 
§ 48, (3) über. Dieselben wurden von Cayley, Quart. J. 3 (1860), S. 225 6 (1862), 
S. 81 als „neue Koordinaten" angewendet, um eine • Raumkurve mittels des von 
einem beliebigen Punkte über ihr errichteten Kegels darzustellen, aber nicht 
als Xmienkoordinaten bezeichnet. Als solche behandelt sie Cayley, Trans. 
Cambr. Phil. Soc. 11, part 2 (1869), S. 290. Die Bezeichnung § 48, (3) stimmt 
mit Salmon- Fiedle r , Raum, S. 70 überein und lehnt sich bereits an die von 
§ 69, (1) an. 

Die Tetraederkoordinaten der Geraden § 59, 1 erscheinen bei F. Klein, 
Dissert. (1868) = Math. Ann. 23-, S. 640; ohne die Indizesbezeichnung auch bei 
G. Battaglini, Giomale di mat. 6 (1868), S. 24; 239; weiter bei Klein ^ Math. 
Ann. 2 (1870), S. 200; v. Brach, ebenda S. 128; W. Fiedler, Ges. Zürich 16 (1870), 
S. 179; vgl. Darstell. Geom. 3, S. 143; Salmon- Fiedler , Raum 1, S. 66; Pasch, 
J. f. Math. 76 (1873), S. 106. 

104) Den Satz § 48, 2 und die Hauptgleichungen § 48, (4) gibt Flacker 
(1866), Werke 1, S. 626; vgl. Klein, Math. Ann. 23 (1884), S. 641 und die all- 
gemeineren Entwicklungen bei Klein, Vorles., S. 236. 

Zu der Gleichung § 48, (10); § 59, (7) vgl. den allgemeinen Satz von Brill, 
Math. Ann. 4 (1871), S. 530; Pasch, J. f. Math. 76 (1873), S, 108. 

106) Den Ausdruck „StrahlbündeV'' führt v. Staudt, Geom. (1847), S. 4 an 
Stelle des von Steiner, Syst. Entw. (1832), S. XIV = Werke 1, S, 237 und 
F. Seydewitz, Arch. Math. Phys. (1) 9 (1846), S, 166 gebrauchten Ausdruckes 
„räumliches Strahlbüschel" ein. Strahlhundel und Ehenenbündel sind ebenso 
wie Pu/nktfeld und Strahlfeld (ebenes System) hinsichtlich ihrer Mächtigkeit 
(oo* Elemente) nach v. Staudt, a. a. 0. S. 11, Grundgebilde zweiter Stufe (vgl. 
Anm. 13). In jedem solchen Gebilde dienen zwei nicht homogene, bezüglich drei 
homogene gemeine Koordinaten zur Bestimmung der Elemente: im Felde für 
den Punkt x, y,t % 22, 1; § 49, 2 und x,y, z % 49, 2, für den Strahl u, v, s 
% 22, 1; § 49, 3 und u, v, w % 49, 4; im Bündel für die Ebene u, v, w und u, v, s 
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§ 49, 5; 10, für den Strahl x, y, z und x^y^t % 49, 6; 11; die Koordinaten des 
Strahles in Ebene und Bündel sind Spezialfälle der Koordinaten pj^^, qj^^ des 
Strahles im Baume § 49, 8; 4; 6; 11. 

Die gemeinen Koordinaten im Bflndel (Koordinaten einer Bichtung § 38, 8 
oder Stellung § 42, 8 nach BdUzer, 6eom., S. 864; 872; 400) finden sich bei 
Cayley, Cambr. Dubl. Math. J. 1 (1846), S. 29; Sälman- Fiedler, Kegelschnitte, 
S. 677 ; Raum 1 , S. 427. Die Sätze § 49 , 15 ; 10 gibt im wesentlichen Gayley, 
a. a. 0. S 29. 

Die ersten Dreikants-(Dreiflach8-)koordinaten im Bündel § 56, 4 sind die 
baryzen tri sehen Koordinaten der Kugelpunkte von Moehius (1846), Werke 2, 
S. 32; 33. 

Über den Gegensatz zwischen der Geometrie der Kugelfläche (des Bündels) 
und der der Ebene vgl. Fiedler, neuere Geom., S. 234; Killing, Grundlagen 1, 
S. 62; Poincare, Wissenschaft, S. 39; zur älteren Geschichte der Geometrie der 
Kugelfläche Tropf ke, Gesch. 2, S. 269 fF. 

106) Die Gleichung des Ebenenbündels § 63, (2) rührt von Lame, Examen 
(1818), S. 29 her; vgl. Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 20; Hesse, Vorles. Raum, 
S. 70; Clebsch'Lindemann, Vorles. 2, S. 99; vgl. § 68, (26). 

Über die Gleichungen des StraMbündels § 63, (6) vgl. Sahnon- Fiedler, 
Raum 1, S. 216; vgl. § 68, (26). 

107) Die Parameterdarstellung von Punktfeld und Ebenenbimdel folgt der 
Entwicklung des Koordinatenbegriffs. Bei der ersten Gruppe solcher Darstell- 
ungen werden gemeine Koordinaten im Räume durch gemeine im Punktfeld und 
Ebenenbündel dargestellt: §40,(19) x,y,z durch J, rj; §60,(8) x,y,z,t: 
x\ y\ *'; § 46, (19) u, v, w : X, ft, r; § 60, (10) u, v,w,s: u\ v\ w; § 60, (12) 
u, V, w, s : u, V, s\ 

Bei einer zweiten Gruppe sind gemeine Koordinaten durch allgemeine Ver- 
hältniskoordinaten ausgedrückt: § 63, (3') x,y, z, t durch fii, ^s, ft,; § 53, 3 
u, v,w,s: f*!, f*,, ^,. 

Die dritte Gruppe gibt die Tetraederkoordinaten im Räume abhängend von 
den Dreieckskoordinaten des Punktes im Felde und den Dreiflachskoordinaten 
der Ebene im Bündel: § 58, (29'); (29); § 64, (1); (1^; die entsprechende Dar- 
stellung des Punktfeldes in baryzentrischen Koordinaten (Anm. 89) gibt Moebius 
(1827), Werke 1, S. 71. ' , ^ 

Anwendung finden diese Parameterdarstellungen in § 62, 9; § 69, 8; § 72, 5. 

108) Die Parameterdarstellungen von Sh'ohlbündel und Strahlfeld leimen 
sich an die Plückerschen Linienkoordinaten an. Die erste Gruppe gibt die sechs 
gemeinen Linienkoordinaten im Räume dargestellt durch gemeine Koordinaten des 
Strahles in Bündel und Feld: § 60, (11) jp^j durch x', y' , z' \ § 60, (13)- jp^j : x , y, 
«'; § 60, (9) jp;j.j : u , v, 5 ; die zweite Gruppe durch allgemeine Verhältnis- (Drei- 
flachs oder Dreieck8-)koordinaten: § 58, (7) gj^j., durch Vj , Vg, Vj ; § 63, (7') Pkiiv^, 
y, , ^8 . Die dritte Gruppe gibt die sechs Tetraederkoordinaten der Linie durch 
ihre Dreiflachs- und Dreieckskoordinaten in Bündel und Feld: § 64, (2); (2'), nach 
Klein, Math. Ann. 23 (1868), S. 645; 2 (1870), S. 200. 

109) Die Bedingungen § 69, (26); (25') gibt Klein, Math. Ann. 23 (1884), 
S. 646. 

110) Die Gleichung der geraden Linie in Linienkoordinaten § 60, (8) gibt 
inhaltlich (vgl. Anm. 103) zuerst Cayley, Quart. J. 3 (1860), S. 226. 
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111) Der allgemeine lineare Komplex § 60, (12) {„StraJilengewinde^'^ nach 
Sturm, Liniengeometrie 1 (1892), S. 63) tritt zuerst bei Flücker (1865), Werke 1, 
S. 464; 478; Neue Geom., S. 26 auf; tgl. auch Clebsch in Plücker'a Werken, 
S. XXX. Die von Moebius als j^NuUsystem'' bezeichnete reziproke Verwandt- 
schaft (vgl. Anm. 119) hatte diesen, J. f. Math. 10 (1883), S. 317 = Werke 1, 
S. 489; Werke 3, S. 118 ebenfalls auf dasselbe Gebilde geführt. 

112) Die Komplexkoordinaten § 60, 5 sind von Klein, Math. Ann. 2 (1870), 
S. 868 eingeführt worden; vgl. Pasch, J. f. Math. 76 (1873), S. 110. 

Die Bedingung § 59, (15) bedeutet, wenn pj^, pj^, die Koordinaten zweier 
Komplexe sind> daß sich diese in ^^involutorischer Lage^* befinden, nach Klein, 
a. a. 0. S. 201; 368 und Math. Ann. 4 (1871), S. 414; Vorles., S. 179; 489. Pasdi, 
a. a. 0. S. 110. 

113) Die gemeinsamen Transversalen von vier Geraden § 60, 6 sind nach 
einer Aufgabe von Gergonne, Ann. de math. 17 (1826/27), S. 83 von Brianchon- 
Petit, Corr. polyt. 1 (1808), S. 434; Steiner, J. f. Math. 2 (1827), S. 268 = Werke 1, 
S. 147; Entw., S. 243 = Werk© 1, S. 402; BohiUier - Garhinsky , Ann. de naath. 
(1827/28), S. 182; Garhinsky, J. f. Math. 5 (183(0, S 174; Moebius (1827), Werke 1, 
S. 310; Ä. Grunert, Arch. Math. Phys. (1) 1 (1841), S. 136; Ä. Cayley, Cambr. 
Dubl. math. J. ^(1843), S. 232 behandelt worden. 

114) Der Begriff der hyperboloidischen Lage § 60, 7 kommt bei Steiner, Entw. 
(1832), S. 316 = Werke 1, S. 454 vor; den Ausdruck selbst gebraucht Hermes, 
J. f. Math. 56 (1858), S. 21^; Schröter, Oberflächen, S. 95. Die analytischen Be- 
dingungen § 60, 7 gibt Salmon-Fiedler, Vorles. Raum 1, S. 78; Baltzer, Geometrie, 
S. 520; Jahnke, Vektorenrechnung, S. 126. 

115) Der Satz § 62, 6 geht auf CayUy, Quart. J. 1 (1857), S. 10 zurück, 
der Beweis §62,6 Auf Hermes, J. f. Math. 56 (1858), S. 222; vgl, die synthetische 
Behandlung bei Schröter, Oberflächen, S. 153. 

116) Die Transformation der Linienkoordinaten ist in der Form § 50, (6) 
von Plücker, Neue Geom. (1868), S. 11 ff.; 155 f. behandelt; die Transformation 
der Tetraederkoordinaten der Geraden § 63, (19); (20) führt zuerst Klein, Dissert. 
(1868) = Math. Ann. 23, S. 546 durch, indem er- zugleich nachweist, daß diese 
Transformation diejenige lineare Transformation der sechs Variabein pj^ ist, die 
die Gleichung P=0, § 59, 2 invariant läßt, vgl. ferner Klein, Math. Ann. 2 
(1870), S. 20 J; 366; Vorles., S. 189; 491; Battaglini, Giornale di mat. 6 (1868), 
S. 240; Fiedler, Darstell. Geom. 3, S. 420. 

117) Die Definition der projektiven Beziehimg zweier Grundgebilde 1. Stufe 
§ 65, 1 gibt Moebius (1827), Werke 1, S. 279 („Kollineationsverwandtschaft*'); 
Steiner, Entw., S. 4 = Werke 1, S. 242 („projektivisch"); vgl. v. Staudt, Beitr., 
S. 263. Über die eingehendere Begründnng vgl. Klein, Math. Ann. 6 (1873), 
S. 139; 7 (1874), S. 531; Vorles., S. 301; Lü/roth, Math. Ann. 8 (1875), S. 147; 
Weierstraß, Werke 3, S. 161. 

Die Determinante § 65, (26) betrachtet v. Staudt, Beitr., S. 263; über die 
analytische Darstellung überhaupt vgl. Fiedler, Neuere Geom., S. 26; Darst. 
Geom. 3, S. 243; C. Ä. v. Brach, Kubische Kegelschnitte (1867), S. 16. Die Um- 
formung § 65, 6 nach Cayley, Philos. Trans. 148 (1858), S. 436; Baltzer, Det., S. 32. 

118) Die Verwandtschaft der Kollineation („nach der geraden Linie") für 
Ebene und Raum ist zuerst von Moebius (1823), Werke 1, S. 395; (1827), Werke 1, 
S. 266 allgemein begründet worden. Die analytische Darstellung in § 67, (1) 
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zunächst in gemeinen Koordinaten gibt Moehius, Werke 1, S. 461 ; 499 ; § 69, (1) 
Magnus, J. f. Math. 8 (1832), S. 60; Chasles, Deux principes (1837), S. 767; 
Plücker, System (1836), S. 60; System (1846), S. 9. Den Zusammenhang mit den 
Dreiecks- und Tetraederkoordinaten, der sich in der kanonischen Form § 67,(12); 
§ 69, (19) ausspricht, erkannte Plücker, System (1836), S. 64; 70; System (1846), 
S. 7 im Anschluß an Moehius; die multiplizierte kanonische Form § 69, (20) 
kommt in einem Spezialfall bei Chasles^ Coit. polyt. 3 (1816), S. 326 ; allgemeiner 
Deux principes (1837), S. 746 vor; vgl. auch Fiedler, Ges. Zürich 16 (1870), S. 169; 
Klein, Vorles., S. 273 fF. 

119) Historisch hat der Begriff fler Beziprozität drei verschiedene, wenn auch 
ineinander übergreifende Auffassungen erfahren; vgl. Ausführlicheres bei Clebsch 
in Plücker'B Werken 1, S. XVni; Kotier, Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 6, S. 160; 
femer Tropfke, Geschichte 2, S. 96). 

Er erscheint zuerst bei Brianchon, J. ^c. polyt., cah. 13 (1806); PonceUt, 
Traitä (1822), S. 121; J. f. Math. 4 (1829), S. 19; Plücker, Entw. 2 (1831), S. 262 
als Polarverwandtschaft in 'bezug auf eine Kuroe oder Fläche 2. Ordnung als 
Direktrix. 

Eine zweite Auffassung setzt mit Gergonne und Steiner a. den Anm. 29 
a. 0. 0. ein. Für sie tritt das Prinzip der Dualität unabhängig von einer Direktrix 
,,zugleich mit den Grundgebilden*' {Steinei' (1832), Werke, S. 234) als eine Eigen- 
schaft der Figuren („propri^t^ inhärente aux figures de T^tendue", Chasles, Deux 
principes (1837), S. 676) in der Geometrie der Lage hervor. Diese Auffassung 
findet gleichzeitig ihren durchgreifenden analytischen Ausdruck in dem von 
Plücker (vgl. Anm. 71) begründeten Gebrauch der Koordinaten der geraden 
Linie und der Ebene und der symmetrischen Form der Bedingung der ver- 
einigten Lage § 22, (6); § 29, (1); § 47, (6); § 68, (2), womit von vorn herein 
(Plücker, Entw. 1 (1828) und 2 (1831)) die Gleichungen der analytischen Geometrie 
eine doppelte (duale) Deutung erfahren. 

Nach einer dritten von Moebius (1827), Werke 1, S. 371; (1838), Werke 1, 
S. 492 und Plücker, Entw. 2 (1831), S. 269; 283; System (1836), S. VII; 73; 
System (1846), S. 10; 318 begründeten, auch von Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 120; 
Oiasles, Deux principes (1837), S. 686 aufgenommenen Auffassung ist die Dualität 
eine der KoUineation (Anm. 118) nebengeordnete Verwandtschaft, durch die zwei 
Ebenen § 67, 7 oder zwei Räume § 69, 6 aufeinander bezogen werden. 

Die erste Auffassung ist ein Spezialfall der dritten, und zwar -gehen die 
Gleichungen § 67, (16) und § 69, (21) der allgemeinen Reziprozität in die der po- 
laren über, wenn c^i= c,;^ genommen wird (Magnus, Aufgaben 2, S. 127); ein 
zweiter Spezialfall der Gleichungen § 69, (21) der Reziprozität im Räume: Cj^j^ = 0, 
C;tj== — Cij^ gibt die Verwandtschaft des Nnllsystems (Anm. 111). 

Die allgemeine Reziprozität ist ihrerseits ein Spezialfall der Berühnrngs- 
transformationen, vgl. Plücker, Entw. 2, S 251 ; Lie, Transformationsgruppen II, S. 17. 

120) Die Gleichung § 70, (1) einer Punktgruppe benutzt Euler (Michelsen), In- 
trod. 2, S. 249; über die Gleichung § 70, (10) vgl. Fiedler, Neuere Geom., S 10; 
Clebsch, Formen, S. 50; Clebsch- Lindemann, Vorles. 1, S. 173. 

121) Komplexe Werte der Koordinaten § 70, 2 werden schon von Euler 
(Michelsen), Introd., S. 7 in Betracht gezogen; vgl. femer Poncelet, Tr.iitä (1822), 
S. 27; Plücker, Entw. 1 (1828), S. V; System (1836), S. 22; 39; Moebius (1862), 
Werke 2, S. 191; v. Staudt, Beitr. (1866), S. IV; 76; 94; 114; August Progr. d. 
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Friedr.-Realsch. B^rliii 1872; Klein, Programm Erlangen (1872) = Math. Ann. 43, 
S. 78; 0. Stolz, Math. Ann. 4 (1871), S. 416; J, Luroth, Gott. Nachr. 1873, S. 767; 
Math. Ann. 8 (1876), S. 146; Fiedler, Darst. Geom. 3, S. 45; Clebsch-Lindemann, 
Vorlöfl. 1, S. 173; 2, S. 104; Klein, Vorles., S. 353. 

122) Die ersten Ki^rvengleichungen in gemeinen Koordinaten § 71, (1) finden 
sich nach Cantor, Geschichte 2, S. 740; 745 bei Descartes und Fermat; vgl. 
Tropf ke, Geschichte 2, S. 416 ; 419 ; die Gleichung einer Kurve in Dreieckskoordi- 
naten § 71, (7) erscheint bei Flacker, J. f. Math. 6 (1829), S. 35 = Werke 1, 
S. 167. 

Die Oberflächengleichungen in gemeinen Koordinaten § 72, (1) sind nach 
Cantor, Geschichte 3, S. 401; 755 von Ä. Parent (1700) und Ä. C. Clairaut (1731) 
betrachtet worden, vgl. Euler, Introd. (Michelsen), S. 321 ff. Die Gleichung 
einer Fläche in Tetrctederkoordinaten § 72, (4) kommt zuerst bei Flacker, System 
(1846), S. 16 vor. 

123) Das Wort Klasse ist von Gergonne, Ann. de math. 18 (1827/28), S. 151 
eingeführt worden. Die Gleichungen der Kurven und Flächen n**' Klasse § 71, (1') 
und § 72, (1') sind zuerst von Flacker (1829), Werke 1, S. 180; Entw. 2 (1831), 
S. 2; 264; System (1846), S. 16 gegeben. 

124) Der Satz von der Erhaltung des Grades einer Kurvengleichung bei 
Koordinatentransformation § 71, 9 wird nach Cantor ^ Geschichte 3, S. 772 von 
de Grua (1740) bemerkt; für eine Flächengleichung § 72, 4 von Euler (Michelsen), 
Introd. 2, S. 867 ; daß der Satz auch beim Übergang zu Dreieckskoordinaten fort- 
besteht, gibt Flacker, System. (1835), S. 6 an. 

Nach § 67, (1), (16) und § 69, (1), (21) bleibt der Grad einer Gleichung auch 
bei jeder KoUineation und Korrelation derselbe. 

125) Der Satz von der Zahl der Schnittpunkte zweier Kurven rührt nach 
Cantor, Geschichte 3, S. 426 von Maclaurin (1720) her; vgl. Euhr (Michelsen), 
Introductio 2, S. 260 ff.; Fascal, Repertorium der höheren Mathematik 2, 
S. 126. 

126) Die Bedeutung § 71, 18 des Grades einer Kurve ist nach Cantor 3, 
S. 404 von J. Newton (1706) gegeben; das Verfahren der Bestimmung der Schnitt- 
punkte § 71, 10; 12 folgt der Entwicklung der Parameterdarstellungen der Ge- 
raden (Anm. 60; 76; 80), vgl. Euler (Michelsen), Introd. 2, S. 249; Cauchy, Exer- 
cices 3 (1828), S. 2. 

Das Verfahren § 72, 5 zur Bestimmung der Schnittkurve einer Ebene mit 
einer Fläche rührt nach Cantor, Gesch. 3, S. 769 f. von Clairaut (1781) her; zu- 
gleich mit der Bedeutung § 72, 6 der Ordnung einer Fläche gibt es Euler, 
Introd. 2, S. 367. 

Die dualen Methoden § 71, 10; 12; § 72, 5; 7 sind von Flacker, Entw. 2 
(1831), S. 48; System (1836), S. 290; System (1846), S. 16 geschaffen; vgl. Hesse, 
Vorles. Ebene 2, S. 19; 21; Raum, S. 146. 

127) Über die Anfänge der Lehre von den Baumkurven § 72, 3 bei Des- 
cartes (1637), H. Fitot (1726) und A. C. Clairaut (1731) vgl. Cantor, Gesch. 2, 
S. 743; 3, S. 428; 755; vgl. ferner Euler, Introd. 2, S. 382. 

Die Gleichungen in Tetraederkoordinaten gibt Flacker, System (1846), S. 16. 

Die Darstellung der Äbwicklungsflächen (surfaces däveloppables) durch die 
beiden Gleichungen §72,8 gibt Flacker, System (1846), S. 17; Chasles, Deux 
principes (1837), S. 634. Die Darstellung des Kegels durch zwei Gleichungen 
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in Ebenenkoordinaten § 72, (17') l^emerkt Plücker (1832), Werke 1, S. 229; vgl. 
Hesse, Vorlas. Baum, S. 164. 

128) Die Bedeutung der homogenen Gleichung § 71, (16) bemerkt Euler, 
Introd. 2, S. 236; Plücker, Entw. 1, S. 48, die der homogenen Gleichung § 72, (16) 
Clairaut (1731) nach Cantor, Gesch. 3, S. 756; vgl. Euler, Introd. 2, S. 337; für 
Tetraederkoordinaten § 72, (18) Plücker, System (1846), S. 15. 

129) Die Darstellung einer ebenen Kurve im Baume durch die Gleichung 
§ 72, (180 ^^d einer Punktgruppe auf einer Geraden im Baume durch die Gleichling 
§ 72, (21') nach Plücker, System (1846), S. 17. 

IHO) Den Grad eines Komplexes und seine doppelte Bedeutung § 72, 12 er- 
klärt Plücker (1865), Werke 1, S. 531; Neue Geom. (1868), S. 18. 
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Abstand eines Punktes von einem Punkte 
§ 1, 4, von einer Geraden § 17, 3. § 19, 
7. § 43, 10, von einer Ebene § 41, 3. 
§ 45, 7 ; kürzester zweier 6eraden§ 44, 7. 

Achsenkoordinaten § 48, 6. § 69, 1. 

Anfangspunkt der Koordinaten, Begriff 
§ 1, 6. § 10, 1. § 31, 1, Gleichung § 7, 3. 
§ 22, 6. § 47, ö; Anfangspunkte, An- 
fangsstrahlen § 6, 1. 

Aufriß eines Punktes § 31, 7, einer Ge- 
raden § 48, 6, zweier Geraden § 44, 2. 

Azimut § 33, 9. 

BiHneare Gleichung § 8, 6. 7. § 66, 11. 
Bündel (Ebenen- und Strahlb.) § 49, 7. 

Cartesische Koordinaten § 10, 2. § 31, 2. 

Deklination § 33, 9. 

Determinante von zwei Punkten in der 
Geraden §1, 12. § 8, 8; von drei 
Punkten oder Geraden in der Ebene 
§ 24, 4. 5. § 29, 7. 10; von vier Punkten 
oder Ebenen im Räume § 51, 5. 7. 
§ 58, 11. § 61, 1; der Richtungskosinus 
eines Koordinatensystems § 13, 3. § 37, 
3; der projektiven Verwandtschaft 
§ 65, 8. § 67, 1. § 69, 1. 

Doppelverhältnis von vier Punkten § 3, 5, 
Strahlen § 4, 6, Ebenen § 42, 10; Er- 
haltung bei perspektiver Lage § 5, 3. 9. 
§ 24, 10. § 52, 4. 6. 7. 9, bei projek- 
tiver Verwandtschaft § 65, 1. § 67, 3. 
§ 69, 3; Darstellung in Koordinaten 
§ 3, 6. § 4, 7. § 6, 3. 10. § 7, 4. 11. 13, 
in Parametern der Gleichungen § 18, 
9. § 20, 5. § 42, 11. § 46, 5. 

Doppelverhältniskoordinaten in Punkt- 
reihe und Strahlbüschel § 6, 6, im 
Ebeuenbüschel § 56, 2, in der Ebene 
§ 28, 14, im Bündel § 56, 9, im Räume 
§ 57, 12. 

Drehungssinn, pos. oderneg. § 2, 3. § 1 1, 1. 



Dreieckskoordinaten § 28, 1. 3. 
DreifUichs-, Dreikantskoordinaten § 56, 4. 
Dualität § 19, 3. § 45, 4. § 49, 7, siehe 

„Reziprozität*'. 
Durchlaufungssinn, pos. oder neg. § 1, 3. 

Ebene ^ ihre Gleichung im Bündel in 
Strahlenkoordinaten § 49, 8. § 56, 6, 
im Räume in Punktk. §40,3. §47,2. 
§ 58, 2, in Linienkoordinaten § 60, 1; 
ihre Koordinaten siehe unter „gemeine, 
homogene, usw. Koordinaten". 

Ebenenbthidel, Begriff § 45, 9 (§ 72, 1)^ 
Gleichung § 53, 1. § 58, 12, Parameter- 
darstellung § 45, 9. § 50, 6. 8. § 53, 2. 
§ 58, 13. § 64, 2. 

Ebenenbüschel, Begriff § 42, 9. 3 (§ 71, 5. 
72,3); Gleichung § 42, 9. §47, 11. 
§49,16. §58,8; Parameterdarstellung 
im Bündel § 49, 16. § 50, 13. § 64, 8» 
im Uaume § 46, 6. § 47, 12. § 60, 11. 
§ 58, 9. § 64, 4. 

Ebenengruppe n*®' Ordnung § 70, 4. 6. 
§ 71, 15. 11. 12. § 72, 10. 7. 

Ecke, räumliche § 54, 1, Eckpunkte bei 
Zweiecks-, Dreiecks-, Tetraederkoordi- 
naten § 7, 6. § 28, 7. § 57, 7. 

Einheitspunkt, -strähl, -ebene § 6, 6. § 7^ 

7. § 18, 8. § 42, 10. § 28, 10. § 56, 2. 

8. § 57, 9. 
Eulersche Winkel § 38, 6. 

Feld (Punkt- und Strahlf.) § 49, 7. 
Fläche- w**' Ordnung oder Klasse § 72, 

1. 2. 
Flächeninhalt, absoluter oder relativer 

§ 15, 1, Darstellung durch Koordinaten 

§ 15, 2. 3. 5. § 36, 6. 

Geographische Breite und Länge § 83, 9. 
Gerade siehe „Strahl*'. 
Gerichtete Gerade § 1, 3, -Strahlbüschel 
§ 2, 3, - Ebene § 32, 2. § 41, 1. 4. 8. 
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Cremeine Koordinaten des Funktes in der 
Geraden § 1, 6, in der Ebene § 10, 2, 
im Baume § 31^ 2; der Geraden im 
Büschel § 2, 7. 11, in der Ebene § 19, 
1; der Ebene im Räume § 45, 1; der 
Strecke % 12, 2. § 34, 2; der Dreiecks- 
fläche § 36, 3. 

GUu^mnnige (gleichorientierte) Koordi- 
natensysteme § 1, 10. § 11, 3. § 14, 3. 
§ 32, 8. § 37, 3. 4. 

Gnmdpunkte § 9, 1. § 20, 3. § 46, 3. § 63, 1, 
-strahlen § 9, 1. § 18, 7. § 63, 3, -ebenen 
§ 42, 9. § 53, 1; Veränderung der 
Grundpunkte § 9, 6. 

Gru/ndriß eines Punktes §31, 7, einer 
Geraden § 43, 6, zweier Geraden § 44, 2. 

Halbierungslinien § 4, 5. § 13, 6. § 18, 
6. § 35, 4. § 25, 6. § 54, 6, -ebenen 
§ 42, 8. § 64, 6. § 65, 5. 

Halbstrahlen {-achsen) §1,6. § 10, 1. 
§ 31, 1. 

Harmonikale {HarmonikaÜinie) und Har- 
monikalpxjLnkt § 26, 1, -ebene und 
-strahl § 54, 9, -ebene und -punkt 
§ 55, 8, -linien und -strahlen § 62, 3. 

Harmonische Punkte § 3, 9. § 6, 6. § 20, 
5. §46, 6, -Strahlen § 4, 8. § 5, 6. § 18, 
9, -Ebenen § 42, 11; Konstruktion des 
vierten Elementes § 27, 6. 

Höhen im Dreieck § 25, 7, im Tetraeder 
§ 62, 4; Höhenwinkel § 33, 9. 

Homogene gemsine Koordinaten des 
Punktes in der Geraden § 7, 1 (i. d. 
unendl. fem. Geraden § 23, 1), in der 
Ebene § 22, 1 (i. d. unendl. fern. Ebene 
§ 49, 2), im Räume § 47, 1; der Ge- 
raden (des Strahles) im Büschel § 7, 2 
(Parallelstrahlb. § 23, 2), in der Ebene 
§ 22, 1 (unendl. fem. E. § 49, 4), im 
Bündel § 49, 6. 11, im Räume § 48, 5; 
der Ebene im Büschel § 49, 13, im 
Bündel § 49, 6. 10, im Räume § 47, 1; 
der Bichtung in der Ebene § 11, 7, im 
Räume § 33, 8; der Stellung § 42, 3. 

Hyperboloidische Lage § 60, 7. § 62, 2. 
4. 5. 

Identitätensätze § 24, 1. 3. 6. § 29, 4. 6. 

§ 30, 11. § 51, 1. 3. 6. 8. § 58, 4. 6. 10. 

§ 64, 9. 
Imaginäre Koordinaten § 70, 2. 
Invarianten (Kovarianten) der Koordi- 



natentransformatiön §8,8. § 30, 9. 
§ 63, 9. 10, der projektiven Verwandt- 
schaft § 65, 12. 
Invarianz der Ordnung und Klasse der 
Gruppen § 70, 6, det Kurven und 
Kegel § 71, 9, der Flächen § 72, 4; des 
Grades der Komplexe § 72, 11. 

Kanonische Gleichungen der projektiven 
Verwandtschaften § 66, 4. 11. § 67, 4. 
§ 69, 4. 

Kegel n^' Ordnung § 71, 6. 6. § 72, 9. 
14; -n*«' Klasse § 71, 5. 6. § 72, 13. 
9. 5. 

Knotenlinie, Knotenpunkt § 38, 1. 

Koeffizienten und Koordinaten § 22, 3. 
§ 29, 2. § 47, 3. § 48, 5. § 58, 2. § 60, 3. 6. 

Kollinieation^ kollineare Felder und Bün- 
del § 67, 1—6. § 68, 1. 2. 4. 5, kollineare 
Räume § 69, 1—5. 

Komplex (Linienkomplex), linearer § 60, 

5, - w*«° Grades § 72, 11 ; Komplexkegel, 
-kurve § 72, 12; -koordinaten § 60, 6. 

KonstantenzoM der Gleichungen der Ge- 
raden § 16, 6. § 43, 7, des Punktes 
§ 19, 6, der Ebene § 40, 4; der Drei- 
eckskoordinaten § 28, 5, der Tetra- 
ederk. § 57, 5. 

Koordinatendreieck, § 22, 9. §28, 1, -drei- 
flach%bQ,4:, -tetraeder §47,10. §57,1. 

Korrelation siehe „Reziprozität". 

Kurve n*«' Ordnung § 71, 1—4. § 72, 13. 
9, -n*"' Klasse § 71, 1. 4. § 72, 9. 14. 

Leitstrahl § 12, 5. § 33, 4, Leitkegel, 

-Zylinder, -kurve § 72, 9. 
Lineare Substitution § 8, 5. § 30, 1. § 63, 

1. § 65, 11. § 67, 1. § 69, 1. 
Linienkoordinaten siehe „gemeine, ho- 
mogene, Achsen-, Strahlenk. usw.". 

Linienkomplex, -kongruenz, -fläche §72,11. 

Mittelptmkt einer Strecke § 3, 3. § 20, 

2. § 46, 2, der Dreiecksseiten § 25, 

6. 10. 

Moment zweier Geraden § 44, 4. 8. 9. 

§ 48, 13. 
Multiplikator der Verhältniskoordinaten 

§ 6, 4, Dreiecksk. § 28, 6, Tetraederk. 

§ 57, 6. 
Multiplizierte Verhältniskoordinaten , 

- Teilungsverhältnisse %ß,4:. §9,1. §18,7. 

42, 9. 
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Begister. 



Normale einer Geraden (rechts- oder 
linksläufige) §13,4. §17,1, einer 
Ebene (pos. oder neg.) § 32, 4. § 41, 1 ; 
gemeinsame zweier Geraden § 44, 5. 6. 

Normcdform der Gleichung ,der Geraden 
§ 17, ö. § 49, 9, des Punktes § 19, 8. 
§ 45, 8, der Ebene § 41, 6. § 49, 9. 

Parallele Gerade § 13, 2. § 18, 2. § 22, 

6. § 35, 2. §47, 7, -Ebenen § 42,2. 
§ 47, 6. 13; Parallelkoordinaten § 10, 

2, § 12,2. §31, 2. §34,2. 
Parameter,. Begriff § 9, 1. § 16, 1. § 18, 

7. §40,8. §*43, 1. . 

Perspektive Lage von Punktreihen, Strahl-, 
Ebenenbüscheln, Begriff § 5, 1. 8. § 52, 
1. 6. 7. 8, analyt. Ausdruck § 5, 4. 
§ 7, 10. § 8, 3. 7. § 24, 10. § 52, 2. 5. 
9. 10; von Feld und Bündel, Begriff 
§ 53, 5, anal. Ausdruck § 53, 6. § 56, 10. 

Polarkoordinaten eines Punktes § 12, 5. 
§ 33, 4, einer Strecke § 12, 1. 8. § 34, 
. 1. 6, einer Dreiecksfläche § 36, 1. 

Projektive Verwandtschaft^ Begriff § 65, 
1. § 67, 3. § 69, 3, eigentliche und sin- 
gulare § 65, 8. § 67, 1. § 69, 1, Be- 
stimmungsstücke § 65, 3. § 67, 5. 
§ 69, 5. 

Punkt, seine Gleichung in der Geraden 
§ 1, 11. §7,3. 12; in der Ebene in 
Linienkoordinaten § 19, 2. § 22, 2. 
§ 29, 2; im Eaume in Ebenenk. §45, 

3. § 47, 2. § 58, 2, in Linienk. § 60, 1. 
Punktfeld, Begriff § 49, 7 (§ 72, 1) Glei- 

. chung .§ 53, 1. § 58, 12, Parameterdar- 
stellung § 40, 8. § 50, 4. § 58,' 13. 
§ 64, 2. 

Punktgruppe n**' Ordntmg § 70, 1 — 6. 
§ 71, 14. § 72, 10. 

Punktreihe, Begriff §1,1, Gleichung 
§ 9, 1—4. § ^0, 3. § 22, 10. § 29, 8. 
§ 46, 3. § 47, 11. § 58, 8, Parameter- 
darstellung § 16, 1. § 20, 6. § 22, 11. 
§ 23, 4. § 29, 9. § 30, 10. § 43, 1. § 47, 
12. § 50, 10. § 64, 4. 

Rauminhalt des Tetraeders, absoluter und 
relativer § 39, 1, Darstellung durch 
Koordinaten § 39, 4. 8. 

Baumkwrve § 72, 3. 6. 

Bektaszension § 33, 9. 

Beziprozität, reziproke Felder und Bün- 



. del § 67, 6. 7. § 68, 3. 5, reziproke^ 

Bäume § 69i 6. 
Bichtuvigskosinus § 11, 5. 6. 7.§ 33, 2. 3. 7. 

8. § 48, 10, Bifhtungswinkel § 11, 2. 4. 
§33,1. 

Schiefwinklige Koordinaten § 10, 6. § 28, 

9. §31,8. 

Schnittkurve einer Ebene mit einer Flftche 
§72,5. 

Schnittlinie zweier Ebenen § 48, 3. § 61, 
2, 9. § 58, 5. 7, dreier Ebenen § 61, 4. 
9. § 58, 7, Schnittlinien einer Ebene 
mit einem Kegel § 71, 11. 12. 

Schnittpu/nkt von zwei Geraden .§ 18, 3. 
§ 19, 6. § 22, 7. § 24, 2. 7, von drei 
Geraden § 24, 4. 8, von drei Ebepen 
§ 45, 6. § 47, 8. § 51, 4. 10, von vier 
Ebenen § 51, 5. 10, einer Geraden und 
einer Ebene § 48, 11. §69,7; ein«r 
Geraden mit einer Kurve § 71, 10, mit- 
einer Fläche § 72, 7. 

Schrauhensinn, Begriff § 32, 7, eines 

Achsensjstems § 32, 8, eines Tetra- 

' eders § 39, 1, zweier Geraden § 44, 3. 

Senkrechte Gerade § 13, 2. § 18, 2. § 36, 
2, -Ebenen § 42,2. 

Sinus einer Ecke, Begriff § 32, 11, An- 
wendungen § 37, 3. 7. § 39, 6. 8. § 41, 
9. § 47, 9. 

Sphärisches Dreieck § 64, 6. 

SteUungskosi/nus einer Ebene § 41, 2. 
§ 42, 3. 

StraM(Gerade) , seine Gleichungen im 
Büschel § 2, 12. § 7, 3, in der Ebene 
in Punktkoordinaten § 16, 4. § 22, 2. 
§ 29, 2; im Bündel in Ebenenk. §49, 
8 ; im Räume in Punktk. § 43, 2—4. 
§ 48, 1, in Ebenenk. § 48, 1, in Linienk. 
§ 60, 3. 

Strahlbündel, Begriff § 49, 7 Gleichung 
§ 53, 3. § 58, 12, Parameterdarst. § 50, 
7. 9. § 53, 4. § 64, 3. 

Strahlbüschel, Begriff § 2, 3. §18,2 
(§ 71, 1. 5), Gleichung § 9, 1. 2. § 18, 7. 
§ 22, 10. 12. § 29, 8. §49, 15. § 52, 11; 
Parameterdarst. in der Ebene § 20, 6. 
§22,11. §23,6.6. §29,9. §30,10, im 
Bündel § 49, 16. § 50, 13. § 64, 8, " 
im Räume § 50, 12. § 62, 12. § 64, 5. 

Strahlgruppe n^' Ordnung § 70, 4. 5. 
§ 71, 14. 15. 11. 12. 
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SträMenkoordinaten § 48, 6. § 69, 1. 
Strahlfeld, Begriff § 49, 7, Gleichungen 
§ 53, 3. § 68, 12, Parameterdarst. § 60, 

6. § 63, 4. § 64, 3. 

Strecke^ Begriff §1,1, Länge, abs. od. 
relat. § 1, 2. 4, Addition §1,6. § 12, 

7. § 34, 6. 

Teilpunkt § 12, 9. § 20, 1. § 34, 7. § 46, 
1, -5fraÄ/§13,6. §18,4. §35,3, -eftme 
§42,6. 

Teüungsverhaltnts^ in Punktreihe § 3, 1, 
Strahlbüschel (Sinusverhältnis) § 4, 2, 
Ebenenbüschel § 42, 5. 

Tetraederkoordinaten des Punktes und 
der Ebene § 57, 1. 3, der Geraden 
§ 59, 1. 

Transformation der gemeinen Koordi- 
naten in Punktreihe § 1, 10, im Strahl- 
büschel § 2. 10, in der Ebene § 14, 1—6. 
§ 21, 1—3, im Räume § 37, 1—7. § 46, 
10; der homogenen gemeiuen E. in 
der Ebene § 23, 3, im Bündel § 60, 3, 
im Räume § 60, 1. 2; der Doppelver- 
hältnisk. § 6, 12; der Zweiecksk. § 8, 
1—6. § 64, 7, der Zweiflachsk. § 64, 7, 
der Dreiecksk. § 30, 1—8, der Drei- 
flachsk. § 64, 6, der Tetraederk. § 63, 
1—8. 

Transveraalen von vier Geraden § 60, 6. 

Transversalensätze § 26, 6 — 9. 12. § 64, 
4. 8. § 55, 4. 7. § 62, 2. 

Umhüllende, umschriebene Develloppdble 
§ 72, 3. 

Unendlich ferner Punkt, Begriff § 3, 4, 
Gleichung § 7, 3. § 20, 2. § 22, 5. § 47, 5; 
'ferne Gerade § 22, 6; -Ebene § 47, 
6; -Punktreihe § 22, 12. § 47, 13. 

Unterdeterminanten der Koordinaten von 
zwei Punkten oder Geraden § 24, 2. 
§ 29, 5, von drei Punkten oder Go- 
raden § 24, 4. 5. § 29, 10, von zwei 
Punkten oder Ebenen §51,2. § 68, 



5, drei P. o. E. § 51, 4. § 58, 7, vier 
P. 0. E. § 61, 6. 7. § 61, 2—4. 
ünvollsta/ndige Gleidiungen von Punkten 
§ 19, 6. § 22, 5. 9. § 29, 3. § 47, 5. 10. 
§ 58, 3, Geraden § 16, 6. § 19, 6. § 22, 
9. § 29, 3, Ebenen § 40, 6. § 47, 10. 
§ 68, 8, Kurven § 71, 14. 15, Flächen 
§ 72, 9. 10, Komplexen § 72, 13. 14. 

Verhindungsebene von drei Punkten 
§ 40, 1. § 40, 9 mit § 47, 9. § 45, 6. 
§ 47, 8, einer Geraden und eines 
Punktes § 43, 9. § 48, 11. § 59, 7. 

Verbindungslinie \on zwei Punkten § 16, 
3. § 16, 2 mit 22, 8. § 19, 6. § 22, 7. 
§ 24, 2. § 43, 4. § 68, -5. 7, von drei 
Punkten § 24, 4. 

Vereinigte Lage von Punkt und Gerader 
in der Ebene § 19, 4. § 22. 4. § 29, 1, 
im Räume § 48, 8. § 59, 6; von Punkt 
und Ebene § 45, 5. § 47, 4. § 58, 1; 
von Gerader und Ebene im Bündel 
§ 49, 7. § 56, 6, im Räume § 48, 8. 
§ 69, 6; von zwei Geraden im Räume 
§ 44, 1. 2. § 48, 12. § 69, 8; von drei 
Geraden mit einem Punkt oder einer 
Ebene ^ 69, 12. 

Verhältniskoordinaten § 6, 1. 

Vollständiges Viereck und Vierseit § 27, 
1—7. 

Winkel zweier Geraden im Büschel § 2,. 
1—5, in der Ebene § 13, 1: § 18, 1, 
im Räume § 32, 1. § 35, 1; einer Ge- 
raden und einer Ebene § 32, 3. § 41, 
7; zweier Ebenen § 32, 5. 

Winkelfläche, innere oder äußere § 4, 1, 
§ 18, 4. § 35, 3. 

Winkelraum, innerer oder äußerer §42, 4. 

Zenitdistanz § 33, 9. 

ZweieckS' und Zweiseitskoordinaten § 7, 

5—7, Zweiflachsk. § 56, 1. 2. 
Zylinder § 71, 6. § 72, 5. 9. 
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S. 32, Z. 1 V. 0. lies |[*i, f*,, fio 8*att /üi , ft^ , /lio . 

S. 56, Fig. 84 ist die Gerade mit g zu bezeichnen und im Sinne PP' mit einer 

Pfeilspitze zu versehen. 
S. 61, Fig. 92 fehlt die Benennung Oy am Schnittpunkt y x x\ 
S. 71, Z. 10 V. o- lies Geraden statt Ebene, 
S. 72, Z. 15 v..,u. lies (18) statt (17). 
S. 75, Fig. 110 f^hlt die Benennung N am Ende von p, 
S. 79, Z. 10 V. u. lies (18') statt (19). 
S. 87, Z. 5 V. u. lies § 18, 8 statt § 19, 8. 
S. 88, Fig. 126 lies G^ statt des einen G^ . 
S. 93, Z. 10 V. 0. lies (18) statt (17). 
S. 97, Fig. 133 lies *' = statt jp' = 0. 
S. 122, Z. 8 V. 0. lies 31, 24 statt 31, 14. 
S. 129, Z. 18 V. u. lies — p^ : sin -fr statt — p^ sin-d-. 
S. 132, Fig. 165b ist die Gerade T, T^ T, mit p zu bezeichnen. 
S. 138, Fig. 168a soll die Gerade durch E^ statt durch E^ gehen, in Fig. 168b 

der Funkt auf e^ statt auf e^ liegen. 
S. 146, Fig. 172 fehlt bei J der Index 3. 

S. 154, Fig. 182 sind die Benennungen P , P^^, P hinzuzufügen. 
S. 160, Fig. 193 ist an OP eine Pfeilspitze bei P^^ zu setzen. 
S. 163, Fig. 194 fehlt die Benennung des Mittelpunktes. 
S. 186, Z. 6 V. 0. lies Längen statt Lösungen. 
. S. 200, Fig. 240 ist die Pfeilspitze von n zu streichen. 
S. 228, in Formel (17^ für w lies 1— xX statt 1—X. 
S. 252, Fig. 273 lies a;'(ai &i ^i), ^'(«j^j^s) statt x {a^b^c^\ Vi^'ih^)- 
S. 255, Fig. 276 lies u\ v\ «' = JPjj , • • • , i's* s*«-** ^'i ^' *' = **» ^» «?, s. 
S. 336, Z. 16 V. o. lies (15) statt (14). 
S 352, Fig. 321a lies Vj^v^v^{pj^) statt v^v^v^iu^.). 
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Richter, 0., die bizirkulare Kurve vierter Ordnung. 

Schroeter,H., Theorie der Oberflächen 2. Ordn, u. Raumkurven 3. Ordn. 

Theorie der ebenen Kurven 8. Ordnung. 

Grundzüge einer rein geometr. Theorie der Raumkurven 4. 0. 1. Sp. 

Steiner, J., Vorlesungen über synthetische Geometrie, bearbeitet von 

Geiser und Schroeter. 

Sturm, R., die Grebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie in synthe- 
tischer Behandlung. ' 

— - synthetische Untersuchungen über Flächen 3. Ordnung. 

die kubische Raumkurve. 

Thomae, J., Untersuchungen über zwei zweideutige Verwandtschaften. 
Treutlein und Henrici, siehe: Henrici und Treutlein. 
Weyer, E., Einführung in die neuere konstruierende Geometrie. 
Weyr, E., Theorie der mehrdeutigen geometrischen Eleme^targebilde. 

Geometrie der räumlichen Erzeugnisse 1 — 2 deutiger Gebilde. 

Witzschel,B., Grundlinien der neueren Geometrie. 

5. Topologie (Crestaltenlehre) und Existallograpliie. 

Brückner, M., Vielecke und Vielflache; Theorie und Geschichte. 

Dingeldey, F., topologische Studien usw. 

Eberhard, V., die Grundgebilde der ebenen Geometaie. 

zur Morphologie der Polyeder. 

Naumann, F., über die Rationalität der Tangentenverhältnisse. 
Schoenflies, A., Kristallsysteme und Kristallstruktur. 
Sohncke, L., Entwickelung einer Theorie der Kristallstruktur. 
Wiener, C, Vielecke und Vielflache. 

6. AbBählende Geometrie. 

Schubert, H., Kalkül der abzählenden Geometrie. 
Zeuthen, H., die abzählenden Methoden der Geometrie. 

7. Geometrie der Bewegxmg. 

(Kinematik.) 
Abdan'k-Abakanowicz, B., die Integraphen, deutsch von Bitterli. 
Dingeldey, F., Erzeugung voü* Kurven 4. Ordnung durch Bewegungs- 
mechanismen. / ' 
Schell, W., Theorie der Bewegung und der Kräfte. I. Band. 
Schoenflies, A., Geometrie der Bewegung. 
Somoff, J., theoretische Mechanik, deutsch von Ziwet. I. Band. 



U. Analytische Geometrie (Koordinatenfceometrie) 
und Differentialgeometrie (Flachentheorie). 

1. Analytische Geometxie der Ebene. * 

(Kegelschnitte und höhere ebene Kurven.) 
Benter,E., Untersuchungen über Tangentialkegel und die Kurven 2. Gr. 
Clebsch, A., Vorlesungen über Geometrie. I. Band, bearb. von Lindemann. 
Dingeldey, F., Erzeug, von Kurven 4. 0. durch Bewegungsmechanismen. 

• topologische Studien usw. 

Durege, H., die ebenen Kurven 3. Ordnung. 

Ebner, A., Leitfaden der technisch wichtigen Kurven. 

Fiedler, W., die Elemente der neueren Geometrie und die Algebra der 

binären Formen. 
Fort, 0., u. 0. Schlömilch, Lehrbuch der analytischen Geometrie. L Teil. 
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Oftnter, H., u, F.Budio^ElemeDteder analTtudbeii Gecmielrie der] 
Gr%efe^ F., Torlefungen über die Theorie der QuaiecinGiieii. 

Aafgahen und Lehnäta» ans der «iiAljscheii Geomeftrie der Ebene. 

Aafldüaiigeii und Beweise dazu. 

G andel finget, 8., anal jtisdie Geometrie der Kegelsduiitte, ▼. Dineg^ddj. 
Heftier, L., und C, Koehler, Lalirbuch der uialytjMdien Geometrie. 
H eil« e , 0., 7 Vorlesungen aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte. 

Toriesffu. Ikus da anal. GeouL der Geraden, das Punktes u. d. Kreises. 

4 VorlMungen aus der analytischen Geometrie. 

Hochbeim, A., Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene. 
Klein, F,, Vorträge über ausgewählte Fragen der Elementargeomeirie. 
Kohn, G., rationale Kurven. 

Loria, G., die hauptsächL Theorien der Geometrie in ihrer Entwickelnng. 
spezielle algebraische tmd transzendente ebene Kurven; Theorie 

und Geschichte. 
Huth, P,, geometrische Anwendungen der Invariantentheorie. 
Baichal, 0,, Vorstufen der. höheren Analysis und analytischrai Geometrie. 
Uudio und Ganter, siehe: Ganter und Rudio. 
Runge, C, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 
Salmon, G,, analytische Geometrie der Kegelschnitte, bearb. von Fiedler. 

analytische Geometrie der höheren eli^nen Kurven, T)earb. v. Fiedler. 

Sauerbeck, P., Einleitung in die analytische Geometrie der höheren 

algebraischen Kurven. 
Schlömilch und Fort, siehe: Fort und Schlömüch. 
Schwering, K., Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten. 
Servus, H., die analytische Geometrie der Ebene. 
Staude, 0., analyt. Geometrie des Punktes, der geraden Linie n. der Ebene. 
Thaer, A., Bestimmung von Gestalt und Lage eines Kegelschnittes aus 

einer Gleichung zweiter Ordnung ohne Koordinaten-Transformation. 
Thoraae, J., Grundriß der analytischen Geometrie. 
Webor, H., und J. Wellstein, Enzyklopädie der Elementar-Geometrie. 
Weinnoldt, E., Leitfaden der analytisdien Geometrie. 
Weißen born, H., Grundzüge der analytischen Geometrie der Ebene. 



a. Analytisohe Geometrie des Bauinea. 

(Flächen 2. und höheren Grades, algebraische Raumkurven und Flächen.) 

Benter, C, Untersuchungen über Tangentialkegel und die Kurven 2. Gr. 
Castelnuovo, G., und F. Enriques, Theorie der algebraischer Flächen. 
Cleb 8 ch,A., Vorlesungen über Geometrie, n. Band, bearb. v. Lindemann. 
Esoherich, G. v., Einleitung in die analytische vGeometrie des Raumes. 
Fort, 0., und (). Schlömilch, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 11. Tl. 
Graefe, F., Aufgaben u. Lehrsätze aus der analyt. Geometrie des Raumes. 

- — Auflösungen und Beweise dazu. 

Hefllber, L., und C. Koehler, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 
HesBe,0., Vorlesgn über analyt. Geometrie d. Raumes, rev. v. Gundelfinger. 
Klein, F., h<ykei:e Geometrie L 
Mob ins, F., über diei Grundformen der Linien der dritten Ordnung. ^ 

die Theorie der Kreisverwandtschafb in rein geometr. Darstellung. 

Reve, T., Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme. 

Rohn, K., die Flächen vierter Ordnung. 

Rudio, F., die fiiemente der analytischen Geometrie da» Raomes. 

Salmon, G., analytische Geometrie des Raumes, bearbeitet von Fiedler. 

Schlömilch und Fort, siehe: Fort und Schlömilch. 

Segre, 0.^ Vorlesungen über algebraische Geometrie. 

Staude, 0., die FokaleigenschiS'ten der Flächen 2. Ordnung. 

Flächen erster Ordnung, ihre Systeme und Durchdringungskurven. 

Thomae, J., Grundriß der analytischen Geometrie. 
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3, LiBiengeoinetrie, analytlaoh be 

(Strahlen Systeme a. -komplexe.) 

C 1 e b s c li ^ A . , Yorlesgn üb er G eometrie . 11 . Bd . , bear . 

Heffter, L,, und C, Köehler, Lehrbuch der aaaly tischen Geometrie. 

Hesse, 0,, 4 Vorlesungen aus der analjtisebeu Geometrie. 

Lie, S,, Geometi-ie^der BeriihnmgstranBfomiatiouenT bearb.v. Scheffers. 

Plücker, J., neiie Geometrie de» Raumes, herausgegeben von Clebsth 

und Klein. 
— - marthematische Abband bni^en^ herausgeg. v. SohoenflieSn 
Sohweriug, K., Theorie und Anwendung der Linienkooidinaten. 
Sturm, H., die Gebilde 1. und 2, Grades der* Liaieugeometrie in 

synthetischer Behandlung. 

4. Differentialgeometri© (Fläch entheorie und Ktirventheorie)* 

Bianchi, L., Vorlegungen über Differentialgeometrie. 
. ßolke, G*i die Komplementärfliichen der pseudo-sphäriechen BrOtations- 
flilcben. 

Cesäro, E,, Vorlesungen über natürliche Geometrie, dcutacli von 
Kowalewski. 

Joachimflthali F., Anwendung der Differei>tial- und Integral -Rechnung 
auf Flächentheorie. 

Klein, F., höhere Geometrie IT. 

Knoblauch, J., Einleit, in die allgemeine Theorie deir krummen Flilchen. 

— — Differentialgeometrie. 

Liii enthalt 1^. v.^ Differentialgeometrie. 

— — Grundlagen einer Krummungalehre der Kurvenscharen, 

Schell, W., Kurven doppelter KrümÄuing, . , '; 

Stäekel^ P, Differentialgeometrie höherer Manniglaltigkeiten. 

Stahl, H , und V. Kommer eil, Grundformeln der Flächentheorie. 

Voß, A., Abbildung und Abwickelung der krummen Flächen. 

Wilczinski, E. J., Projective Differential Geometrj of Curves. 

5, AUge meine MannigfaltigkeitBlebre. 

Graßmann, H., gesammelt-e Werke. Band I. 
K i 1 1 i n g , W . , di e ni ch fc-Euk l idi s eben Raumi'ormen . 
Schlegel, V., System der Raund^brp .. 

Schoenflies, A., die Entwir^ 
faltigkeiten . 

6, £' 

(Isogonale Verwandtsehaft 

Holamüiler, G., Einfiihri 

wandt seh aften . ] 

Durch filhrung eine« 

durch eine gebrociienej 

einige Aufgaben der < 







7. 

Herx, Nl, Lehrbuch der Ij 
Hülzmüller, G,, einige Ai 

KaHographie. 
Schulze^ 11h, das militari^ 
Stavenliageu^ W., die i 

Militärk arten wese n e , 
Zondervan, H;, allgemeij 
Zöpprit/^ K.^ Leitfaden i 
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